This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  preserved  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 
to  make  the  world's  books  discoverable  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 
to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 
are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that 's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  marginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book' s  long  journey  from  the 
publisher  to  a  library  and  finally  to  y  ou. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prevent  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  technical  restrictions  on  automated  querying. 

We  also  ask  that  y  ou: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  from  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  large  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attribution  The  Google  "watermark"  you  see  on  each  file  is  essential  for  informing  people  about  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  responsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can't  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
any  where  in  the  world.  Copyright  infringement  liability  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.  Google  Book  Search  helps  readers 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  text  of  this  book  on  the  web 


at|http  :  //books  .  google  .  corn/ 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 
précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 
ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 
"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 
expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 
autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 
trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  marge  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 
du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  appartenant  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 

Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter.  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  r attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

À  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 


des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adresse]  ht  tp  :  //books  .google  .  corn 


PROBLÈMES 


DB 


MÊCÂNiaiE  RmONNElLE. 


L'Auteur  ot  l'Éditeur  de  cet  Ouvrage  se  réservent  le  droit  de  le  tra- 
duire ou  de^  le  faire  traduire  en  toutes  langues.  Ils  poursuivront,  en 
vertu  des  Lois,  Décrets  et  Traités  internationaux,  toutes  contrefaçons  soit 
du  texte,  soit  des  gravures,  ou  toutes  traductions  faites  nu  mépris  de 
leurs  droits. 

Le  dépôt  légal  du  tome  second  de  cet  Ouvrage  a  été  fait  dans  le 
cours  de  1867,  et  toutes  les  formalités  prescrites  par  les  Traités  sont 
remplies  dans  les  divers  États  avec  lesquels  la  France  a  conclu  dec 
conventions  littéraires. 


Tout  exemplaire  du  présent  Ouvrage  qui  ne  porterait  pas,  comme 
ci-dessous ,  la  griffe  de  l'Éditeur ,  sera  réputé  ooBtrebit.  Les  mesvres 
nécessaires  seront  prises  pour  atteindre,  confonnément  à  la  loi,  les 
fabricants  et  les  débitants  do  ces  exemplaires. 


PARIS.  —  IMPRIMERIE  DE  GAUTHIER-VILLARS, 

Rm  Ils  Ssfna  8alnlFG«nnaln,  10,  près  l'InsUtol. 


PROBLÈMES 


DE 


MÉCANIQUE  RATIONNELLE 


DISPOSES 

POUR    SERVIR  DAPPUCATIONS  AUX  PRINCIPES  ENSEIGNÉS 
DANS  LES  COURS; 

Par  le  P.  M.  JULLIEN, 

bl   LA  COMP&OSIB  DB  itêV». 


Omolt  in  meniurt,  ot  namero,  el  pondère 
dispofulfti..  quoniam  Uoquam  momentam 
staler»  tic  est  tolo  te  urbit  lerrarum. 
Sap.  XI.  tl.n. 


DEUXIÈME  ÉDITION. 
TOME  SECOND. 


PARIS, 

GAUTHIER-VILLARS,  IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

UV    BUKBAU  DES  LONGITUDES,   DE  l'ÉCOLR  IMPERIALE  POLYTECUNIQUE, 
SUCCESSEUR  DE  MALLET-RACUELIER , 
Quai  des  AugusUiis,  55. 

1867 

[  L'AMlMir  •!  l*£dtuar  de  cet  OoTraf*  >«  réterfcnt  le  droit  de  traduction.) 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


DYNAMIQUE. 

(Suite.) 


CHAPITRE  V. 

PRINCIPE    DE    D'ALEMBERT.  1 

Section  I.      -  Mouvement  d'un  point  matériel 4 

Moavement  d^un  point  matériel  sur  une  courbe 
ou  sur  une  surface  qui  se  meut  suivant  une 
loi  donnée. 

Section  II.  —  Questions  diverses i6 

Théorème  de  Gauss  sur  une  propriété  de  mini- 
mum qui  convient  au  mouvement  de  tout 
système  de  points  assujettis  à  des  liaisons  ; 
rapprochement  avec  la  méthode  des  moin- 
dres carres.  —  Théorème  de  Newton  sur  la 
similitude  en  mécanique  ;  applications.  — 
Cas  particuliers  du  problème  des  trois  corps. 
—  Figure  permanente  d'un  fil  pesanl  qui 
tourne  autour  d'un  axe  vertical.  —  Système 
de  poulies  mobiles.  —  Relations  entre  la 
trajectoire  d'un  point  matériel  et  la  courbe 
d'équilibre  d'un  61  flexible,  etc. 

CHAPITRE  \I. 

MOMENTS    d'inertie.  4-2 

Lentille  biconvexe.  —  Polyèdres  quelconques  et 
polyèdres  réguliers.  —  Propriété  géométrique 
et  mécanique  commune  à  tous  les  ellipsoïdes 
que  l'on  obtient  en  prenant  Tellipsoîde  cen- 


VI  TABLE    DES    MATIERES. 


Paget. 


tral  d'un  même  corps  relativement  aux  diffé- 
rents points  d'une  même  droite.  —  Propriété 
remarquable  des  trois  séries  de  surfaces  ho- 
mofocales  h  l'ellipsoïde  central  relatif  au 
centre  de  gravité;  loi  de  la  disposition  des 
axes  principaux  d'inertie  aux  différente  points 
de  l'espace;  détermination  des  points  où  les 
trois  moments  d'inertie  principaux  ont  trois 
valeurs  données.  —  Lieu  des  points  où  deux 
moments  d'inertie  principaux  ont  une  même 
valeur. —  Lieu  des  points  où  les  trois  axes  prin- 
cipaux d'inertie  ont  des  directions  données; 
théorème  de  géométrie.  —  Lieu  des  droites 
qui  passent  par  un  point  donné  et  sont  un 
axe  principal  d'inertie  relativement  à  l'un  de 
leurs  points  ;  théorème  de  géométrie.  —  Con- 
dition pour  que  l'arête  d'un  tétraèdre  soit 
un  axe  principal  d'inertie  relativement  à  l'un 
de  ses  points,  etc. 

CHAPITRE  \n. 

PRINCIPE     DES     FORCES     VIVES     ET     DE     LA     TRANSMISSION     DU 

TRAVAIL.  65 

Section  I.    —  Forces  vives 65 

Oscillation  d'un  corps  pesant  lié  avec  un  cy- 
lindre qui  peut  rouler  sur  deux  supports 
horizontaux.  —  Chute  d'un  corps  pesant  qui 
tombe  en  déroulant  un  fil  qui  l'entoure.  — 
Pilon  pressant  un  coin  qui  glisse  sur  un  plan 
horizontal.  —  Poids  réunis  par  des  fils  dans 
diverses  conditions.  —  Mouvement  d'une 
chaîne  pesante  sur  lacycloîde.  —  Mouvement 
d'une  tige  pesante  qui  appuie  ses  extrémités 
sur  deux  droites  fixes,  etc. 

SiXTiox  II.  —  Transmission  du  travail  par  les  machines. . .       82 

Discussion  de  l'équation  des  forces  vives;  posi- 
tions pour  lesquelles  la  force  vive  est  maxi- 
mum ou  minimum.  —  Mouvement  uniforme; 
volants,  calcul  du  moment  d'inertie.  —  Tra- 
vail résistant  des  frottements;  engrenages 
plans,  à  épicycloîdes,  à  flanc,  à  développantes 


TABLE    DES    MATIERES.  VII 

Paffts. 
de  cercle;  coin  ;  tisà  filet  triangulaire,  k  filet 
rectangulaire;  cordes  et  courroies  glissant 
sur  des  surfaces. —  Résistance  au  roulement; 
tirage  des  voitures.  —  Raideur  des  cordes 
dans  la  poulie  et  dans  les  moufles. 

CHAPITRE  Vin. 

PRINCIPE    DU   MOUVEMENT  DU  CENTRE  DE  GRAVITÉ   ET   PRINCIPK 

DES  AIRES.  I20 

Section  I.    —  Principe  du  mouvement  du  centre  de  gravite.     luo 

Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  courbe 
tracée  dans  un  corps  qui  est  libre  de  glisser 
sur  un  plan  horizontal  ;  courbe  tautochrone. 

—  Mouvement  de  deux  points  qui  s'attirent 
suivant  la  loi  de  la  nature. 

Sbction  II.  —  Principe  des  aires i aS 

Mouvement  de  plusieurs  points  matériels  dont 
Tun  est  réuni  à  tons  les  autres  par  des  fils 
qui  passent  dans  un  même  anneau  fixe.  —  - 
Intégrales  rigoureuses  du  mouvement  absolu 
du  soleil  et  des  planètes,  intégrales  du  mou- 
vement relatif  des  planètes  autour  du  soleil. 

—  Points  matériels  situés  sur  une  tige  Han:* 
masse,  mobile  autour  d'un  point  fixe,  etc. 

CHAPITRE  IX. 

MOUVEMENT  D*UN  CORPS  SOLIDE.  l34 

Section  I.    —  Mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  axe 

fixe i34 

Pendule  de  Graharo.  —  Point  de  la  tige  d'un 
pendule  où  il  faut  placer  le  curseur  pour 
abréger  le  plus  possible  la  durée  des  oscilla- 
tions. —  Point  de  rupture  d'une  tige  pesante 
qui  oscille  autour  de  son  extrémité.  —  Con- 
dition de  stabilité  d'une  voiture  qui  tourne 
sur  un  plan  incliné.—  Métronome  de  Maclzcl. 
—  Problème  relatif  à  la  construction  des  che- 
mins de  fer.  —  Lieu  des  axes  de  suspension 


L'Auteur  et  l'Éditeur  de  cet  Ouvrage  se  réservent  le  droit  de  le  tra- 
duire ou  de^  le  faire  traduire  en  toutes  langues.  Ils  poursuivront,  en 
vertu  des  Lois,  Décrets  et  Traités  internationaux,  toutes  contrefaçons  soit 
du  texte,  soit  des  gravures,  ou  toutes  traductions  faites  au  mépris  do 
leurs  droils. 

Le  dépdt  légal  du  tome  second  de  cet  Ouvrage  a  été  fait  dans  le 
cours  de  1867,  et  toutes  les  formalités  prescrites  par  les  Traités  sont 
remplies  dans  les  divers  États  avec  lesquels  la  France  a  conclu  des 
conventions  littéraires. 


Tout  exemplaire  du  présent  Ouvrage  qui  ne  porterait  pas,  comme 
ci-dessous,  la  griffe  de  TÉditeur,  sera  réputé  eontrefait.  Les  raesvres 
nécessaires  seront  prises  pour  atteindre,  conformément  à  la  loi,  les 
fabricants  et  les  débitants  do  ces  exemplaires. 


PARIS.  —  IMPRIMERIE  DE  GAUTHIER-VILLARS, 
Rm  dt  Sstns  8êlBl-G«rmtin,  10,  pré*  rrnsUtaf. 


PROBLÈMES 


DE 


MÉCANIQUE  RATIONNELLE 


DISPOSES 

POUR    SERVIR  D'APPUCATIONS  AUX  PRINCIPES  ENSEIGNÉS 
DANS  LES  COURS; 

Par  le  P.  M.  JULLIEN, 

DB   LA  COMPkOHn  DB  jéSOS. 


Omola  in  mensora,  et  namero,  et  poDdere 
disposuUli..  quontam  tanquam  momeDlam 
slaterae  sic  est  aote  le  orbis  terraram. 
Sap.  xt,  11.  ». 


DEUXIÈME  ÉDITION. 
TOME  SECOND. 


PARIS, 

GAUTfflER-VILLARS,  IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DU   BUKBAU  DES  LONGITUDES,   DE  l'ÉCOLB  IMPÉRIALE  POLYTECHNIQUE, 
SUCCESSEUR  DE  MALLET-BACHELIER , 
Quai  des  Augusliiis,  55. 

1867 

(  g/AuiiÊmT  •!  VtAlUnr  do  cet  OoTrase  te  réserTcot  le  droit  de  tradactloo.) 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


DYNAMIQUE. 

(Suite.) 


CHAPITRE  V. 

PRINCIPE    DE    d'ALEMBERT. 

Section  1.      -  Mouvement  d'un  point  matériel . 


p«ge«. 


Mouvement  d^un  point  matériel  sur  une  courbe 
ou  sur  une  surface  qui  se  meut  suivant  une 
loi  donnée. 

Section  II.  —  Questions  diverses i6 

Théorème  de  Gauss  sur  une  propriété  de  mini- 
mum qui  convient  au  mouvement  de  tout 
système  de  points  assujettis  à  des  liaisons; 
rapprochement  avec  la  méthode  des  moin- 
dres carrés.  —  Théorème  de  Newton  sur  la 
similitude  en  mécanique  ;  applications.  — 
Cas  particuliers  du  problème  des  trois  corps. 
—  Figure  permanente  d'un  fil  pesanl  qui 
tourne  autour  d'un  axe  vertical.  —  Système 
de  poulies  mobiles.  —  Relations  entre  la 
trajectoire  d'un  point  matériel  et  la  courbe 
d'équilibre  d'un  fil  flexible,  etc. 

CHAPITRE  VI. 

MOMENTS    d'lNERTIE.  4 '2 

Lentille  biconvexe.  —  Polyèdres  quelconques  et 
polyèdres  réguliers.  —  Propriété  géométrique 
et  mécanique  commune  à  tous  les  ellipsoïdes 
que  l'on  obtient  en  prenant  l'ellipsoïde  cen- 


VI  '     TABLE    DES    MATIÈRES. 


Page» 


trald'un  même  corps  relativement  aux  diffé- 
rents points  d'une  même  droite.  —  Propriété 
remarquable  des  trois  séries  de  surfaces  ho- 
mofocales  à  rdlipsoide  central  relatif  au 
centre  de  gravité;  loi  de  la  disposition  des 
axes  principaux  d'inertie  aux  différents  points 
de  l'espace;  détermination  des  points  où  les 
trois  moments  d'inertie  principaux  ont  trois 
valeurs  données.  —  Lieu  des  points  où  deux 
moments  d^inertie  principaux  ont  une  même 
valeur. —  Lieu  des  points  où  les  trois  axes  prin- 
cipaux d'inertie  ont  des  directions  données; 
théorème  de  géométrie.  —  Lieu  des  droites 
qui  passent  par  un  point  donné  et  sont  un 
axe  principal  d'inertie  relativement  à  l'un  de 
leurs  points  ;  théorème  de  géométrie.  —  Con- 
dition pour  que  l'arête  d'un  tétraèdre  soit 
un  axe  principal  d'inertie  relativement  ù  Vun 
de  ses  points,  etc. 

CHAPITRE  \II. 

PRINCIPE     DES     FORCES     VIVES     ET     DE     LA     TRANSMISSION     DU 

TRAVAIL.  65 

Section  1.    —  Forces  vives 05 

Oscillation  d'un  corps  pesant  lié  avec  un  cy- 
lindre qui  peut  rouler  sur  deux  supports 
horizontaux.  —  Chute  d^un  corps  pesant  qui 
tombe  en  déroulant  un  fil  qui  rcntoure.  — 
Pilon  pressant  un  coin  qui  glisse  sur  un  plan 
horizontal.  —  Poids  réunis  par  des  fils  dans 
diverses  conditions.  —  Mouvement  d'une 
chaîne  pesante  sur  lacycloïde.  —  Mouvement 
d'une  tige  pesante  qui  appuie  ses  extrémités 
sur  deux  droites  fixes,  etc. 

SiiCTioN  II.   —  Transmission  du  travail  par  les  machines. . .       82 

Discussion  de  l'équation  des  forces  vives;  posi- 
tidns  pour  lesquelles  la  force  vive  est  maxi- 
mum ou  minimum.  —  Mouvement  uniforme  ; 
volants,  calcul  du  moment  d'inertie.  —  Tra- 
vail résistant  des  frottements;  engrenages 
plans,  à  épicycloïdes,  à  flanc,  à  développantes 


TÂBLB    DES    MATIERES.  VII 

Pafft*- 
de  cercle;  coin  ;  visa  filet  triangnlaire,  à  filet 
rectangulaire;  cordes  et  courroies  glissant 
sur  des  surfaces. —  Résistance  au  roulement; 
tirage  des  voitures.  —  Raideur  des  cordes 
dans  la  poulie  et  dans  les  moufles. 

CHAPITRE  Vm. 

PRINCIPE    DU    MOUVEMENT  DU  CE2STRE   DE  GRAVITE   ET  PRINCIPE 

DES  AIRES.  120 

Section  I.     —  Principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité,     iio 

Mouvement  d*un  point  pesant  sur  une  courbe 
tracée  dans  un  corps  qui  est  libre  de  glisser 
sur  un  plan  horizontal  ;  courbe  tautocbrone. 
—  Mouvement  de  deux  points  qui  s'attirent 
suivant  la  loi  de  la  nature. 

Sbctio.n  11.  —  Principe  des  aires ii5 

Mouvement  de  plusieurs  points  matériels  dont 
Tun  est  réuni  à  tous  les  autres  par  des  fils 
qui  passent  dans  un  même  anneau  fixe.  —  - 
Intégrales  rigoureuses  du  mouvement  absolu 
du  soleil  et  des  planètes,  intégrales  du  mou- 
vement  relatif  des  planètes  autour  du  soleil. 
^-  Points  matériels  situés  sur  une  tige  sans 
masse,  mobile  autour  d'un  point  fixe,  etc. 

CHAPITRE  IX. 

MOUVEMENT  d'UN  CORPS  SOLIDE.  l34 

Section  I.    —  Mouvement  d*un  corps  solide  autour  d'un  axe 

fixe i34 

Pendule  de  Graham.  —  Point  de  la  tige  d'un 
pendule  où  il  faut  placer  le  curseur  pour 
abréger  le  plus  possible  la  durée  des  oscilla- 
tions. —  Point  de  rupture  d'une  tige  pesante 
qui  oscille  autour  de  son  extrémité.  —  Con- 
dition de  stabilité  d'une  voiture  qui  tourne 
sur  un  plan  incliné. —  Métronome  de  Macizel. 
—  Problème  relatif  à  la  consiruction  des  che- 
mins de  fer.  —  Lieu  des  axes  de  suspension 


VIII  TABLE    DES    MATIÈRES. 


Pages. 


autour  desquels  le  corps  oscillerait  dans  un 
temps  donné,  et  qui  sont  à  une  distance 
connue  du  centre  de  gravite,  ou  qui  passent 
par  un  point  connu,  etc. 

Section  II.  —  Mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  axe 

qui  se  meut  parallèlement  à  lui-même 1 47 

Mouvement  d*une  tige  pesante  dans  diverses  cir- 
constances. —  Sphère  pleine  et  sphère  creuse 
remplie  d'un  liquide,  roulant  sur  un  plan 
incliné.  —  Mouvement  d*une  sphère  pesante 
sur  un  plan  incliné  avec  frottement  et  résis- 
tance au  roulement.  —  Sphère  animée  d'une 
rotation  et  lancée  le  long  d'un  plan  incliné. 

—  Corps  pesant  porté  par  un  cylindre  hori- 
zontal qui  peut  rouler  sur  la  surface  interne 
d'un  cylindre  fixe,  parallèle  au  premier.  — 
Cylindre  homogène  et  non  homogène  dans 
diverses  circonstances.  —  Rotation  d'un  tube 
matériel  contenant  plusieurs  petites  billes 
qui  peuvent  glisser  dans  son  intérieur,  etc. 

Section  ni.—  Mouvement  quelconque  d'un  corps  solide 170 

Mouvement  d'un  solide  de  révolution,  pesant 
et  homogène,  autour  d'un  point  fixe  situé  sur 
son  axe  de  figure.  —  Mouvement  d'une  toupie 
lancée  sur  un  plan  horizontal. —  Théorème 
relatif  au  mouvement  d'un  solide  de  révolu- 
tion posé  sur  un  plan  horizontal  et  animé 
d'une  rotation  autour  de  son  axe  de  figure. 

—  Mouvement  d^une  sphère  sur  un  plan  ho- 
rizontal, en  ayant  égard  au  frottement.  — 
Mouvement  de  la  terre  autour  de  son  centre 
de  gravité ,  précession  et  nutation.  —  Mou- 
vement du  plan  de  l'orbite  lunaire.  — Théo- 
rèmes de  Poinsot  sur  le  mouvement  d'un 
corps  pesant  autour  de  son  centre  de  gravité. 
-—  Ellipsoïde  de  Mac-Cullagh. 

CHAPITRE  X. 

MOUVEMENTS  RELATIFS.   CHANGEMENT  DE  VARIABLES.  220 

Formule  de  Lagrange  pour  le  changement  des 
variables.—  Formules  d'Hamilton.  —  Appli- 
cation aux  mouvements  relatifs.  —  Exposé 


TABLE    DES    MATIEBES.  IX 

géométrique  de  la  théorie  des  mouYemonts 
relatif:».  —  MouYeroent  d'un  point  sur -aine 
courbe  qui  tourne  autour  d*un  axe  fixe.  — 
Théorème  de  Newton  relatif  au  mouvement 
dans  une  orbite  mobile.  —  Mouvement  appa- 
rent des  projectiles  en  ayant  égard  à  la  rota- 
tion de  la  terre.  —  Mouvement  apparent  du 
pendule  en  tenant  compte  de  la  rotation  de 
la  terre.  —  Gyroscope  de  M.  Foucault.  —  Ré- 
gulateur de  Watt.  —  Oscillations  d'un  point 
pesant  dans  un  cylindre  creux,  et  mouvement 
d^un  point  pesant  sur  un  plan  incliné^  en  te- 
nant compte  de  la  rotation  de  la  terre,  etc. 

CHAPITRE  XI. 

POECBS  INSTANTANÉES.  264 

Pendule  balistique.  —  Problème  relatif  au  jeu 
de  paume.  —  Questions  relatives  au  jeu  de 
billard  :  effet  du  coup  de  queue  incliné,  choc 
des  billes.  —  Généralisation  du  théorème 
de  Carnot,  par  Sturm.  —  Modification  du 
théorème  de  Carnot  pour  le  cas  d'une  élas- 
ticité imparfaite.  —  Théorèmes  de  Cau- 
chy,  etc. 

CHAPITRE  Xn. 

LOIS  DBS  PETITES  OSCILLATIONS.  a85 

Étude  des  équations  des  petits  mouvements.  — 
Oscillations  d^un  point  attiré  vers  de^  cen- 
tres fixes.  —  Oscillations  des  plateaux  d'une 
balance,  approximations  successives.  —  Os- 
cillations de  deux  poids  portés  par  un  même 
fil  à  des  hauteurs  différentes.  —  Oscillations 
d'une  tige  portée  par  un  fil.  — >  Oscillations 
de  plusieurs  points  places  à  des  distances 
égales  sur  un  fil  élastique. 


TABLE    DES    MATIERES. 


COMPLEMENT 


QUESTIONS  DE  STATIQUE. 


Page» . 
ATTRACTION.  3oy 

Section  I.   —  Attraction  des  ellipsoïdes  et  d'un  anneau  ellip- 
tique       309 

Calcul  de  rattraclion  d'un  ellipsoïde  d'après  la 
méthode  de  Gauss,  et  théorèmes  généraux  de 
géométrie  inOnitésimale  sur  lesquels  cette 
méthode  est  fondée.  ^-  Théorèmes  sur  l'at- 
traction d'une  série  d'ellipsoïdes  homofocaux 
et  de  sphères  concentriques.  —  Variation  de 
l'attraction  avec  la  latitude  à  la  surface  de  la 
terre.  —  Attraction  qu'exercerait  une  planète, 
si  la  masse  de  ce  corps  était  répartie  sur 
chaque  point  de  l'orbite  en  raison  inversé  de 
la  vitesse  à  ce  point.  Remarque  propre  à  fa- 
ciliter la  réduction  aux  intégrales  elliptiques. 

Section  II.  —  Tliéorèmes  généraux  sur  l'attraction )4o 

Théorie  de  M.  Chastes.  —  Extension  aux  cou- 
ches de  niveau  intérieures  au  corps.  —  Théo- 
rie de  George  Green.  —  Théorèmes  relatifs 
aux  centres  de  gravité  et  aux  moments  d'i- 
nertie des  couches  du  niveau.  —  Autres  ques- 
tions relatives  à  la  théorie  de  rélectricitc  ; 
impossibilité  de  deux  états  d'équilibre  du 
fluide  électrique  dans  les  mêmes  condi- 
tions, etc. 


TABLE    DES    MATIEBES.  XI 


HYDROSTATIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER.  "^"^ 

PBESSIONS     KXKBCiES    PAR    LES    FLUIDES    A    LA    SURFACE    DBS 

CORPS.  37a 

Section  I.    —  Fluides  incompressibles 374 

Position  d'un  vase  correspondante  au  maxi- 
mum de  pression.  —  Liquides  superposés.  — 
Porte  d^écluse.  —  Cône  incliné.  —  Vase  de 
rérolution  qui  sous  une  hauteur  et  un  vo- 
lume donnés  éprouve  la  plus  grande  pres- 
sion. —  Courbe  lintéaire.  —  Courbe  dont 
Faire  comprise  entre  deux  ordonnées  hori- 
tontales  éprouve  une  pression  dépendante 
seulement  de  la  distance  mutuelle  des  deux 
ordonnées.  —  Relation  de  position  entre  le 
centre  de  pression,  le  centre  de  gravité  et  la 
ligne  d*afileu rement,  etc. 

Section  II.  —  Fluides  élastiques 391 

Cylindre  vertical.  —  Formule  de  M.  Babinet 
pour  mesurer  les  hauteurs  par  le  baromètre. 
—  Question  relative  aux  chaudières  à  vapeur 
cylindriques. 

CHAPITRE  n. 

ÉQUILIBRE    DES  CORPS  SOLIDES  EN  CONTACT  AVEC  LES  FLUIDES.       ZgS 

Section  I-    —  Corps  flottant  sur  un  fluide  incompressible. . .     3g6 

Prisme  à  base  carrée.  —  Prisme  parabolique 
non  homogène.  —  La  recherche  des  positions 
d'équilibre  d*un  corps  flottant  se  ramène  à 
la  recherche  d*une  surface  et  des  normales 
-  qo*on  peut  abaisser  du  centre  de  gravité  sur 
cette  surface.  —  Prisme  h  base  triangulaire 


XII  TABLE    DES    MATIERES. 


Pages. 


dont  Tune  des  bases  est  tout  entière  située 
hors  du  liquide.  —  Prisme  triangulaire  hori- 
xontal.  —  Cylindre  suspendu  à  une  halance 
hydrostatique.  —  Cône  dont  le  sommet  est 
filé  dans  Tintérieur  du  liquide.  —  Tige 
dont  rextréroité  est  soutenue  par  un  fil.  — 
Ellipsoïde,  etc. 

Section  II.  —  Corps  soumis  à  laction  d'un  fluide  élastique. .     4 1 3 

Deux  manières  de  déterminer  la  pression  atmo- 
sphérique. —  Barométro  à  balance  du  P.  Sec- 
chi,  etc. 

Section  III.—  Stabilité  de  l'équilibre  des  corps  flottants 426 

Question  relative  à  la  théorie  du  métacentre.  — 
Prismes. — Cône. — Cylindre.  —  Paraboloïde. 

Section  IV.—  Petites  oscillations  des  corps  flottants 433 

Oscillations  parallèles  à  un  plan  vertical  de  sy- 
métrie. —  Prismes.  —  Paraboloide. 

Section  V.  —Équilibre  des  vases  qui  contiennent  des  liquides.     438 

Vases  posés  sur  un  plan  incliné.  — Vase  hémi- 
sphérique posé  sur  une  sphère  fixe. 


CHAPITRE  m. 

équations  générales  de  l'équilibre  des  fluides.        441 

Section  I.    —  Fluides  incompressibles 443 

Figure  d'une  masse  fluide  dont  chaque  molécule 
est  sollicitée  par  trois  forces  rectangulaires 
qui  varient  comme  les  distances  à  trois  plans 
donnés.  —  Surface  du  liquide  contenu  dans 
un  vase  en  mouvement,  etc. 

Section  II.  —  Fluides  élastiques 445 

Densité  et  pression  dansTIntérieur  d'une  masse 
fluide  dont  les  molécules  s'attirent  suivant 
une  fonction  de  la  distance,  et  sont  en  outre 
soumises  à  l'action  d'un  centre  fixe.  —  Hau- 
teur de  l'atmosphère  dans  une  hypothèse 
particulière. 


TABLE   DES    MATIERES.  XIII 

Pafes. 

Section  III.  —  Plaides  animés  d*une  rotation  uniforme  autour 

d*an  axe  fixe 449 

Ellipsoïdes  de  révolution  et  ellipsoïde  à  trois 
axea  inégaux  qui  peuvent  être  la  figure  d'é- 
quilibre d'une  masse  fluide  en  rotation,  dont 
toutes  les  molécules  s'attirent  suivant  la  loi 
de  la  nature.  Application  à  la  terre.  Pesan- 
teur à  la  surface.  —  Questions  diverses  où 
Ton  considère  une  masse  fluide  tournant 
dans  un  vase  de  révolution. 


HYDRODYNAMIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

MOUVEMENT  PERMANENT  DES  FLUIDES.  47 1 

Section  I.    —  Mouvement  permanent  des  liquides  et  des  gaz 

sans  frottement 471 

Portée  du  jet  parabolique  servant  à  trouver  la 
force  vive  initiale  et  la  perte  de  force  vive. 
^-Question  de  maximum  et  de  minimum. — 
Orifice  de  dimensions  finies.  —  Surface  en- 
veloppe d'une  série  de  jets  liquides,  etc. 

Section  il.  —  Mouvement  permanent  des  liquides  avec  frot- 
tement       480 

Effet  d'un  élargissement  brusque  de  section 
dans  une  conduite  d'eau.  Eflet  d'un  coude. 

—  Ajutage  cylindrique.  Expérience  de  Ven- 
turi.  —  Ajutage  conique  divergent.  —  Eflet 
du  frottement  des  liquides  et  des  gaz  dans 

les  tuyaux  d'une  grande  longueur.  —  Mou-    0 
vement  de  l'eau  dans  les  canaux  découverts. 

—  Moyens  pratiques  de  jaugeage. 


XIV  TABLE    DES    MÀTIKHES. 

Page». 

CHAPITRE  IL 

MOUVEMENTS  QUELCONQUES  DES   FLUIDES.  5o'l 

Section  I.   —  Écoulement  des  liquides  dans  l'hypothèse  du 

parallélisme  des  tranches 5o2 

Vase  en  mouTement.  —  Vase  dans  lequel  le  ni* 
Teau  s'abaisse  de  quantités  égales  dans  des 
temps  égaux,  etc. 

Section  II.—  Oscillations  d'un  liquide  renfermé  dans  un  tube.     5o6 

Siphon.  —  Tube  de  section  yariable,  baromètre 
à  siphon.  —  Thermomètre  de  Leslie  et  ther- 
moscope  do  Rumford. 

CHAPITRE  m. 

ACTION  DES  FLUIDES  EN  MOUVEMENT.  5l'2 

Section  I.    —  Pression 5 12 

Surfaces  de  moindre  résistance  au  mouvemenl. 
—  Figure  d'une  masse  liquide  en  équilibre 
sous  Taction  du  Tent.  —  Forme  et  mouve- 
ment d'une  bulle  qui  sVlève  à  travers  un  li- 
quide. —  Pression  moyenne  d^un  liquide 
oscillant  dans  un  siphon  ;  conséquence  remar- 
quable. —  Pression  exercée  sur  les  parois 
d'un  tube  par  un  liquide  en  mouvement  sous 
l'action  de  forces  quelconques.  —  Forme 
d'une  voile  rectangulaire,  etc. 

Section  II.  —  Machines  mises  en  mouvement  par  les  fluides.     53 1 

Roues  hydrauliques  en  général.  —  Roue  à  au- 
gets.  —  Roue  en  dessous.  —  Roue  à  aubes 
courbes  de  M.  Poncelet.  —  Ailes  des  moulins 
à  vent.  —  Travail  développé  par  la  vapeur 
dans  les  machines. 


r.'N  DE   LA   TABLE   DES   MATIÉnSS   DU   TOMB   SECOND. 


PROBLEMES 


OE 


MÉCANIQUE  RATIONNELLE. 


DYNAMIQUE. 

(SCITE.) 


CHAPITRE  V. 

PRINCIPE  DE  D'ALEMBERT. 


D^Âlembert  donna  le  premier  une  méthode  générale 
pour  déterminer  le  mouvement  d^un  système  de  points 
matériels  sollicités  par  des  forces  quelconques  (*).  Voici 
comment  il  expose  sa  méthode  dans  son  Traité  de  Dy^ 
namique^  publié  en  1743  (H*  partie,  chap.  i). 

PROBLÈME   GÉNÉRAL. 

a  Soit  donné  un  système  de  corps  disposés  les  uns  par 
»  rapport  aux  autres  d  ^une  manière  quelconque  ;  et  sup  - 
»  posons  qu'on  imprime  à  chacun  de  ces  corps  un  moU" 
»  vement  particulier ^  quil  ne  puisse  suii^re  à  cause  de 
»  r action  des  autres  corps.  Troui^er  te  mouvement  que 
»  chaque  corps  doit  prendre. 


(  *)  Ce  principe  fut  formulé  poui*  la  première  fois  dans  un  Mémoire 
présenté  à  rAcadémie  des  Sciences,  vers  la  fin  de  Tannée  1743. 

II.    a*ÉDIT.  I 


2  MÉCANIQUE    RÂTIOMlfELLE. 

Solution. 

»  Soient  A,  B,  C,  etc.,  les  corps  qui  composent  le 
»  système,  et  supposons  qu^on  leur  ait  imprimé  les  mou- 
»  vements  o^,  ill),  ©,  etc.,  quMIs  soient  forcés,  à  cause  de 
))  leur  action  mutuelle,  de  changer  dans  les  mouvements 
»  a,  fc,  c,  etc.  Il  est  clair  qu^on  peut  regarder  le  mouve- 
»  ment  A>  imprimé  au  corps  A  comme  composé  du  mou- 
»  vement  a  qu'il  a  pris  et  d'un  autre  mouvement  a  ;  qu'on 
»  peut  de  même  regarder  les  autres  mouvements  lib) 
»  G,  etc.,  comme  composés  des  mouvements  &,  (3;  c, 
))  X,  etc.  \  d'où,  il  suit  que  le  mouvement  des  corps  A, 
»  B,  C,  etc.,  entre  eux  aurait  été  le  même  si,  au  lieu  de 
»  leur  donner  les  impulsions  X,  ofl»,  C,  etc.,  on  leur  eut 
»  donné  à  la  fois  les  doubles  impulsions  a,  a^  &,  /3^  c, 
))  x,  etc.  Or,  par  la  supposition,  les  corps  A,  B,  C,  etc., 
»  ont  pris  d'eux-mêmes  les  mouvements  «,  i,  c,  etc  5  donc 
))  les  mouvements  a,  j3,  x,  etc.,  doivent  être  tels,  qu'ils 
»  ne  dérangent  rien  dans  les  mouvements  a,  ft,  c,  etc., 
»  c'est-à-dire  que  si  les  corps  n'avaient  reçu  que  les  mou- 
»  vements  a^  |3,  x,  etc.,  ces  mouvements  auraient  dû  se 
»  détruire  mutuellement,  et  le  système  demeurer  en  repos. 

))  De  là  résulte  le  principe  suivant,  pour  trouver  le  mou- 
»  vement  de  plusieurs  corps  qui  agissent  les  uns  sur  les 
»  autres.  Décomposez  les  mouvements  X^  i)l>,  C,  etc,^ 
D  imprimés  à  chaque  corps,  chacun  en  deux  autres  a^0L\ 
))  é,  /3;  c,  X,  etc,  qui  seront  tels^  que,  si  Von  n'eût  im- 
»  primé  aux  corps  que  les  moui^ements  a,  t,  c,  efc,  ils 
»  eussent  pu  conserver  ces  mouvements  sans  se  nuire  ré- 
))  ciproquement,  et  que^  si  on  ne  leur  eût  imprimé  que 
»  les  mouvements  a,  |3,  x,  efc,  le  système  fût  demeuré 
»  en  repos i  il  est  clair  que  a,  b^c^etc,  seront  les  mou- 
»  vements  que  ces  corps  prendront  en  vertu  de  leurac- 
»  lion.  Ce  qu'il  fallait  trouver.  » 
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U  parait  qu'avant  d' Alembert,  Fontaine  avait  aperça  le 
principe  qui  nous  occupe;  car  dans  la  Table  des  Mé- 
moires de  Fontaine,  qui  précède  son  Traité  de  Calcul 
différentiel  et  intégral  (p.  3),  nous  trouvons  qu*il  avait 
communiqué  ce  principe  à  l'Académie  en  1 739.  Toutefois, 
les  idées  de  Fontaine  sur  ce  sujet  ne  furent  publiées  que 
longtemps  après  l'apparition  du  Traité  de  Dynanuque, 
et  d^AIembert  a  certainement  rhpnneur  d'avoir  montré 
la  merveilleuse  fécondité  du  principe.  Une  des  plus  belles 
applications  qu'il  en  fit  eut  pour  résultat  la  solution  com- 
plète du  problème  de  la  précession  des  équinoxes,  pro- 
blème qui  jusqu'à  cette  époque  avait  résisté  aux  efforts 
réunis  d'un  grand  nombre  de  géomètres  et  de  Newton  lui- 
même. 

On  peut  encore  voir  l'origine  de  la  découverte  de  d' A- 
lembert  dans  un  Mémoire  de  Jacques  BernouUi  publié  en 
1686  dans  les  jicta  entditorum,  sous  le  titre  :  Narratio 
controi^ersiœ  inter  Dn.  Hugenium  et  jibbatem  Catela» 
numagitatœ  de  centra  oscillationis ,  etc,  (^)«  Il  s'agissait 
du  pendule  composé.  BernoulH  commit  une  méprise  dans 
la  solution;  néanmoins  il  montra  comment  un  problème 
de  Dynamique  peut  se  ramener  à  un  problème  de  Stati  • 
que,  ce  qui  est  le  fond  de  la  méthode  de  d' Alembert  (**). 

(*)  Jacqcis  Bunoclli,  Oprra,  t.  I,  p.  377. 

(**)  Voici  le  raiftonnemeDt  de  Bernonlli  : 

Soient  A,  A'  deux  poids  égaux  liés  à  une  droite  rigide  et  libre  de  tourner 
dtns  un  plan  vertical  autour  de  son  extrémité  ;  le  premier  de  ces  poids 
sera  le  plus  éloigné  de  l'extrémité  fixe.  Le  système  étant  écarté  de  la 
rerticale,  on  Tabandonne  à  loi-même.  Soient  r  et  r'  les  distances  des 
poids  an  point  de  suspension,  v  et  v'  les  vitesses  de  ces  poids  corres- 
pondantes à  une  position  du  système  choisie  à  Yolonté,  u  et  u'  les  Titessas 
qu'auraient  ces  deux  corps  aux  mêmes  points  s'ils  étaient  descendus  dans 
les  mêmes  circonstances  ioitiales  en  formant  chacun  un  pendule  séparé. 
La  liaison  du  système  a  fait  acquérir  au  corps  A  la  vitesse  i»  —  u,  et  au 
corps  B  la  vitesse  négative  —  {u!  —  i^'  )  ;  or  ces  vitesses  acquises  doivent  se 
faire  équilibre  en  vertu  de  la  liaison,  laquelle  constitue  un  levier;  donc 

I . 
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On  trouvera  de  plus  amples  développements  sur  ce 
point  de  l'histoire  des  sciences  dans  la  Mécanique  ana- 
Ijrtiquede  Lagrange,  IP  partie,  i''*' section,  et  dans  VHis- 
toire  des  Mathématiques  de  Montucla,  IV"  partie,  vu*  li- 
vre, §  3,  et  V*  partie,  m*  livre,  §  4-  Dans  les  Traités 
modernes,  on  énonceleprincipe  de  d'AIembert sous  Tune 
des  formes  suivantes  : 

Lorsqu'un  système  matériel  est  en  moui^ement  sous 
V action  de  forces  quelconques^  les  forces  qui  seraient 
capables  de  produire  le  moui^ement  obsen^éy  si  tout  le 
système  était  libre ^  font  équilibre,  en  vertu  des  liaisons^ 
aux  forces  réellement  appliquées  prises  en  sens  con- 
traires, 

Lorsquun  système  matériel  est  en  moui^ement  sous 
V  action  de  forces  quelconques,  les  forces  perdues  se  font 
équilibre  au  moyen  des  liaisons. 

Souvent,  pour  abréger,  on  nomme  forces  effectives 
les  forces  qui  produiraient  le  mouvement  observé  si  tout 
le  système  était  libre. 

SECTION  I. 

MOUVEMENT    d'uN    POINT    MATÉRIEL. 

1 .  Nous  allons  d'abord  déterminer  le  mouvement  à  *un 
point  matériel  assujetti  à  rester  dans  l'intérieur  d^ un  tube 
qui  change  à  chaque  instant  de  position  et  même  de 
forme. 

Nous  supposerons  le  tube  assez  étroit  pour  que  le  point 

v  —  uiu'-'v'iir'rr.  Telle  est  la  relation  qui  détermine  le  mouvement 
du  système. 
Si  Hernoulli  eût  remplacé  les  vitesses  acquises  pendant  un  temps  fini 

par  les  vitesses  acquises  pendant  un  temps  infiniment  petit, -7-9  -7-9  son 

raisonnement  eût  été  une  application  exacte  du  principe  attribué  à  d'A- 
lembert. 
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maiéricl  ne  puisse  pas  osciller  transversalement  dans  son 
intérieur,  et  nous  négligerons  le  frottement.  L'axe  de  ce 
tube  pourra  former  une  courbe  à  double  courbure. 

Rapportons  le  système  à  trois  axes  rectangulaires  fixes 
dans  Tespace.  Soient  : 

X, y,  z  les  coordonnées  du  point  matériel  à  Tépoque  <; 

X  -f-  dx^  y  4-  dy^  z  -{-  dz  les  coordonnées  du  même 
point  à  Tépoque  infiniment  voisine  t-\'  dt\ 

x-f- Jx,  y-^-dy-)  z  -{-  ^z  les  coordonnées  d'un  point 
du  tube  infiniment  voisin  du  point  (x,  y,  z)'y 

Xy  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  des  forces 
accélératrices  extérieures  qui  sollicitent  le  point  maté- 
riel. 

Donnons  au  point  mralériel  un  petit  mouvement  vir- 
tuel qui  le  fasse  passer  de  la  position  (x,  y  y  z)  à  la  posi- 
tion (x  ■+•  Sx^y  -+•  $y^  Z'\-$z).Le principe  de  d'Alem- 
bert,  combiné  avec  celui  des  vitesses  virtuelles,  nous 
fournit  Téquation 


(A) 


Les  coordonnées  x,^,  z  sont  encore  assujetties  à  véri- 
fier les  équations  du  tube, 

Ces  trois  équations  pourront  nousdonnerx,  j  ,  z  en  fonc- 
tion de  ty  et  alors  le  problème  sera  résolu. 

Clairaut  a  traité  cette  question  et  plusieurs  autres  du 
même  genre  dans  un  Mémoire  qui  fait  partie  du  Recueil 
de  l'Académie  des  Sciences  pour  1742. 

Appliquons  ces  formules  à  quelques  exemples  : 

2.  Un  tube  rectiligne,  situé  dans  un  plan  hon'zontalj 
tourne  autour  de  l'un  de  ses  points  av^ec  une  vitesse  an^ 
gulaire  telle,  que  la  tangente  de  V angle  décrit  soit  pro- 
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portionnelle  au  temps.  Détetminer  le  mous^ement  d'un 
point  matériel  placé  dans  r intérieur  de  ce  tube. 

Nous  prendrons  le  plan  horizontal  pour  plan  des  :r^, 
et  la  position  initiale  du  tube  pour  axe  des  x. 

Soit  y  =  litx  l'équation  du  tube  à  Tépoque  t]  k  sera 
une  constante. 

Appliquant  la  formule  générale  (Â),  on  n'a  pas  à  con- 
sidérer les  termes  en  z,  et  l'on  doit  poser 

Xi=Y=ro,     Sjr~At$x. 
Il  vient 

d^x        ,    d'x 

De  plus,  l'équation  du  tube  donne  la  relation 

d^r        ,  d^x  ,  dx 

dt^  dt^  di 

Eliminant  -7—5  on  obtient  une  relation  entre  les  deux 
dt- 

variables  x  et  t, 

d^x  dx  ih^t 


dt^  '  dt    '    14-  AU'       ^' 
L'intégrale  première  est 

log—  -f-log(i  H-  ^'r')i=:const., 

ou,  si  l'on  nomme  jS  la  vitesse  initiale  du  point  dans  le 
tube, 

On  tire  de  là,  en  nommant  a  la  valeur  initiale  de  x, 
jr  1=1  fl  H- y  arc  taDg(  Ar), 

A' 

et  par  suite, 

f  =  aAt  -f-  pr  arc  tang (//). 
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Prenons  des  coordonnées  polaires  r,  9,  dont  Torigine 
soit  au  centre  de  rotation,  et  dont  l'axe  soit  la  direction 
initiale  du  tube. 

Nous  aurons,  d'après  les  valeurs  précédentes, 

d'où  résulte  Féquation  de  la  trajectoire, 

flX  H-  60 

r  =z • — • 

X-cosO 

3.  Déterminer  le  mouvement  d  ^un  point  pesant,  placé 
dans  r  in  teneur  d*un  tube  rectiligne  qui  décrit  un  cône 
droit  autour  de  la  verticale,  d^un  moui^ment  unifonne. 

Soient  a  Tînclinaison  du  tube  sur  la  verticale  dirigée 
de  bas  en  haut,  et  o)  la  vitesse  angulaire  de  la  projection 
da  tube  sur  le  plan  horizontal. 

Prenons  Torigine  au  sommet  du  cône,  Taxe  des  z  di- 
rigé en  sens  contraire  de  la  pesantetn*,  et  Taxe  des  x  dans 
le  plan  vertical  qui  contient  le  tube  à  Torigine  du  temps. 
La  vitesse  (ù  sera  comptée  positive  lorsque  le  mouvement 
en  projection  horizontale  aura  lieu  de  Taxe  des  x  vers 
l'axe  des  j^. 

Il  nous  faut  poser  dans  la  formule  (A) 

X  =  Y  =  o,     Z=z^g; 

puis  éliminer  deux  des  coordonnées  x,  y^  z  k  Taide  des 
équations  du  tube, 


r  Jx^  -h  r' 

-  =  UDgur,     =z  taDga. 

X  z 

Mais  nous  arriverons  à  des  formules  plus  simples,  si 
nous  employons  des  coordonnées  polaires,  savoir  les  an- 
gles a,  (ùtj  et  la  distance  r  du  sommet  du  cône  au  point 
matériel  comptée  positive  de  bas  en  haut. 
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Les  formules  de  transformation  sont  les  suivantes  : 


x=z  rsinoLCOSoit^ 

(•) 

^  =  rsinasin«r, 

z  =  rcosa. 

On  en  tire 

^x=:-^r,      $Yz=-ir.     Sz=^êr. 

D'après  ces  valeurs,  la  formule  (A)  donne  d'abord  l'équa- 
tion 

d'^x  d'^Y  d^z 

Mais  il  faut  remplacer  ici  les  variables  x,y,  z  par  les  va- 
riables r,  a  et  £,  à  l'aide  des  relations  (i).  Afin  d'abréger 
cette  substitution,  observons  que  si  l'on  différentie  deux 
fois  la  relation 

on  aura 
xd-X'\-xd^y'\-zd^zz=zdr^-^  rd^ r  —  (dx* -\- dy^ -h  dz^). 

D'ailleurs  la  quantité  dx^-i-  4>^*-H  ^/^*  qui  figure  ici  re- 
présente le  carré  de  la  distance  de  deux  points  infiniment 
voisins  situés  sur  la  surface  du  cône;  et  le  carré  de  cette 
distance  peut  encore  se  représenter  par  la  somme 
€//•'-+- r'sin^a.w*^/r% 

car  cette  distance  est  Thypoténuse  d'un  triangle  rectangle 
infiniment  petit  dont  les  côtés  sont  drel  rsina,(ùdt.  On 
a  donc 

xd^x-\-yd^y  -h  zd^z  =zrd^r  —  r'sin'a.wV^^ 
Substituant  cette  valeur,  on  trouve  Téquation  transformée 

d'r 

-z-ç  —  rw'sm^a  H-  g  cosa  =  o, 

dt^  \         w'sm  «/ 
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dont  Tintëgrale  est 

Les  coDstantes  C  et  C  se  déterminent  par  les  données  ini- 
tiales. 

Sapposons  que  le  point  matériel  soit  lancé  du  sommet 
da  cône  le  long  du  tube  avec  la  vitesse  u. 

Nous  aurons 

_4^  =  C+C,     -4-  =  C-C'; 
M'sin'a  usina 

d'où 

S  s 

u — -rota  «H- -cola 

^COSa  «  MfsiDa  «  — wlsina 

^=     ,   .    , 1 ; e -, e 

w'sin'a  2&>siDa  2&>sina 

Si  M  >>  ~  cota,  r  croit  jusqu'à  Finfini ,  le  mobile  s'é- 
loigne indéûniment. 
Si  1/  =  ~  cota,  rcroit  sans  cesse,  et  s'approche  toujours 

de  la  valeur    ,  .     ■  sans  jamais  pouvoir  l'atteindre.  Ainsi 

le  mobile  se  meut  toujours  dans  le  même  sens,  mais  ne 
dépasse  pas  une  certaine  position. 

Si  M  <^  -  cota,  alors,  posant 

jur 

U  =  -cota  —  ^, 
nous  avous 

usina        2  usina  1^  '  J 

d'où  nous  voyons  que  si  la  vitesse  u  est  positive,  le  mobile 
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cesse  de  monter  pour  commencer  à  descendre  à  Tépoque 


■  =  — -' —  log  (  n-  ^  I  î 
26>sina     ^  \         à  J 


pour  laquelle  —  s'annule.  Depuis  cette  époque  le  mobile 

descend  indéflniment  dans  la  partie  inférieure  du  tube 
avec  une  vitesse  toujours  croissante. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  le  tube  tournerait 
dans  le  plan  horizontal. 

Il  faut  poser  a  =  -  dans  Téquation  (2).  Elle  devient 

Admettons  que  le  point  matériel  parte  sans  vitesse  ini- 
tiale d'une  distance  au  centre  égale  à  c,  et  représentons 
par  C7  l'arc  décrit  dans  le  temps  t  par  le  point  du  tube 
d'où  le  mobile  est  parti.  Alors  l'équation  de  la  trajectoire 
pourra  s'écrire. 

Sous  cette  forme,  elle  représente  une  chaînette  dont  (7 
serait  l'abscisse  et  r  l'ordonnée. 

Ce  cas  particulier  constitue  le  premier  problème  où 
l'on  ait  étudié  le  mouvement  d'un  point  matériel  assujetti 
à  rester  sur  une  ligne  mobile.  Il  est  dû  à  Jean  Ber- 
nouUi  (*).  Ampère  l'a  résolu  dans  les  Annales  de  Ger- 
gonne,  t.  XX,  p.  37. 

4.  Étudions  le  mou\^ement  d^un  point  matériel  assu- 
jetti  à  rester  sur  une  surface  qui  cliange  à  chaque  instant 
de  position  et  déforme, 

(*)  Opéra,  t.  IV,  p.  a48. 


DYNAMIQUE.  II 

On  pourra  se  représenter  le  point  matériel  comme  ren- 
fermé entre  deux  surfaces  parallèles  infiniment  voisines. 
Nous  ferons  abstraction  du  frottement. 

Soient  : 

x^jy  z  les  coordonnées  du  point  matériel  à  l'époque  i  ; 

X  H-  dx^  y  +  dj^  z  -^  dz  les  coordonnées  du  même 
pointa  Tépoque  infiniment  rapprochée  t  -^  dt'^ 

X  4-  5x,  j^  $j^  z  -hàzles  coordonnées  d'un  point 
de  la  surface  infiniment  voisin  du  point  (x^j^z)] 

Xy  Y,  Zles  composantes  parallèles  aux  axes  des  forces 
accélératrices  extérieures  qui  sollicitent  le  point. 

Le  principe  ded'Alembert,  combiné  avec  celui  des  vi- 
tesses virtuelles,  nous  donne  Féquation 

Les  variables  x,j^,  z,  t  doivent  encore  vérifier  l'équation 
de  la  surface  mobile, 

Cette  dernière  équation  nous  permet  d'éliminer  la  varia- 
tion âz]  car  elle  nous  donne 

^F  ^         ^F  ,         ^F  ^ 
<£r  eix  dz 

Il  en  résulte 

Maintenant  les  variations  Jx,  ^j  sont  tout  à  fait  ar- 
bitraires; il  faut  donc  que  leurs  coefficients  soient  sépa- 
rément nuls.  Ceci  nous  fournit  les  trois  équations  sui- 


12  MéCAHIQCE    RATIONNELLE. 

vantes,  dont  Tune  est  une  conséquence  des  deux  autres, 


\dr  )  dy        \dt^  I  dz' 

(d^x      ^\d¥_(d-z  {d¥ 

\'dF'^^)lh-\dF~^)d^' 

\de'  )dx~~\dt'         )dy' 


Deux  de  ces  trois  équations,  conjointement  avec  celle  de 
la  surface,  détermineront  x,  j^  z  en  fonction  de  f ,  et  le 
problème  sera  résolu. 

5.  Déterminer  le  moii\^ement  d*un  point  pesant  y  lancé 
le  long  d^un  plan  qui  tourne  uniformément  autour  (Vun 
axe  horizontal. 

Prenons  l'axe  de  rotation  pour  axe  des  x,  la  verticale 
dirigée  dans  le  sens  de  la  pesanteur  pour  axe  des  z,  et 
Tinstant  où  le  plan  est  horizontal  pour  époque  initiale. 
Nommons  «  la  vitesse  angulaire  du  plan  comptée  positive 
lorsque  la  rotation  a  lieu  de  l'axe  des^  vers  Taxe  des  z. 

Nous  avons  d'abord 

d^.T  .         dW  ^         (dH         \  ^ 

Au  lieu  d'éliminer^  par  l'équation  du  plan,  -  =  tangoi)^ 

il  nous  sera  plus  commode  de  remplacer  les  coordonnées 
j^,  z  par  l'angle  décrit  cof  et  par  la  distance  du  mobile  à 
l'axe  de  rotation.  Soit  r  cette  distance.  Les  formules  de 
transformation 

jr=zrcoS(»>t,     z:r=rsinwr 
donnent 

d^y  d^r  dr         ^ 

A»  dt^  dt 

d'z         .  d^r  dr 

(j)        —  =  sm6>/.- h  2WC0SW/.-; &>^sin&>r.r. 

^  '        dt'  di^  de 


DYNAMIQUE.  l3 

De  ces  valeurs  on  conclut  l'équation  transformée 

Ici  lxe\ir  sont  à  volonté  ;  on  doit  doue  poser 

d^x  d^r 

——-=0     et     -7-7 — w'r — FSin6)r=o. 
di^  dt^  ^ 

La  première  équation  a  pour  intégrale 

j:=:A/-f- A'; 

l'intégrale  de  la  seconde  s'obtient  par  la  méthode  commune 
des  équations  linéaires  ;  elle  est 

(2)  r=:zBe<"'-f-B'tf-"'— -^^sinw/. 


2«' 


Les  quatre  constantes  A,  A',  B,  B'  se  déterminent  sans 
difficulté,  quand  ou  connaît  la  position  et  la  vitesse  ini- 
tiales. 

Supposons  en  particulier  que  le  mobile  parte  de  l'ori- 
gine des  coordonnées  sans  vitesse  initiale.  Alors 

A  =  A'=:o,     B=:j— :>     B'=  — -T--; 
et  par  conséquent 

^  =  0,     r  =  -A  (e*"— ^-«'  — îsinwO- 

4w 

Lorsque  t  est  très-grand,  le  mobile  décrit  dans  l'espace 
une  courbe  qui  est  à  très-peu  près  la  spirale  logarithmique 

l'angle  Q  tenant  ici  la  place  de  (ùt. 

Nos  formules  supposent  que  le  point  matériel  reste  sur 
le  plan.  Or,  si  le  point  matériel  est  simplement  posé  sur 
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le  plan,  il  finira  par  Tabandonner.  Déterminons  Tépoque 
à  laquelle  cette  séparation  aura  lieu. 

Soit  R  la  réaction  que  le  plan  exerce  sur  le  mobile.  Il 
y  a  constamment  équilibre  entre  la  réaction  R,  la  pesan- 
teur et  la  force  accélératrice  effective  prise  en  sens  con- 
traire^ par  conséquent  les'projections  des  deux  premières 
forces  sur  la  verticale  sont  égales  à  la  projection  de  la 
troisième.  De  là  Téquation 

—  =^-Rcosa,f. 

Si  l'on  y  remplace  —  par  sa  valeur  en  r  et  «,  donnée  plus 

haut  (i),  puis  r  et  ses  dérivées  par  les  valeurs  en  t  qui 
résultent  de  l'équation  (2),  il  vient 

R  =  2g^  coswr  —  2»^  (b^"'  —  B'tf-"'  ). 

Ainsi  la  réaction  est  nulle,  et,  par  suite,  le  mobile 
abandonne  le  plan,  à  Tépoque  qui  vérifie  Téquation 

^cos«^=:Be*"'-B'6r-"^ 

6.  Déterminer  le  mouuement  iVun  point  matériel 
placé  dans  V intérieur  d'un  tube  circulaire,  qui  tourne 
uniformément  dans  un  plan  horizontal  autour  de  l'un 
des  points  de  sa  circonjérence ,  On  supposera  le  point 
matériel  placé  sans  vitesse  initiale  à  V extrémité  du  dia- 
mètre qui  passe  au  centre  de  rotation. 

Soient  Cl)  la  vitesse  angulaire,  et  9  l'angle  au  centre 
mesuré  par  l'arc  que  le  point  matériel  a  parcouru  sur  le 
cercle  mobile. 

On  trouve 


sin  -  =r 


a       ^«'. 
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doù  Ton  Yoit  que  le  point  matériel  s'avance  sans  cesse 
Ters  le  centre  de  rotation,  sans  jamais  pouvoir  Tat- 
teîndre. 

7,  Déterminer  le  mouv^ement  d'un  point  pesant 
assujetti  à  se  mouv^oir  sur  un  plan,  qui  tourne  av^ec  une 
vitesse  uniforme  autour  d'un  axe  vertical  situé  dans  ce 
même  plan. 

Soient  co  la  vitesse  angulaire  du  plan,  r  la  distance  du 
mobile  à  Taxe  de  rotation,  z  la  dislance  du  même  point 
au-dessous  du  plan  horizontal  qui  contient  sa  position 

initiale,  a,  a  et  6  les  valeurs  initiales  de  r,  —  et  -7- • 
'    '         "^  ^  dt      dt 


On  trouve 


z  =  lgt^-^^t. 


d'où  l'on  tire  Téquation  de  la  courbe  décrite  sur  le  plan, 


^  ft»a  -I-  a  g 

8.  Un  point  pesant  glisse  sans  frottement  sur  une 
courbe  Lee  à  un  axe  vertical,  autour  duquel  elle  tourne 
uniformément^  on  demande  à  quelle  condition  cette 
courbe  doit  être  assujettie  pour  que  le  point  glisse  d'un 
mouvement  uniforme. 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent,  et 
soient  x,  r,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe, 
ds  la  difTérentielle  de  Tare. 

dz     «   • 
La  composante  langentielle  de  la  pesanteur,  g  ^?  doit 

faire  équilibre  à  la  composante  tangentielle  de  la  force 
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centrifuge,  w"  [^•J-  +  J  -f-j^  donc 

gdz  -f-  w*  (xda:  -{-yd^y)  =  o, 
«  H (x^  -f- r')  :=  const. 

Ainsi,  la  courbe  doit  être  tracée  sur  un  paraboloïde  de 
révolution  autour  de  Taxe  de  rotation^  le  paramètre  de  la 

parabole  génératrice  élant  ^« 

Question  proposée  au  concours  d^ agrégation ^  année  i85o. 

SECTION  n. 

QUESTIONS  DIVERSES. 

1 .  Considérons  un  système  rie  points  matériels  soumis 
à  des  forces  et  à  des  liaisons  quelconques. 

Soient  : 

m,  mj,  mt,  etc.,  les  masses^ 
a,  at,  At,  ctc^,  les  positions  à  l'époque  t\ 
i?  ii>  ^fi  etc.,  les  positions  à  Tépoque  t-^-  dt\ 
^9  ^1)  ^1)    6lc*)  l^s  positions  qu'auraient    les  mêmes 
points  à   Tépoque  t  +  dt^  si    pendant  Tinstant   dt  ils 
eussent  été  libres  de  toutes  liaisons,  les  forces  extérieures 
restant  les  mêmes. 

Les  distances  c&,  Ci  &i,  c,  &,,  etc.,  mesurent  les  dévia- 
tions instantanées  dues  aux  liaisons. 

Ceci  posé,  proposons-nous  de  démontrer  que  le  mou- 
vement d'un  sy^stème  de  points  matériels^  Lés  entre  eux 
d'une  manière  quelconque,  s'opère  à  chaque  instant  de 
telle  sorte,  que  la  somme  des  produits  que  l'on  obtient  en 
multipliant  la  masse  de  chaque  point  par  le  carré  de  sa 
déviation  instantanée  due  aux  liaisons,  est  inférieure 
à  celle  que  l'on  trouverait  en  supposant  qu'à  l'époque 
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t-^-dt  les  points  aient  d'autres  positions  (3,  (3t,  (3„  etc., 
compatibles  av^ec  les  liaisons. 
DaDs  le  mouvement  réel,  les  forces  perdues  à  V époque  t 

sont  

bc  bi  r,  bj  c, 

<//'  i/r'  r//* 

Or  ces  forces  doivent  se  faire  équilibre  en  verlu  des 
liaisons;  par  conséquent,  si  nous  donnons  aux  points  du 
système  des  déplacements  virtuels  b^,  &i  /^i ,  &s  P«  )  •  •  •  • 
nous  aurons,  d'après  le  principe  des  vitesses  virtuelles, 

^m'bc.'b^cos{cbp)^^ 

D'ailleurs, 

— 2      — 2     — 2 y\ 

rp  =zcb   -^bp  —ibcbpcoslcbp); 

donc  la  différence 

Vmcp   —^^/ncb  =:^^fnbp  —^7.\^mbc.bpcos(cbp) 

est  toujours  positive-,  c'est-à-dire  que  la  somme  rela- 
tive aux  déviations  réelles,  ^^nicb  ,  est  inférieure  à  la 

somme  ^^mc(i  ,  relative  à  tout  autre  système  de  dévia- 
tions compatibles  avec  les  liaisons. 

U  suit  de  là  que,  dans  le  cas  où  les  mouvements  libres 
ne  peuvent  exister  par  suite  de  conditions  nécessaires,  ces 
mouvements  sont  modifiés  parla  nature,  de  la  même  ma 
nière  que  le  calculateur  appliquant  la  méthode  des 
moindres  carrés  modifie  les  nombres  observés,  lorsquMls 
se  rapportent  à  des  grandeurs  qui  sont  assujetties  à  des 
relations  nécessaires. 

Gauss,  Journal  de  Crclle,  t.  IV,  p.  232. 

2.   Considérons  un  système  de  points  assujettis  à  des 
II.  2*  ÉDiT.  a 
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liaisons  quelconques  et  un  second  système  semblable  au 
premier  quant  à  la  disposition  et  quant  aux  liaisons. 
Soit  a  le  rapport  de  similitude  linéaire  entre  les  deux 
systèmes.  Supposons  de  plus  que  j3  soit  le  rapport  des 
masses  entre  les  points  homologues^  et  y  le  rapport  des 
forces  semblablement  dirigées  qui  agissent  sur  les  points 
homologues  dans  la  position  initiale  et  dans  les  autres 
positions  semblables.  Dans  ce  cas,  le  mouvement  des 
deux  systèmes  sera  semblable,  c^est-à-dire  que  les  points 
homologues  décriront  des  courbes  semblables  dans  des 
temps  proportionnels  ;  le  rapport  des  temps  sera 


et  celui  des  vitesses 


En  effet,  nommant  m  la  masse  d'un  point,  et  X,  Y,  Z 
les  forces  motrices  qui  le  sollicitent  parallèlement  aux 
axes,  nous  pourrons  représenter  le  mouvement  du  pre- 
mier système  par  Téquation 

étendue  à  tous  les  points  de  ce  système.  Si  nous  supposons 
que  le  second  système  soit  homothétique  au  premier  par 
rapport  à  Torigine,  ce  qui  ne  nuit  point  à  la  généralité, 
nous  pourrons  représenter  le  mouvement  du  second  sys- 
tème par  Téquation 

2  [  (p„/^' _  ,x)  «..  ^  (p.  f:^  -  V  y)  «*r 
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étendue  à   tous  les  points.  Or  cette  équation  coïncide 

avec  la  première  quand  on  y  remplace  dt  par  Kl^dt. 

Cela  suffit  pour  la  démonstration. 

Mais  pour  se  rendre  pleinement  raison  de  ce  théorème, 
il  faut  observer  qu'il  entre  dans  les  questions  de  Dynami- 
que trois  quantités  tout  à  fait  indépendantes,  l'espace, 
le  temps  et  la  masse,  et  deux  autres  quantités  qui  dépen- 
dent des  premières,  la  vitesse  et  la  force.  La  vitesse  est 
proportionnelle  a  Tespacc  parcouru  et  en  raison  inverse 
du  temps.  La  force  est  proportionnelle  à  la  masse,  à  la  vi- 
tesse communiquée,  et  en  raison  inverse  du  temps,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  la  force  est  proportionnelle  à  la 
masse,  à  l'espace  qu'elle  fait  parcourir,  et  ea  raison  in- 
verse du  carré  du  temps. 

Les  unités  de  longueur,  de  temps  et  de  masse  sont  tout 
à  fait  arbitraires^  par  conséquent  les  équations  qui  pro- 
viennent d'une  question  de  Dynamique  ne  peuvent  être 
altérées  quand  on  multiplie  respectivement  les  longueurs, 
les  temps  et  les  masses  par  des  nombres  à  volonté  a,  e 
etjSj  pourvu  que  l'on  multiplie  en  même  temps  les  vi- 
tesses et  les  forces  par  les  nombres  y;  =  -»  et  y  =  —  • 

Le  théorème  qui  nous  occupe  est  dû  à  Newton  (Pnn- 
cipiaj  lib.  Il,  prop.  3'i).  Il  constitue  une  vfaie  théorie  de 
la  similitude  en  Mécanique,  laquelle,  comme  Ton  voit, 
résulte  de  l'homogénéité  des  équations  par  rapport  aux 
trois  espèces  de  quantités  qui  y  figurent.  Quelques  appli- 
cations feront  sentir  son  importance  théorique  et  pra- 
tique. 

Deux  points  matériels  égauXy  attirés  vers  un  centre 
fixe  par  une  force  proportionnelle  à  la  n'^'"*  puissance 
de  la  distance^  partent  sans  vitesse,  Vun  d^une  dis- 
tance tf,  r autre  d^une  distance  a' .  Leurs  distances  au 


a. 
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centre  (Vattraclion  seront  proportionnelles  après  des 
temps  dont  le  rapport  est 


En  effet, 
donc 


I  — n 


a  : 


Si  71  =  I,  les  distances  seront  proportionnelles  après 
des  temps  égaux  et,  par  conséquent,  les  mobiles  arrive- 
ront en  même  temps  au  centre  d'attraction  (**), 

L'application  suivante  a  été  signalée  par  M.  J.  Ber- 
trand (***). 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  prévoir,  par  des  expê- 
liences  en  petit,  la  valeur  d\me  invention  mécanique 
dont  la  réalisation  sur  une  grande  échelle  serait  trop 
coûteuse.  Il  s'agira,  par  exemple,  d'une  locomotive,  et 
l'appareil  construit  sera  a  fois  plus  petit  que  la  machine 
projetée. 

Le  rapport  des  masses  scia  a',  celui  des  forces  dues  a 
la  pesanteur  sera  de  même  a}\  par  conséquent  le  rapport 
des  autres  forces  qui  agissent  sur  les  deux  systèmes  doit 
aussi  être  a'.  De  là  il  résulte  que  le  rapport  des  vitesses 
sera  ^a  comme  le  rapport  des  temps,  et  le  rapport  des 
travaux  a*.  Examinons  séparément  les  différentes  forces 
qui  se  trouvent  en  jeu.  Les  pressions  de  la  vapeur  sur 


(  *)  EcLER,  Mechanica,  t.  I,  cap.  lit,  §  3o8. 

(*')  ^EWTO!^,  Principitt^  lib.  l,prop.  xxxviliy  cor.  i, 

{***)  Journal  de  rÉcole  Poljtichnique,  XXXII*'  Cahier,  p.  lî 
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les  pistons  devant  être  dans  le  rapport  de  a'  à  Tunité,  les 
tensions  rapportées  à  des  surfaces  égales  devront  être  dans 
le  rapport  de  a  à  Tunilé.  Les  résistances  dcFair  étant  pro- 
portionnelles aux  surfaces  et  aux  carrés  des  vitesses,  elles 
se  trouveront  naturellement  dans  le  rapport  voulu  de  a' 
à  Tunîté.  Les  frottements  de  glissement,  étant  proportion- 
nels aux  pressions,  se  trouveront  aussi  dans  le  même  rap- 
port. Eufîn  les  résistances  au  roulement  (*),  étant  propor- 
tionnelles aux  pressions  et  en  raison  inverse  du  diamètre 
des  roues,  se  trouveront  dans  le  rapport  de  a*  à  l'unité, 
lisseront  donc  trop  grands  dans  le  petil  système;  on  devra 
tenir  compte  de  cette  différence,  qu'il  est  difGcile  d'éviter. 

Savart  a  reconnu,  par  de  nombreuses  expériences,  que 
si  Von  prend  pour  mesure  du  son  rendu  par  un  corps  so- 
lide  élastique  le  nombre  de  vibrations  exécutées  pendant 
V unité  de  temps,  ce  son  varie  en  raison  inuerse  des  di- 
mensions du  corps  y  tandis  que  ces  dimensions  croissent 
ou  décroissent  dans  un  rappon  donné.  Or,  comme  l'a 
remarqué  M.  Cauchy  (**),  cette  loi  générale  d'acoustique 
résulte  encore  deTbomogénéité  des  équations  du  mouve- 
ment. 

En  effet,  soient  deux  corps  de  même  nature,  dont  les 
dimensions  linéaires  sont  dans  le  rapport  oc.  On  peut 
considérer  ces  corps  comme  formés  d'un  même  nombre 
de  molécules  semblablement  disposées  et  possédant  des 
masses  qui  sont  dans  le  rapport  a'.  Dès  lors  on  a  diuix 
systèmes  semblables.  Si  donc  les  valeurs  initiales  des  dé- 
placements moléculaires  nécessaires  pour  produire  des 
vibratîtes  sont  dans  le  rapport  a,  le  rapport  de  la  durée 

des  vibrations  sera  -^»  y  étant  le  rapport  des  forces  mo- 

(*)  Voir  plus  loin,  chap.  VII,  scct.  3. 

(*")  Mémoires  de  t  Académie  des  Sciences  de  Paris,  t.  IX,  p.  117;  1829. 


aa  MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

trices.  Il  nous  reste  à  prouver  que  le  rapport  des  forces 
motrices  est  a*,  ou  bien  que  celui  des  forces  accélératrices 

est  -  •  Or,  si  Ton  cherche  l'expression  de  la  force  accéléra- 
trice qui  sollicite  une  molécule  (or,  j^,  2),  on  trouve 
qu'elle  est  une  somme  de  termes  formés  chacun  d'une  con- 
stante, multipliée  par  Tune  des  dérivées  partielles  du  se- 
cond ordre  des  variations  des  coordonnées  depuis  la  posi- 
tion d'équilibre,  ces  dérivées  étant  prises  par  rapport  aux 
coordonnées  elles-mêmes  ;  en  sorte  que  les  coordonnées  et 
leurs  variations  étant  multipliées  par  a,  chaque  terme  se 
trouvera  du  degré  —  i  par  rapport  à  a.  On  se  rend  compte 
jusqu'à  un  certain  point  de  cette  expression  de  la  force  sans 
aucun  calcul,  en  considérant  une  file  de  molécules;  et  par- 
tant de  ce  principe,  que  l'action  mutuelle  de  deux  molé- 
cules trés-voisines  est  proportionnelle  à  l'écartement 
qu'elles  ont  subi  à  partir  de  leur  position  d'équilibre,  et 
que  cette  action  est  nulle  quand  les  deux  molécules  ne  sont 
pas  très-voisines  l'une  de  l'autre. 

On  verrait  de  la  même  manière  que  la  loi  de  Savart 
s'étend  aux  sons  rendus  par  une  masse  fluide,  contenue 
dans  un  espace  fini. 

3.  Soient  P  e£  P'  deux  petites  billes  réunies  par  une 
tige  rigide  et  sans  poids  ;  la  première  peut  glisser  sur  un 
fil  tendu  horizontalement  entre  deux  points  fixes  ^  la  se- 
conde  repose  sur  le  plan  honzontal  qui  contient  le  fiL 
Déterminer  le  mouvement  que  prend  le  système  quand  on 
lui  impn'me  une  vitesse  connue  le  long  du  plan  horizontal. 

On  suppose  que  les  frottements  sont  nuls  et  que  les 
billes  peuvent  être  assimilées  à  des  points  matériels. 
Prenons  le  fil  pour  axe  des  a:,  et  soient  : 
X  l'abscisse  de  la  première  bille  ^ 
x\  y^  les  coordonnées  de  la  seconde*. 
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/  la  distance  des  deux  billes  \ 
m,  m' leurs  masses  ; 

STangle  que  la  droite  PP'  fait  avec  l'axe  des  x. 
Puisque  les  forces  extérieures  sont  nulles,  on  a  Téqua- 
tion 

dt^  \  dt^  dt^    '^  ) 

Or 

x'i=ar -4-/C05O,  yi=/sinO; 

^x'  z=  ^  jt  —  /  sin  0^0,  èx'=l  ces  0^0  ; 

i^^——       .^'cosO       </V_    f/'sinO 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  première  équation,  et 
galant  à  zéro  les  coefficients  des  variations  arbitraires 
ixj  W,  il  vient 

^, )  (^  H-  m' )  —  -h  m'  /  -jj^  z=  o, 

,  .  .    ^(d^x        d'cosQ\         r/'sinO 

?)       —  smô  (  ---  -f-  /  — — —  1  -h  /  — — -  cosô  =  o. 
^  \di^  dr    J  dt^ 

La  première  équation  a  pour  intégrales  successives 

dx  dB 

'  ^  '  dt  di 

(w-f-  /ii')x-h/w'/cosô--  A/  -f  B, 

A  et  B  étant  deux  constantes. 
Soient  Xq  et  do  l^s  valeurs  initiales  de  x  et  de  d  ;  |S  et  tù 

celles  de  —    et  — -•  Ces  valeurs  détermineront  les  con- 
di         dt 

stantes,  et  l'on  trouvera  finalement 

,  J  (//i -+- /7i')(a:-- j:o)-I-/w'/{cosO-- cosô,) 

(       —  [(/w -f  m')p  — /îj7wsinO,]r. 

L  élimination  de  la  dérivée  -—  entre  les  équations  (i) 
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ei  (a]  fournit  une  seconde  équation, 

(m -h  m')  cosQ— -w  sidQ  — o, 

qui  a  pour  intégrale 

^'"^'"^[-dT)  -+--(-^j-const., 
ou 

dB^ 
[ni  -h  m'cos'O)  -—  :=  const. 
^  '  dt^ 

Si  Ton  détermine  la  constante  par  les  données  initiales, 
il  vient 


or.  ^ô  / 

(5)  7?r=''V 


m  -h  /w'cos'ô« 


w'cos'ô 

Cette  dernière  formule  donne  6  en  fonction  de  «  à  Taide 
d'une  intégrale  elliptique^  portant  cette  valeur  dans  Té- 
quation  (4),  on  aura  x  exprimé  en  fonction  de  t. 

L'équation  différentielle  de  la  courbe  que  décrit  la 
bille  P'  s'obtiendra  par  l'élimination  de  dt  entre  les  équa- 
tions (3)  et  (5)  ;  les  coordonnées  seront  alors  x  et  0,  Elle 
donnera  immédiatement  x  en  fonction  de  9  à  Taide  d'une 
quadrature. 

Claibaut,  Mém,  de  rAcad.  des  Se,  de  Paris,  1786,  p.  10. 

4.  On  suppose  trois  points  matériels^  mobiles  dans 
an  plan  fixe^  qid  s'attirent  proportionnellement  à  la 
masse  et  en  raison  im^erse  du  carré  de  la  distance. 
Trouver  tous  les  cas  ou  le  mous^ement  de  deux  de  ces 
points  autour  du  troisième  est  de  même  nature  que  le 
mouvement  relatif  de  deux  points  s* attirant  seuls  sui- 
vant la  même  loi. 

Soient  : 

fA  Tattraction  de  l'unité  de  masse  sur  l'unité  de  niasse  à 
l'unité  de  distance; 

M,  m,  m' les  masses; 
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6,  r,  r'  les  distances  mm\  M/w,  Mm'; 

X,  y  et  x'^  y  les  coordonnées  des  points  m  et  m  par 
rapport  à  des  axes  rectangulaires  et  de  directions  fixes, 
qui  se  coupent  au  point  M. 

Prenons  la  question  de  plus  haut,  en  supposant  d'a- 
bord que  Tattraction  de  Tunitc  de  masse  sur  TuDitc  de 
mas5e  soit  une  fonction  quelconque  de  la  distance.  Re- 
présentODS  cette  fonction  par  f  (r). 

La  force  accélératrice  qui  sollicite  le  point  m  a  pour 
composante  suivant  Taxe  des  x,  supposé  fixe, 

—  My(r)  ^  — /wXp)  ^-ZJ^  . 

Si  nous  ajoutons  à  cette  force  une  nouvelle  force  accélé- 
ratrice, égale  et  contraire  à  celle  qui  sollicite  suivant  la 
même  direction  le  point  pris  pour  origine,  nous  pour- 
rons considérer  Torigine  comme  fixe,  et  les  équations  que 
nous  fournira  le  principe  de  d'Alembert,  dans  cette  hy- 
pothèse, seront  celles  du  mouvement  relatif.  Ces  équa- 
tions sont  les  suivantes  : 

W     %  +(MH-m)?(r)^H-,,i'[y(rf-;H-y(p)'^]  =  0, 

(3)  ^-+-(M-+-m')y(/)î;H-m[7(r)^+7(p)^]  =  o, 

(4)  %r  +{M+/«')î(0^  -f-  m  [y  (r)  l  +ç(p)-rlzi2:J^o. 

Or,  5i  le  point  m  était  attiré  par  un  seul  point  placé  à 
I  origine,  son  mouvement  serait  régi  par  des  équations  de 
la  forme 
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K  désignant  une  constante.  Pour  que  le  mouvement  soit 
de  même  nature  dans  le  système  des  trois  points,  il  faut 
donc  que  Ton  ait  constamment 

?('-')7-+-?(p)*^^=Hç(r)p 

H  désignant  une  constante.  L^élimiuation  de  H  nous 
donne  la  condition 

Les  équations  (3)  et  (4),  traitées  de  la  même  manière, 
nous  auraient  donné  la  condition  semblable 

(-y-rx')[?^-^]=o. 

De  là  résultent  deux  solutions, 

?(p)  __y(0  „?(^')    ç^    î—f.. 

Sans  pousser  plus  loin  la  discussion  du  cas  général, 
venons  au  cas  le  plus  intéressant,  celui  où  y  (r)  =  -î^. 

Première  solution.  p==r  =  r^\  les  trois  points  sont  con- 
stamment situés  aux  sommets  d^ un  triangle  équilatéral. 

Les  équations  (i),  (2),  (3),  (4)  se  réduisent  aux  sui- 
vantes : 

g^p(M^-/7H-m')^=o, 


d'où  Ton  voit  que  chacun  des  deux  corps  m,  m'  se  meut 
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comme  s'il  était  atlirë  vers  Torigine  par  une  masse  égale 
â  la  masse  totale  des  trois  corps. 

Pour  que  ce  mouvement  ait  lieu,  il  ne  suffit  pas  que 
les  corps  soient  primitivement  situés  aux  sommets  d'un 
triangle  équilatéral,  il  faut  encore  que  les  vitesses  ini- 
tiales de  deux  corps  relativement  au  troisième  soient 
égales  et  également  inclinées  sur  les  droites  qui  joignent 
les  deux  premiers  corps  au  dernier,  en  sorte  qu'on  ait  au 
premier  instant 

fip       dr       dr' 

di~^  dt^  ~dt* 

X  X* 

Secoude  solution.  *-  =  —  ;  les  trois  points  sont  con- 
stamment en  ligne  droite^  et  si  le  point  m'  se  trousse  au 
milieu, 

-=^  =  -,        =r-r: 

X         y  r         ° 

Ces  dernières  relations  permettent  d'écrire  l'équa- 
tion (i)  sous  la  forme 

alors  on  voit  que  le  point  m  se  meut   comme  s'il  était 
attiré  vers  l'origine  par  une  force  égale  à 


'6) 


tt  r„  m!  m'       -\ 


Or  les  trajectoires  des  points  m,  m',  rapportées  à  des 
coordonnées  polaires  dont  Torigine  est  au  point  M,  ont 
des  équations  de  la  forme 

F(r,  ô)=ro,     F{r%  Q)=o. 
Si  ces  équations  étaient  connues,  l'élimination  de  9  donne- 
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rait  une  relation  entre  les  distances  simultanées  /*  et  r\ 

de  laquelle  on  pourrait  tirer  la  valeur  de  r'  en  fonction 

r' 
de  r.  Le  rapport —  et,  par  suite,  Texpression  (6)   sont 

donc  des  fonctions  de  r.  D*un  autre  côté,  quand  la  force 
attractive  est  une  fonction  de  la  distance,  la  trajectoire 
ne  peut  être  une  section  conique,  comme  Texige  notre 
problème,  que  dans  le  seul  cas  ou  la  force  est  inverse- 
ment proportionnelle  au  carré  de  la  distance;  donc 

r' 

—  =  const. 
r 

Soit 

r'  I 


(7^  7^7^' 

d'où 

Si  Ton  reporte  ces  valeurs  dans  IVquation  (i)  ou  (5),  il 
vient 

Les   mûmes   substitutions   faites   dans   Téquation  (3) 
donnent 

Mais  on  doit  avoir 

par  conséquent, 

M  H-  /w-hiw'(i  4-/^)M  i-h  ^\ 

=z  (M  4- f«')  (i  H-/;)^ -+- /w(i -h/?)- ///-i^t^', 
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oa  bien 

I  (M-+-iw')/^»-f-(3M-+-2w')/9^-+-(3M-h/w')/>» 

l       — (/i/-f-3/w)/?^— (2/7/H-3/II)/;  — (//i-+-/w')  =  o. 

Les  équations  (a)  et  (4)9  traitées  de  la  même  manière, 
conduiraient  à  la  même  relation  que  doit  vérifier  la  con- 
stante />.  La  valeur  de  cette  constante  est  donc  la  racine 
positive  de  Téquation  (8),  laquelle  est  unique  d'après  la 
règle  de  Descartes. 

Eu  résumé,  les  trois  mobiles  sont  toujours  en  ligne 
droite,  et  leurs  distances  sont  dans  un  rapport  constant, 
déterminé  par  les  équations  (7)  et  (8).  Les  sections  co- 
niques décrites  par  les  points  m,  m' sont  homothétiques 
par  rapport  au  point  M. 

Pour  produire  ce  mouvement,  il  faut  des  positions  ini- 
tiales qui  satisfassent  aux  conditions  précédentes,  et  des 
vitesses  initiales  relatives  qui  soient  parallèles  entre  elles 
et  proportionnelles  à  la  distance  au  point  M. 

Si  l'on  suppose  que  M  se  rapporte  au  soleil,  m'  à  la 
terre  et  m  â  la  lunr,  on  aura,  diaprés  les  nombres  de  la 
Mécanique  céleste  (  t.  III,  p.  71  et  1 85), 


,     ,,.  _  3^^3^  —  32g63o  X  53^5 

Ces  nombres,  rapproches  de  1  équation  (8),  montrent 
quep  sera  une  petite  fraction;  on  peut  donc,  sans  erreur 
considérable,  égaler  le  plus  grand  terme  positif  au  plus 
grand  terme  négatif;  alors  il  vient 


</■■ 


—  5      ou  a  peu  près    p  = (*). 

*       '  ^        100  ^  ' 


(*)M.  LioQTiUe  a  démontré  {Additions  à  la  Connaissance  des  Temps 
poor  i8i{5,  et  Journal  de  Mathématiques,  i856,  p.  a/|8)  que  dans  cette  so- 
IbUoo  le  sTstème  rormé  parles  trois  corps  est  instable;  en  sorte  que,  dès 
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Les  deux  cas  que  nous  venons  d'examiner  sont  le 
seuls  où  iron  ait  pu  trouver  toutes  les  intégrales  rigou 
reuses  du  fameux  problème  des  trois  corps.  Ils  ont  et 
discutés  par  Lagrange  dans  son  Essai  d^une  nous^elle  mé 
thodepour  résoudre  le  prohlème  des  trois  corps,  ouvrag 
qui  a  remporté  Je  prix  de  rAcadémie  des  Sciences  d 
Paris,  en  1772. 

5.  Un  fil  flexible,  pesant  et  homogène^  porté  par  l'uni 
Fig.  5i .  de  ses  extrémités^  tourne  uni 

formément  autour  d*un  or» 
vertical.  Dire  si  le  fil  peu 
conseruer  une  figure  pernta 
nente^  et  quelle  est  cette  fi 
gure. 

Admettons  que  cette  fjgun 
permanente  soit  possible,  e 
cherchons  à  la  déterminer. 

Le  principe  de  d'Alembert 
réduit  le  problème  à  um 
simple  question  de  Statique.  Trois  forces  agissent  sui 
chacun  des  éléments  du  fil,  la  pesanteur,  et  deux  ten- 


quMl  est  légèrement  troublé,  il  tend  à  se  déranger  de  plus  en  plus  d^une 
manière  rapide.  Il  en  résulte  que,  si  ce  système  avait  été  réalisé  par  le 
Créateur  dans  le  soleil,  la  terre  et  la  lune,  la  lumière  -de  la  lune,  loin  de 
remplacer  constamment  celle  du  soleil  pendant  les  nuits,  comme  Taffirme 
La  place  dans  V  Exposition  du  Siystème  du  monde  (Ht.  IV,  chap.  v),  aurait 
été  probablement  moins  fréquente  qu'elle  ne  Test  dans  Vétat  actuel  des 
choses. 

Quant  au  système  fourni  par  la  première  solution,  M.  Gascheau  (Thèse 
de  Mécanique)  a  montré  qu'il  est  stable  quand  on  a 


M  m  H-  Mm'  H-  mm' 


:,  >  27» 


et  seulement  dans  ce  cas.  Cette  inégalité  est  satisfaite  par  le  soleil,  la 
terre  et  la  lune. 
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sions  dirigées  en  sens  contraires  suivant  les  tangentes 
extrêmes.  Ces  trois  forces  doivent  faire  équilibre  à  la 
force  effective  dirigée  en  sens  contraire,  c'est-à-dire  à  la 
force  centrifuge;  ainsi  les  moments  des  quatre  forces  au- 
toar  de  Taxe  de  rotation  doivent  faire  une  somme  nulle. 
Les  moments  de  la  pesanteur  et  de  la  force  centrifuge 
étant  nuls,  ceux  des  deux  tensions  doivent  être  égaux  et 
de  signes  contraires;  par  suite,  quel  que  soit  le  point  du 
fil  que  Ton  considère,  le  moment  de  la  tension  en  ee  point 
doit  être  égal,  en  valeur  absolue,  au  moment  de  la  ten- 
sion a  l'extrémité  libre,  lequel  est  nul,  puisque  la  tension 
est  nulle  i  cette  extrémité.  Cela  exige  que  l'axe  soit  ren- 
contré par  chacune  des  tangentes  à  la  courbe  formée  par 
le  fil;  d'où  il  résulte  que  la  courbe  est  plane.  Au  reste, 
si  l'on  omettait  de  faire  cette  remarque  dès  le  principe, 
l'analyse  y  suppléerait. 

Deux  coordonnées  nous  suffisent.  Prenons  l'axe  des  / 
sur  l'axe  de  rotation,  dirigé  en  sens  contraire  de  la  pe- 
santeur, et  faisons  passer  Taxe  des  x  par  l'extrémité  in- 
férieure du  fil. 

Soient  0)  la  vitesse  angulaire,  T  la  tension  essentielle- 
ment positive,  et  s  l'arc  compté  à  partir  de  l'extrémité 
inférieure. 

Le  principe  de  d'Âlemb^t,  appliqué  à  l'un  des  élé- 
ments du  fil,  nous  donne  les  équations 


w  '(4)-'"' 

La  seconde  a  pour  intégrale 


IS  z=:  O. 


T  ^  =  5^5  -f-  const.  ; 
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et,  puisque  T  et  5  sont  nuls  à  rextrémité, 

(3)  t|=,,. 

Multiplions  les  équations  (i)  et  (2)  respect! vement'par-j- 
et  —  >  puis  ajoutons  les  produits,  en  développant  les  dif- 
férentielles et  observant  que  (-1-)  "*~(;r)  =i«Il  vient 
dT  =  —  w'xdlr  -h  gdy, 
T  = w' j:^  "+-  57  "*-  const. 

Soit  a  la  distance  de  Taxe  à  Textréniité  inférieure. 
Nous  devrons  avoir  simultanément 

x  =  n^     y  =  Of     T=:o. 
Cela  nous  détermine  la  constante  et  nous  donne 

(4)  Trr:~%'-.r^)  +  ^r. 

Pour  obtenir  Téquaiion  différcniicile  de  la  courbe, 
remplaçons  dsj  dans  les  équations  (i)  et  (2),  par  sa  va- 
leur M  "+~  (  y  )  ^Jy  ^^  considérons  jr  comme  la  va- 
riable indépendante 5  nous  pourrons  écrire  les  résultats 
sous  la  forme 


# 


»  ♦ 


• 
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Retranchant  ces  équations  membre  à  membre  après  avoir 
moltiptié  la  seconde  par^)  puis  remplaçant  T  par  sa 
Taleur  (4^,  ilyient 

Cett^  équation  différentielle,  résolue  par  rapport  à  la 
plus  haute  dérivée,  a  tous  ses  coefficients  réels  ]  par  con- 
séquent elle  représente  une  courbe.  Le  fil  peut  éfbnserver 
une  figure  permanente. 

n  nous  reste  à  étudier  cette  figure. 

L'équation  (3)  nous  montre  que  la  tension,  estimée 
parallèlement  à  Taxe  de  rotation,  est  égale  au  poids  du  fil 
situé  au-dessous  du  point  considéré;  T  est  donc  supé- 
rieur à  gy^  6t,  par  conséquent,  (4),  x  ne  peut  atteindre  a. 
Tétant  essentiellement  positif,  la  même  équation  (3)  nous 
fait  voir  que  y  croit  toujours  quand  s  augmente.  Par  là 
nous  pouvons  déjà  entrevoir  que  la  courbe  forme  une 
suite  d'ondulations  de  part  et  d'autre  de  Taxe  de  rotation. 
Le  nombre  de  ces  ondulations  est  évidemment  indéter- 
miné ;  il  dépend  de  la  longueur  du  fil  et  de  sa  position 
initiale. 

Intégrons  Féquatîon  (i)  à  partir  de  l'extrémité  infé- 
rieure du  fil  ;  nous  aurons 

dx  r  ^ ,  dx 

T  -r-  ==  —  «'  I  xds.    ou  bien     T  —-  =  —  «'x,  j, 
ds  J  ds 

eD  nommant  x^  la  distance  de  Taxe  au  centre  de  gravité 
de  Tare  s  sur  lequel  s*étend  l'intégrale.  Divisant  cette 
dernière  ration  par  Téquation  (3)>  il  vient 

dx  fù^x^ 

Or,  si  nous  supposons  que  la  distance  à  Taxe  soit  un 
1.  a«  «DIT.  3 
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V 


màxi^ium  ou  un  miuimum  à  rextiéniité  de  Tare  5,  -- 

sera  nul  fi  ce  point-,  donc  aussi  x^  sera  nul,  c'esuà-dîre 
que  le  centre  de  grauité  dujll  qui  pend  au-déhous  d'un 
peint  dont  la  distance  à  Vaxe  est  un  maximum  ou  un 
minimum  se  trouvée  sur  l'axe  de  rotation. 

Il  est  évident  que  la  même  chose  peut  se  dire  de  toute 
portion  de  fil  dont  les  extrémités  sont  parallèles  à^Faxe. 
De  là  il^uit  qu'une  telle  portion  du  fil  coupe  toujours 
l'axe,  *  l'on  en  conclut  que  la  disfltnce  de  Taxe  aux  dif- 
férents points  du  fil,  prise  en  valeur  absolue,  n'a  pas 
d'autre  minimum  que  zéro.  Ainsi  la' forme  générale  de 
la  courbe  est  bien  telle  que  l'indique  la  figure. 

De  ce  que  nous  venons  de  dire  il  résulte,  eu  égard  au 
théorème  de  Guldin,  que  toute  portion  de  la  courbe  qui 
est  terminée  à  deux  points  consécutifs  parmi  ceux  où  la 
tangente  est  verticale  (en  y  comprenant  l'extrémité  libre), 
est  divisée  par  Taxe  en  deux  parties  qui  engendrent  dans 
leur  rotation  des  surfaces  équivalentes.  A  l'aide  de  la 
même  relation  (5),  il  est  aisé  de  voir  qiîfe  plus  générale- 
ment, 51  /'on  considère  deux  arcs  situes  tout  entiers  d^ttn 
même  côté  de  l'axe ^  et  dont  les  tangentes  extrêmes 
soient  parallèles  deux  à  deux,  les  surfaces  engendrées 
par  ces  deux  arcs  sont  équii^alentes. 

Aux   points   où   la    tangente    est   verticale  ,  —  =  i  ; 

donc,  en  vertu  des  équations  (3)  et  (4)9  on  a  pour  ces 
points 

dr 
Puisque  -j-  est  généralement  inférieur  à  l'uni  lé  et  jamais 

supérieur,  s — y  croît  avec  j^ 5  d'après  cela,  la  dernière 
relation  nous  fait  voir  que,  de  deux  points  oà  le  fil  est 
vertical^  le  plus  éloigné  de  l'axe  est  le  moins  élevé. 
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Ceci  y  rapproché  de  ce  que  nous  avons  dit  sur  Taire  des 
dififérentes  nappes  de  la  surface,  nous  montre  que  la 
distance  de  deux  intersections  consécutiv^es  de  V axe  par 
la  courbe  va  en  augmentant  à  mesure  que  l'on  s' élevée 
au-dessus  de  r origine. 

Quand  on  suit  la  courbe  en  partant  de  son  extrémité 
inférieure,  on  rencontre  les  points  d'inflexion  sur  les 
branches  qui  se  rapprochent  de  l'axe.  En  effet,  si  l'on 

pose  -7-j  =  o  dans  Téquation  différentielle  de  la  fourbe, 

elle  donne 

fix  w' 

^(r"     J  " 

La  courbe  intéressante  qui  nous  occupe  ici  peut  se 
réaliser  à  très-peu  près  en  faisant  tourner  avec  la  main 
une  chaîne  à  la  fois  pesante  et  flexible. 

6.  Unjil flexible,  homogène  et  soustrait  à  la  gramlé^ 
tourne  uniformément  autour  d'une  droite  fixe  sur  la^ 
quelle  sont  attachées  ses  extrémités.  Dire  si  le  Jil  peut 
consen^er  une  figure  permanente ,  et  quelle  est  cette 
figure. 

Od  montrera  d'abord  que  la  courbe,  si  elle  existe,  doit 
être  une  courbe  plane  \  puis,  prenant  l'origine  à  l'une 
des  extrémités  du  fil,  et  l'axe  des  y  suivant  l'axe  de  ro- 
tation, on  arrivera  à  l'équation  diflérentielle 

<ix  =  ±         "''" 


dans  laquellea  et  i  sont  des  constantes  positives,  et  a  <:^£. 
Cette  équation  représente  une  courbe  réelle  5  et,  comme 
les  constantes  sont  indépendantes  de  la  vitesse  angulaire, 
la  forme  de  la  courbe  ne  dépond  pas  de  la  vitesse  angu- 
laire^ elle  dépend  seulement  de  la  longueur  du  fil,  de  la 
distance  de  ses  extrémités  et  de  sa  position  initiale. 

3. 
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le  poids  P  H-  p  des^^ndra  avec  la  vitesse  ^ 

les  poulies  Ai,   A,,...    A„_,  descendront  avec  les  vi- 
tesses 

(2"~' —  l)<',       (2"--—  I )«',..  .,       V. 

Si  VoT\  réunit  les  extrémités  des  col'dons  auxquels 
nous  avons  supposé  attachés  les  poids  P,  aP, . . .  a"'~*P, 
et  qu'on  suspende  à  cette  extrémité  commune  un  poids 
égal  à  (2" —  1)  P,  on  pourra  maintenir  ce  poids  en  équi- 
libre en  appliquant  à  l'extrémité  libre  du  premier  cordon 
une  puissance  égale  à  P. 

Ainsi,  pour  un  tel  système  ^  n  poulies  employé  à  sou- 
lever un  poidsir  le  rapport  de  la  résistance  à  la  puissance 
est  2" —  1 5  tandis  que  pour  un  système  de  moufles  le  rap- 
port de  la  résistance  à  la  puissance  n'est  égal  qu'au 
nombre  n  des  poulies. 

Van  MuscHENBEoscRy  Introductio  ad  philosophiam 
naturalcm,  Mec,  §  ^6. 

8.  Les  équations  générales  du  mouvement  d^un  point 
matériel  libre,      \  ^ 

-TT  — X.  =  0,       —— -  —  YirrO,        — — ;  —  Z  =r  O, 

dl^  .    fUi  ^       dt^  ' 


peuvent  s  écrire 

A  [  dx\     X 

d^Yd^j-i;^''^ 

d.l    dx\        Y      •  ..  ^  ■ 

ds\ds)         V 

on  le  reconnaît  aisément*  si  Von  observe  que  i^  =  --  . 

'^  *  dt 
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Ces  dernièrqjs  équations,  comparées  aux  équations  gé-jk 
Dératés  de  Téquilibre  d'un  Gl  flexible  (t.  I,  p.  iSj), 

nous  donnent  le  théorème  suivant  : 


ei: 


loi 

•ou- 

LDt 

'H 


Un  point  matériel  sollicité  par  les  forces  accéléra^ 
trices\^  Y,  Z,  fonctions  des  seules  cçorrlonnées,  aiàk^ur 
trajectoire  et  pour  vitesse  v  la  courbe  d^ équilibre  et  la 
tension  d'un  fil  flexible  qui  serait  Sollicité  par  les 
forces 

ffHf  mtf  mv 

m  étant  la  masse  du  fil  rapportée  à  r  unité  de  tffnffKkur; 
pourvu,  toutefois,  quen  un  point  donné ,  commun  {wx 
deux  courbes,  la  vitesse  du  point  soit  égale  à  la  tension 
du  fil  et  de  même  direction. 

Réciproquement,  un  ^l  flexible j  dont  la  masse  rap- 
portée à  t  unité  fte  longueur  est  m,  et  qui  est  sollicité  par 
les  forces  X',  Y',  Z',  rapportées  à  r  unité  de  masse,  a 
poiir  forme  d'équilibre  et  pour  tension  t  la  trajectoire 
et  la  vitesse  d'un  point  matériel  sollicité  par  les  forces 
X  =  —  mtlL\  Y  =  —  mi  Y',  Z  =  —  mt  TJ ,  pourvu  quen 
un  point  donné,  commun  aux  deux  courbes^  la  tension 
du  fil  et  la  vitesse  du  point  soient  égales  en  grandeur  et 
en  direction. 

Exemples.  —  i^  Un  point  pesant,  lancé  de  Torisine 
des  coordonnées  dans  la  direction  horizontale  de  Taxe 


*4o  M         MÉCANIQtiK   RÀTIONliELLE. 

A»8  X  avec  la  vitesse  S^agy  décrit  la  parabole 


avec  la  vitesse  vf  =  i/-  (a'-f-xM. 

y  fl  ^  ta 

Il  s'ensuit  qu'un  fil  flexible,  sollicité  de  bas  eu  haut 


par  la  force^erticale 


f  sja}  H-  x^ 


*  décrit  la  même  parabole,  pourvu  qu'il  passe  à  l'origine 
des  coordonnées,  que  sa  tangente  en  ce  point  soit  hori- 
zontale, et  que  la  tension  y  soit  égale  à  sfâg.  Alors  sa 
tension  en  un  point  quelconque  est 


v/ï^ 


■x^). 


^Mfi  spmmes  arrivés  directement  au  même  résultat, 
1. 1,  p.  iT5a. 

^°  On  sait  qu'un  fil  flexible,  homogène  et  pesant,  en 
équilibre,  décrit  la  chaînette 


•-:(''-"')• 


et  que,  sa  tension  au  point  le  plus  bas  (x  =  o,^  =  a) 
étant  représentée  par  t,  sa  tei^ion  en  un  point  quel- 
conque est 


a 


Il  en  résulte  qu'un  point  matériel,  lancé  horizoïttalc- 
mept  du  point  (a:  =  o,  j^  r=  a)  avec  la  vitesse  t,  el  solli- 
cité par  une  force  verticale,  dirigée  de  As  en  haut, 
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égale  à 

décrit  la  même  chainette. 

3**  Le  théorème  qui  nous  occupe  peut  s'employer  pour 
trouver  les  équations  générales  qui,  dans  le  cas  d'un  fil 
en  équilibre,  répondent  aux  diverses  équations  générales 
du  mouvement  d'un  point.  On  trouvera,  en  nommant  s 
Parc,  t  la  tension  et  S  la  force  appliquée,  estimée  suivant 
la  tangente  à  la  courbe,  qu'à  Téquation  des  forces  vives  ' 
répond  l'équation 


-h: 


Sds^ 


opik  l'équation  des  aires  répond  l'équation 

tr^d^  =  Cds, 

•  * 

r  étant  le  rayon  mené  du  centre  de  forces  à  la  courbe,  et  C 
désignant  i|pe  constante  (t.  I,  p.  i58). 

Enfin,  au  principe  de  la  moindre  action^  exprûpé  par 
la  formule 

^.   I  mvds  :=  0, 

répohdtla  formule 

ê.  j(ds=:o. 

C'est-à-dire  que,  si  l'on  intègre  entre  deux  points  cboisil 
à  volonté  le  produit  de  l'arc  élémentaire  par  la^ tension 
qu'il  supporte,  la  somme  obtenue  est  inférieure  à  telle 
qu'on  obtiendrait  de  la  même  manière  entre  les  deux 
mêmes  points  extrêmes,  après  que,  par  de  Auvelles  liai"» 
sons,  on  aurait  assujetti  le  fil  à  décrire  une  nouvelle 
coirbe  sous  Tinfluence  des  mêmes  forces. 


¥.       * 
V         i 


^  - 
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CHAPITRE  VI. 

MOMENTS  D'INERTIE. 


On  nomme  moment  d'inertie  d*un  <^rps  par  rapport 
à  un  axe,  la  soi:ninç  des  produits  que  l'on  obtient  en  mul- 
tipliant ]a  masse  de  chaque  ml>léculc  par  le  carre  de  sa 
distance  à  Taxe. 

Si  Ton  désigne  par  M  la  masse  du  corps  entier,  et  par  h 
une  ligne  convenablement  déterminée,  on  ponrra  mettre 
le  moment  d'inertie  sous  la  forme  MA';  alors  la  ligne  k 
est  ce  que  Ton  nomm^l^  rayon  de'^iration  du  corps  au- 
tour de  l'axe  considéré.  ^ 
^  Euler  s'est  servi  le  premier  du  terme  moment  dHnertie; 
voici  comment  il  s'en  explique  (*)  :  a  Ratio  hujus  deno- 
»  minationis  ex  similitudine  motus  progre«sivi  est  de- 
»  sumpta  :  quemadmodum  enim  in  motu  progressivo,  si  a 
»  vi  secundum  suam  directionem  sollicitante  ac^eferetur, 
))  est  iiicremeiJtum  celeritatis  ut  vis  sollicitans  divisa  per 
M  massam  seu  irierliam;  ita  in  motu  giratorio,  quoniam 
^  loco  ipsius  vis  sollicirantis  ejus  momentum  considerari 

))  qporiet,  eam  expressionem  |  r'rflVI,  qua;  loco  inertiae 

V  in  calculum  ingredi tur,  momentum  inertiœ  appellemus, 
»  ut  increnventum  celeritatis  angularis  simili  modo  pro- 
»  portionale  fiât  momento  vis  sollicitantis  diviso  per  mo- 
»  mentum  inertiœ.  )> 


'        {*àTheoria  motus  corporum  solidorum,  cap.  V,  ^167. 
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Soieut  k  et  k'  les  rayons  de  giration  d'un  corps  autour 
de  deux  droites  parallèles  L  et  U,  a  la  distance  de  ces 
droites,  x'  la  distance  d'une  molécule  dfM  à  un  plan  mené 
par  la  droite  U  perpendiculairement  au  plan  des  deux 
droites  L  et  L',  cette  distance  étant  comptée  positive  du 
côté  de  la  droite  L.  On  a  généralement  la  relation 

M/-'  =  M(fl»-f-)t'^)— 2fl  Çx'd^. 

Quand  la  droite  U  passe  au  centre  de  gravité,  le  dernier 
terme  disparait  et  Ton  a  simplement 

Par  un  point  pris  à  volonté  dans  l'intérieur  d'un  corps 
traçons  des  droites  en  nombre  quelconque,  et  sur  chacune 
de  ces  droites  îportons  une  longueur  égale  &  la  valeur  in- 
verse de  la  racine  carrée  du  moment  d'inertie  relatif  à  cet 
axe.  Les«xtrémités  de  ces  longueurs  seront  toutes  suc^la 
surface  d'un  même  ellipsoïde.  Si  nous  prenons  l'origine 
des  coordonnées  à  l'origine  des  droites,  et  si  nous  posons 

d  =  ^^jrzdVL,     e=J^Jza:dM,     f^^J^rd^^. 

les  intégrales  s'étendant  au  corps  entier,  l'équation  de 
l'ellipsoïde  sera  ^ 

%  I 

(V)  (b  H- c)x»H- (c-f- a)jr^-^{a-\'b) t»—  idyz  —  lezx  —  ofxy  =r  — . 

M 

Cet  ellipsbïde  a  été  nommé  par  M.  Poinsot  ellipsoïde  * 
central  du  corps  par  rapport  au  point  pris  pour  origine 
des  droites. 

Considérons   l'un  quelconque  de%   axes   coordonnés, 
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l'axe  des  x  par  exemple.  Si  Ton  a  e  =  o  etf=^  o,  on  dit 
que  Taxe  des  x  est  un  axe  principal  d'inertie  relative- 
ment au  point  pris  pour  origine  des  coordonnées,  et  le 
moment  d'inertie  relatifs  cet  axe  se  nomme  moment 
d^inertie  principal.  En  tout  point  du  corps  passent  trois 
axes  principaux  d'inertie;  ces  axes  sont  dirigés  suivant 
les  axes  de  Tellipsoïde  central  relatif  à  ce  point,  et  par 
conséquent  ils  se  coupent  à  angle  droit. 

1.  Trouver  le  rayon  de  giration  d*une  lentille  bicon- 
vexe, homogène  autour  d^une  parallèh  à  l'axe  de  ré- 
volution.  On  suppose  la  lentille  terminée  par  deux 
surfaces  sphériqucs  égales,  ♦ 

tl  nous  suffit  de  considérer  une  seule  des  deux  lentilles 
plan-convexes  dont  Tensemble  forme  la  lentille  proposée. 
Soient  : 

r  le  rMyon  de  la  surface  sphérique  \  ^ 

a  la  flèche  de  la  lentille  plan-convexe  -, 
i  le  rayon  de  la  base  \ 
M  la  masse; 
p  la  densité; 

h  et  k'  les  rayont  de  giration  autour  de  Taxe  proposé 
et  iiutour  de  l'axe  de  révolution; 
c  la  distan^  de  ces  deux  axes. 

Commençons  par  déierminejp  le  rayon  k'^. 
Pour  cela  considérons  d'abord  une  tranche  infiniment 
mince  et  perpendiculaire  à  l'axe.  Si  nous  nommons  j'Je* 
rayon  de  cette  tranche  et  %:  sa  distance  au  sommet  de 
la  lentille,  le  moment  d'inertie  de  la  tranche  autour  de 
Taxe  de  révolution  sera  * 
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De  là  il  résulte  ^ 

i       /^r^a^        Ara*        a»\ 
Or  on  a 

par  conséquent, 

Mit'»-  '  X.  [^i^i±j!)i  ^'i^'-^^')  ^  «n 

o.io  ' 

I  ? 

et,  puisque  M  =  ^7rp(a'-f- 3«i'),  on  a 

,j_  I    fl<-f-5û'A*-f-io^* 
Maintenant  il  est  aisé  de  calculer  A',  car 

EuLEE,  Theoria  motus  corporum  solidorum,  cap.  YI,  prob.  4^* 

2.  Étant  donnés  une  pyramide  homogène  à  base 
(juelconque  et  trois  axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ 
passant  au  sommet,  conce\fons  que  Von  ait  joint  le  centre 
de grauité  G  de  l'aire  de  la  base  à  un  sommet  A  du  con^- 
tour  poljrgonal  de  cette  aire  et  au  milieu  B  d 'un  côté 
adjacent.  Si  F  on  nomme  M  la  masse  de  la  pyramide  fW- 
angulaire  qui  aurait  pour  base  le  triangle  GAB  et  pour 
sommet  le  sommet  O  de  la  pyramide  donnée^  p,  /,  a  les 
longueurs  OG,  GB,  BAj  px»  Ix^  ^x  leurs  projections  sur 

le  plan  YOZ  j  et  que  Von  indique  par  le  signe  V  une 


\ 
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somme  relative  à  toutes  les  pyramides  triangulaires  telles 
que  la  pyramide  OGAB,  dont  r ensemble  constitue  la 
pyramide  donttétj  le  moment  d'inertie  de  ce  dernier 
corps  autour  de  taxe  OX  sera  représenté  par  la  formule 

Il  s'agit  de  démontrer  ce  résultat, 

Di^^s  tout  de  suîle  que  le  moment  d'inertie  d^unpo- 

Fig.  5a.  lyèdre  homogène ,   de 

z\  forme  quelconque ^  au- 

\  tour  d* une  droite  quel'- 

^  X  conque    OX,   sera  re- 

pré sente  par  la  même 

rmule^    pourvu   que 

'on    étende  le    signe 

sommalolre\^à  toutes 

'  \    les    pyramides    ayant 
J,  B    pour  sommet  un  même 
point  de  la  d/vite  OX 
I      et  pour  bases  les  dif- 
férentes faces  du  po- 
lyèdre^   et    que   dans 
cette    somme    on    re- 
garde comme  négatives  les  masses  des  pyramides  qui, 
relativement  à  leur  base^  sont  situées  du  côté  opposé 
an  polyèdre. 

Considérons  la  pyramide  triangulaire  OGBA. 
Soient  : 

|o   la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  O  sur  la 
base; 


A^    forn 
al  on 
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iï«  la  perpendiculaire  abaissée  du  poini  G  sur  le 
côtéAB-,> 

K  un  point  quelconque  du  solide; 

H  le  pied  de  la  droilt  OK  sur  le  plan  de  la  base  ; 

I  Tintersection  de  la  droite  GH  avec  le  côté  AB; 
^    ^  la  distance  BI;  ;i 

n  1}  projection  de  GH  sur  la  droite  y;o  ; 

l  la  projection  de  OK  sur  la  droite  Ç^. 

Les  valeurâ^ assignées  aux  quantités  Ç,  73,  ^  définissent 
la  position  du  point  K.  ^   iP  n* 

Prenons  pour  éléiùent  de  la  base  GAB  le  petit  quadri- 
latère compris  entre  la  droite  GI,  une  droite  infiniment 
voisine  menée  par  le  point  G,  une  parallèle  à  AB  menée 
{>ar  le  point  H  et  une  parallèle  infiniment  voisine.  La  sur- 
face de  cet  élément  sera  —d^.dm.   Concevons  que  cet 

^élément  soit  la  base  d^uft  petite  pyramide  ayant  son 
sommet  au  pointO,  et  prenons  pour  élémentde  masse  dM 
la  masse  du  petit  solide  découpé  dans  cette  pyramide  par 
un  plan  mené  au  point  K  parallèlement  à  la  base,  et  par 
un  plan  parallèle  infiniment  voisin.  En  supposant  la  den- 
sité égale  à  l'unité,  nous  aurons 

Ceci  posé,  soient  arj  x\  a/'  les  abscjjsses  des  points  K,  H, 
I,  et  pij  Zi,  ^1  les  projections  des'  distances  p^  /,  a  sur 
l'axe  des  x. 
Mous  aurons 


et  par  conséquent, 
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D'après  cette  valeur,  et  en  observant  que  pour  embrasser 

toute  la  pyramide  triangulaire  il  fAit  faîre*varier  les 

y     jj     g 
rapports  ->  -»  7-  de  zéro  à  Funité,  il  vient 

iJki^oixime  de  toutes  les  équations  semblables,  relatives 
a  toutes  fes  pyramides  triangulaires  qui  composent  la  py- 
ramide donnée,  fera  connaître  l'expression  de  l'intégrale 

I  x*dM.  étendue  à  tous  les  éléments  de  ce  dernier  corps. 

Les  trois  remarques  suivantes  permettent  de  simplifier  le 
résulut.  ^  Il 

i^  Le  produit   ayio^o  est 'égal    à  six  fois   la   masse* 
de  la  pyramide  triangulaire  *,  on  peut  donc  le  remplacer 
par  6M . 

2°  Pour  tes  deux  pyramides  triangulaires  qui  se  joi- 
gnent au  milieu  B  d'une  même  arête,  la  quantité  repré- 
sentée par  ai  est  égale  et  de  signe  contraire,  tandis  que 
les  autres  quantités  qui  figurent  dans  la  forftiule  sont 
égales  et  de  même  signe  ]  donc  les  termes  qui  cbntiennenl 
ai  à  la  première  puissance  disparaissent  dans  la  somme 
relative  à  toutes  les  ]pyramides. 

3°  Le  produit  -=£irioÇoA>i'i  se  décompose  en  deux  fac- 
teurs ■=  ^oPi  ei-ario  "^hj  dont  le  premier  reste jconstant 

o  2  ^ 

quand  on  passe  d'une  pyramide  triangulaire  à  une  autre, 
et  dont  le  second  représente  le  moment  statique  de 
Faire  GAB  par  rapport  à  un  plan  mené  par  le  centre  de 
gravité  G  perpendiculairement  àVaxé  OX.  Or  ces  mo- 
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ments,  relatifs  aux  différents  triangles  qui  forment  la  base 
Ade  la  pyramide  donnée,  ont  une  somme  nulle*,  donc  le 
teraie  amt^^Piit  disparait  dans  la  somme. 
Il  reste  finalement 

On  aura  de  mème^  en  nommant  Pt^  J%^  a^  et  p^^  /g,  a^ 
les  projections  dep,  l,  a  sur  les  axes  OY  et  OZ, 

La  somme  de  ces  deux  dernières  équations  donne  préci- 
sément la  formule  qu^il  s^agit  de  démontrer. 

Comme  application^  nous  calculerons  le  moment  d'i« 
t  nerûe  d'un  polyèdre  régulier  homogène,  autour  d'un 
axe  OX  passant  par  le  centre  de  gravité  de  ce  corps  et, 
par  suite,  autour  d'un  axe  quelconque. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  a  l'inspection  des  polyèdres 
réguliers,  par  la  considération  de  l'ellipsoïde  central,  que 
les  moments  d'inertie  de  ces  corps  autour  des  axes  qui 
passent  au  centre  de  gravité  sont  tous  égaux. 

En  effet,  dans  le  tétraèdre  les  droites  qui  joignent  les 
milieux  des  arêtes  opposées,  dans  le  cube  les  droites  qui 
joignent  les  centres  des  faces  opposées,  dans  l'octaèdre  les 
droites  qui  joignent  les  sommets  opposés,  sont  trois  droites 
rectangulaires  passant  au  centre  de  gravité  du  polyèdre, 
et  autour  desquelles  les  moments  d'inertie  sont  évidem- 
ment égaux.  Il  en  résuite  que  l'ellipsoïde  central  relatif 
au  centre  de  gravité  est  ime  sphère. 

Dans  le  dodécaèdre  et  Ficosaèdre  les  droites  qui  joi- 
gnent les  centres  de  gravité  des  faces  opposées  passent  au 
centre  de  gravité  du  polyèdre,  et  sont  évidemment  des 

IL   2*  *I>iT.  4 
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diamètres  égaux  de  Tellipsoïde  central  relatif  à  ce  points 
d'ailleurs  la  disposition  de  ces  droites  est  telle,  qu'elles  ne 
peuvent  être  des  diamètres  égaux  d'un  ellipsoïde  qu'au- 
tant que  celui-ci  est  une  sphè^. 

D'après  cela  le  moment  d'inertie  autour  de  Taxe  OX 
est  égal  au  tiers  de  la  somme  des  moments  d'inertie  au- 
tour des  trois  axQj|^OX,  OY,  OZ;  c'est-à-dire  que  l'on  a 

De  plus,  les  quantités  p,  /,  a  sont  les  mêmes  pour  toutes 
les  pyramides  triangulaires.  La  masse  M  de  chacune  de 

ces  pyramides  est  ^  pla.  Si  l'on  nomme  /ut  le  nombre  des 

arêtes  sur  chaque  face  du  polyèdre,  et  v  le  nombre  des 
arêtes  qui  se  réunissent  à  chaque  sommet,  le  nombre  des 
pyramides  triangulaires,  quadruple  du  nombre  total  des 
arêtes,  sera 

8/xv 

2  (p,  -h  v) fAV 

De  tout  cela  résulte  la  valeur  suivante  du  moment  d'i- 
nertie, 

J   ^"^  ^  ï5  2(fi-^  v)  —  p  V        2         6    / 

L'une  des  longueurs  p^  /,  a  étant  donnée,  les  deux  autres 
s'en  déduisent  par  les  relations 

[p^  -f-  n)  sin» -  =  (/?*  -f-  /*  4-  a')  ces»-  (*), 

/sm-  =  acos-* 
f*  f* 

HoppE,  Jrchiv  der  Mathematik  und  Physiky  von  J.  A.  Gninert; 

Greiswald,  i855,  t.  XXTV,  p.  204. 

(*)  On  obtient  celte  relation  en  considérant  le  trièdre  dont  le  sommet 
eit  au  centre  de  gravité  du  polyèdre  et  qui  a  pour  arêtes  OA,  OB,  OG.  En 
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3.  Démontrer  la  proposition  suivante  :  SfVon  cherche 
V ellipsoïde  central  d 'un  corps  pour  chacun  des  points 
d^une  même  droite,  et  que  Con  mèn^le  plan  conjugué 
de  cette  droite  dans  cha^n  des  Hupsoïdes,  tous  ces 
plans  se  couperont  suivant  une  même  ligne. 

Prenons  la  droite  considérée  pour  ^je  dfRp:,  et  repré- 
sentons par  Xi,  j^i,  Zi  les  coordonnéalu- centre  de  gra- 
vité du  corps.  L'équation  (Y)  représentera  Tellipsoïde 
central  relatif  au  point  pris  pour  origine^  et  pour  en  dé- 
duire l'équation  de  rellipsoïde  relatj^au  point  x  =  d,  il 
suffira  de  changer  ^ 

kenx  —  S]  a 

a  en^  I  (x— J)'rfM  =  a-i- 5"— 2X1 J; 

e  en  e  —  Zii\  ^  '^ 

/en/— JiCÎ. 

Mais  il  ne  sera  point  nécessaiy  de  former  cette  seconde 
équation  ;  car  les  substitutions  indiquées,  faites  dans  Té- 
qaation  du  plan  conjugué  de  l'axe  des  x  relativement  au 
premier  ellipA)ïde,  donneront  l'équation  du  plan  conju- 
gué du  même  axe  relativement  au  second  ellipsoïde. 

D'après  cela,  l'équation  du  premier  plan  conjugué  est 

(i)  (A  -f-  r)  ^  —/x  —  <?«  =  o, 

et  celle  du  second, 

eflet,  les  angles  dièdres  correspondants  à  ces  arôtes  sont  respectivement 
-)-)-:  il  en  résulte  que  Ton  a 

ces  -  =  sin  -  cos  (  AOB  ); 
et  par  conséquent, 

ÔB*sin«-=5Â'cos«-* 

4- 
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L'Intersec^ti  de  ces  deux  plans  est  représentée  par  Té- 
quation  (i)  jointe  à  Téquation 

Or  ces  deux  é(|uatiGjts  sont  indépendantes  de  d]  par  con- 
séquent ru^ersectiôn  appartient  au  plan  conjugué  de 
l*!»  des  jfVânsXellipsoïde  centrai  relatif  à  Tun  quel- 
conque des  poiniPde  cet  axe. 

S;^pposons  que  e  el  f  soient  nuls  pour  une  origine 
convenablement  choisie,  c'est-à-dire  que  la  droite  donnée 
soit  un  axe  principe  d'inertie  relativement  à  Tun  4|^  ses 
points  pris  pour  origine.  "^  ^ 

Alors,  d'après  l'équation  (i),  l'intersection  commune 
des  plans  conjugués  sera  dans  le  plan  desjz]  d'après  l'é- 
quation (aLgelle  sera  située  dansun  plan  perpendiculaire 
au  plan  dmrminé  par  l'axe  des  x  et  par  le  centre  de  gra- 
vité, et  sa  distance  à  l'axe  des  x  sera  le  quotient  4u  carré 
du  rayon'4e  gîration  autour  de  cet  axe  par  la  distance  du 
centre  de  gravité  au  même  axe.  Il  résulte  de  là  et  d'une 
proposition  bien  connue  que,  si  le  corps  estkUbre  de  tour- 
ner autour  de  la  droite  considérée^  et  qu'une  force  in- 
stantanée vienne  à  le  Jrapper  suiv^ant  V intersection 
commune  des  plans  conjugués,  Vaxe  néproui^era  au- 
cune percussion, 

4.  Trou\^er  pour  un  corps  quelconque  le  lieu  des 
points  O  tels  que,  les  axes  piincipaux  d^ inertie  relatifs 
à  ce  point  étant  pris  pour  axes  coordonnés,  l'une  des 
quantités  * 

«=:iJ.'rfM,  b=^Jrif^,  ^^ii/'^'M 

ait  une  valeur  assignée  d"* avance  H. 

Ées  seules  données  de  la  question  sont  les  valeurs  A, 
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B,  C  que  prennent  les  quantités  a,  b,  c  lâmqiie  V ori- 
gine O  coïncide  aî^ec  le  centre  de  grav^ité  du  corps. 

Prenons  d'abord,  autour  du  point  41,  des  axes  coor* 
donnés  rectangulaires  de  directions^quelconques,  OX'^ 
OY',  OZ',  et  posons 

d'=^Jyz'dM,  e'=±JzVrfM,  r=ifx'jmd. 

Représentons  encore  par  h  Tune  des  quantités  a,  b^  c,  r 
ensorte  que  M  (a -h  4  -h c  —  h)  soit  l'un  des  moments 
d'inertie  principaux  relatifs  à  Torigine,  et  nommons  X,  fi^ 
V  les  cosinus  des  angles  que  fait  l'axe  de  ce  moment  avec 
nos  axes  coordonnés. 
L'équation  de  rellipsoïde  central  sera 
(6'  -h  c')  x'»  -4-  (c'  -h  a')y^ ■+-  (a'  -+-  b')  z'»  —  nd'/z' 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

o^j/»  ^  b'y^  -h  c'z''  H-  2r/'/z'  4-  2^'z'x'  -\-  if'x'y 

—  ( û'  +  ^'  hL  c')  (y^  +yi  +  z'2)  __  '  .  , 

M     ^  ,. 

Appliquons  cette  équation  au  point  de  li  surface  qui 
est  sitdé  sur  un  ai^e  principal.  En  nommant  X,'fji,  v  les  ^ 
cosinus  des  angles  que  cet  axe  fait  avec  les  sites  coor- 
donnés, et  observant  que  l'inverse  du  carré  de  la  distsmce 
du  point  considéré  à  l'origine  est  M(a'4-ft'-f-c' — h)  ou 
M(a-|-i4-c — A),  il  vient  f 

I^eplas,  puitifue  Taxe  principal  d'inertie,  est  normal  à 
la  surface  de  Tellipsoïde,  les  quantités  X,  fx,  v,  h  dolvftt 


0 
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vérifier  les  relations 

a'X-¥-/'ii-he'if  __b'ii-hd\-h/'X  _c'j^e''k-hd'iL  _ 

^  p.  V 

%)VL  nous  tirons,  par.  l'élimination  des  cosinus, 

/*^  —  (a' -h  &' 4- c')  ^» -h  («' 6' -i- 6V -h  c' û' -  é/'^  —  I?'' — /' 
jWgp' ^ V  —  û' é/'»  —  ^' e'2  —  c'/'^ -h  2  rf' ^' /•' )  =  o. 

Telle  est  Téquation  qui  a  pour  racines  les  trois  vale 

de  Afporrespondantes  à  l'origine  O. 
^    SupposÉDs  maintenant  que  les  axes  OX',  OY',  ( 
^p)ient  parallèles  aux  axes  principaux  d'inertie^'clatifs 

centre  de  gravité,  et  transportons  l'origine  à  ce  ceni 

Nous  aurons,  en  nommant  ^,  >3,  ^  les  coordonnées 

point  O  relatives  à  la  nouvelle  origine, 

^'^^  \d'  =  rii;,     .        e'=Ç?,  /'  =  Ç>j; 

et,  par  la  subs^tution  de  ces  valeurs,  la  dernière  équat 
deviendra 


h  —  A      /i  —  Bà  —  C 


=  I. 


Quand  on  y  donne  à  A  la  v^eur  partidulière  H,  Téq 
tion  résdttante 

V  »'  Ç' 

t  ■  ''  ' 

^présentc^le  lieu  cherché. 

Ce  lieu  est  une  surface  du  second  ordre,  qui  a  p 
centre  le  centre  de  gravité  du  corps,  et  pour  axes  les  i 
principaux  d'inertie  relatifs  au  centre  de  gravité. 

Soit 

^         •  A<|<C. 

Pour  que  la  surface  soit  réelle,  il  faut  que  H  soit  st 
riettt  à  A.  Suivant  que  H  est  compris  entre  A  et  B,  B  c 

m 
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OU  que  H  est  supérieur  à  C,  la  surface  est  un  hyperbo- 
loide  à  deux  nappes,  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  ou 
un  ellipsoïde. 

Les  surfaces  en  nombre  infini  que  Ton  obtient  en  faisant 
varier  H  sont  toutes  hoinofocales.  Il  en  résulte,  comme 
Ton  sait,  que  deux  surfaces  de  même  famille  ne  se  ren- 
contrent pas,  et  que  deux  surfaces  de  ftmilles  difTéopoiles 
se  coupent  à  anglef^roit  suivant  leurs  lignes  de  courBEure. 

Les  axes  principaux  d'inertie  relatifs  à  un  point^uel- 
conque  O  sont  dirigés  suivant  les  tangentes ^ux  inter-^ 
sections  des  trois  surfaces  homofocales  qui  passent  à  c7 
point. 

En  effet,  les  cosinus  des  angles  que  la  normale  à  Tune 
des  surfaces  fait  avec  les  axes  coordonnés  sont  propor- 
tionnels aux  quantités 


H  — A'      H  — B'      H  — C 

Or,  si  dans  les  équations  (i),  qui  définissent  les  directions 
des  axes  principaux,  on  remplace  h  par  H,  X,  fz,  v  par  les 
fractions  précédentes,  et  a\  i',  c',  d^,  c\f'  P*r  les  va- 
leurs (2),  ces  équations  sont  identiquement  vérifiées,  eu 
égard  à  ce  que  1«' point  (Ç,  m,  Ç)  se  trouve  sur  la  surface 
représentée  par  l'équation  (3). 

En  chaque  point  O,  les  qu!ntité%désignées  par  a,  &,  c^ 
rangées  par  ordre  de  grandeur,  se  trouvent  comprises 
respectivement  entre  A  et  B,  B  et  C,  C  etoo  .  II  s'ensuit 
que  les  moments  d'inertie  principaux  rangés  par  ordre 
de  grandeur,  a  -i-  J,  a-i-c,  i  -f-  c,  étant  comparés  aux 
moments  d'inertie  principaux^ relatifs  au  centre  de  gra- 
vité et  rangés  dans  le  même  ordre,  A-f-B,  Ah-  C,  B-hC, 
vérifient  les  inégalités  suivantes  : 

A4-B<fl-4-è<B-f-C,     û-+-c>A-i-C,     'i-i-c>BH-C. 


m 
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Il  nous  est  facile  de  trouî^er  les  points  où  les  trois  mo~ 
ments  d'inertie  ont  trois  valeurs  données. 

Soient  H|,  Hs,  Hg  les  valeurs  de  a,  &,  c  qui  résultent 
des  trois  moments  donnés,  et  Ç,  yj,  Ç  les  coordonnées  des 
points  dont  il  s'agit. 

Pour  obtenir  ces  coordonnées  il  nous  faut  résoudre  les 
trois  équations  simultanées 


H. 

— 

A 

H. 

B 

H, 

1  — 

c 

V 

H- 

«' 

-h 

Ç' 

H, 

,— 

A 

H: 

î    "~" 

B 

H: 

c 

V 

.1- 

n' 

_i- 

ç* 

H3  —  A       H,  —  B       Hj  —  C 

Nous  y  parviendrons  facilement  comme  il  suit  (*)  : 
Dans  l'équation  (3),  (|ui  comprend  chacune  des  équa- 
tions proposées,  remplaçons  H  par  A — li,  et  considérons 
alors  ^,  y?,  ^  comme  des  quantités  connues,  et  u  comme 
Finconnue.  Sous  ce  point  de  vue,  Féquation  sera  du  troî^ 
sième  degré,  et  ses  racines  seront  A  —  Hi,  A  —  H„ 
A  — H,.  *; 

Cette  équation  pourra  s'écrire 

^+;^  +  «H_^B-^ir-^i.-^C-A=°- 

Faisant  disparaître  les  dénominateurs  et  égalant  le 
dernier  terme  au  produit  des  racines  chan^  de  signe,  il 
vient 

Ç^(B-A)(C-A)=~4A-H.)(A-H0(A~H3). 


(*)  Le  procédé  de  résolmion  que  nous  donnons  ici  est  dû  au  P.  Cbe- 
lioi  ;  il  s'applique  a  un  nombre  quelconque  d'équations  de  môme  forme. 
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Nous  troaverioDS  de  même 

«'  (C  —  B)(A  —  B)  =  -  (B  -  H.)  (B  -  H,)  (B  -  H,), 
Ç' (A-  C)(B  -  C)  =  -  (C  ~  H.)  (C  -  H,)  (C ~  H,). 

Les  équations  sont  résolues.  On  voit  qu'il  exisV^  huit 
points  où  les  trois  moments  d'inertie  principaux  ont  les 
valeurs  données.  Ces  huit  points  appartiennent  tous  à  un 
même  système  de  trois  surfaces  \  ils  sont  deux  à  deux  aux 
extrémités  d'un  même  diamètre,  et  pour  chacun  de  ces 
coaples  de  points  les  axes  principaux  d'inertie  sont  pa- 
rallèles. 
J.  BorcT,  Journal  de  l'École  Pofyt.^  XVI«  Cahier,  p.  4 1  ;  i8i  i  • 

S.  Étant  donnés  les^xes  et  les  moments  d'inmrtie 
principaux  relatifs  au  centre  de  grav^ité,  déterminer  le 
lieu  des  points  où  deux  des  moments  d^ inertie  prince 
poux  ont  une  même  9ùleur. 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent,  et  sup- 
posons toujours  A  <é<]  C.  II  nous  faut  troufer  la  rela- 
tion qui  existe  entre  Ç,  y?,  (f  loîsque  Téquation  en  H, 

'  E"  u*  Ç' 

tdeux  racines  ég^es. 

Quand  deux  racines  différentes  de  A,  d,  C  sont  égalas, 
l'une  d'elles  appartient  à  Téqnation  dérivée 

=  0. 


(H  — A)»       (H  — B)»       (H  — C)»" 

Or  cette  dernière  équation  n'a  que  des  racines  imagi- 
naires; donc,  s'il  est  des  racines  doubles,  elles  ne  sont 
autres  que  A,  B  ou  C. 

Pour  reconnaître  dans  quels  cas  ces  quantités  sont  ef- 
fectivement des  racines  doubles,  il  convient  de  faire  dis- 
paraître les  dénominateurs  de  Téquation   (i)    avant  de 
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prendre  sa  dérivée.  Alors  on  arrive  sans  peine  aux  ré- 
sultats suivants  : 

La  valeur  H  =  C  est  racine  double  quand  on  a 

(2)      ^  C  =  o     et        ^         .       ^       —. 


C— A       C— B 
La  valeur  H  =  B  est  racine  double  quand  on  a 

(3)  ,=0     et     ^-^=,, 

,    La  valeur  H  =  A  ne  peut  jamais  être  racine  double. 

Par  conséquent,  L* ellipse  et  l'hyperbole  représentée 

parles  équations  (a)  et  (3)  contienilient  tous  les  point 

où  d^ux  dcsD|oments  d'inertie  pVincipaux  ont  unemèm 

valeurt 
«I  J.  BiNET,  ibid, 

6.  Déterminer  tous  les  points  ou  les  axes  principaux 
sont  parallèles  à  ceux  qui  se  coupent  en  un  point  donne 

Soient  (J'ie  point  dond|f  OX',  OY',  OZ'  les  axes  prin 
cipaux  qui  se  coupent  à  ce  point,  GX,  GY,  GZ  des  Axe 
parallèles  menés  par  le  centre  de  gravité,  et  Xi,  ji,  z^  \i 
coordonnées  du  point  O  relatives  aux  derniers  axes. 

On  a,  par  hypcahèse, 

/y  z'  r/M  z=  o,       îz' x' rfM  =  o,      Çx'y  flfM  =  o, 
ou  bien,  en  transportant  les  axes  au  centre  de  gravité, 


I' 


I  yzd'^A  -h  M j,  z,  =  o , 
(A)  ^     I  zjTc/M-f-Mz,  j?,  =  o, 


/ 


jr/e/M  -f  Ma:,/i  =  o . 
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Lesint^rales  qui  figurentdans  ces  équations  (A)conser- 
ventla  même  valeur,  lorsqu'on  substitue  au  point  donné  O 
un  nouveau  point  autour  duquel  les  axes  principaux 
d'inertie  aient  les  mêmes  directions.  Par  conséquent  nous 
obtiendrons  le  lieu  cherché  en  résolvant  les  équations  (A) 
par  rapport  à  a:i,^i,  Zi,  et  regardant  les  intégrales  comme 
des  constantes. 

S'il  n'est  aucune  des  intégrales  qui  soit  nulle,  les  équa- 
tions (A)  nous  donneront  deux  systèmes  de  valeurs  de 
Xi,^i,  z,  égales  et  de  signes  contraires.  Ainsi,  il  n'est  en 
général  que  deux  points  où  les  axes  principaux  aient  des 
directions  données.  La  droite  qui  unit  ces  deux  points  est 
divisée  en  deux  parties  égales  par  le  centre  de  gravité. 

Admettons  maintenant   que  Tune  des  intégrales  soit 

nnlle;   ce  sera  par  exemple  l'intégrale  j  yzdM.  Alors 

nous  aurons 

Zi=zo     ou     ^,=:o;> 

e)..par  conséquent  Tune  des  deux  autres  intégrales  sera 
nolle. 
Soient 

2,  =1  o     et'     /  zxdM  =z  o. 

Dans  ce  cas  le  point  donné  O  se  trouve  sur  l'un  des 
plans  principaux  d'inertie  relatifs  au  centre  de  gravité; 
Ton  des  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  point  donné, 
QZ',  est  parallèle  à  Tun  des  axes  principaux  d'inertie  re- 
latifs au  centre  de  gravité-,  et  le  lieu  cherché  est  l'hyper- 
bole équilatère  représentée  par  l'équation 


M.r,jr. 


-  iarrdfil  =  ( 


Supposons  enfin  que  les  trois  intégrales  soient  nulles. 
Dans  ce  cas  deux  des  coordonnées  Xi,  j^i,  ^,  sont  nulles; 


6o  MÉGÀlfIQI]E   RATIONNELLE. 

c'est-à-dire  que  le  lieu  cherché  est  l'un  quelconque  des 
trois  axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  centre  de  gra- 
vité. 

GuiBERT,  Joum,  de  V École  Polyt,^  XXV*  Cahier,  p.  1 18. 

Corollaire.  —  Le  résultat  obtenu  dans  le  cas  d'une 
intégrale  nulle,  comparé  à  celui  du  problème  4,  nous 
conduit  à  ce  théorème  de  géométrie  :  Sur  une  série  d'ed- 
lipses  ou  d^ hyperboles  homofocaleSy  le  lieu  des  points 
de  contact  des  tangentes  parallèles  à  une  direc^n 
donnée  est  une  hyperbole  équilatère  qui  passe  aux  foyers 
communs. 

7.  Étant  donnés  un  corps  et  un  point  choisis  à  vo^ 
lonté,  déterminer^  parmi  toutes  les  lignes  gui  passent  à 
ce  point,  celles  qui  sont  un  axe  principal  d 'inertie  du 
corps  relativement  à  Vun  de  leurs  points. 

Soient  P  le  point  donné  ;  GÇ,  G>3,  GÇles  axes  princi- 
paux d'inertie  relatifs  au  centre  de  gravité;  $1,  y?,,  ^i  les* 
coordonnées  du  point  P  par  rapport  à  ces  axes  ;  X,  p,  v  les 
cosinus  des  angles  qu'une  droite  menée  par  le  point  P 
forme  avec  ces  axes  5  O  le  point  de  cette  droite  par  rapport 
auquel  elle  est  un  axe  principal  d'inertie  ;  ria  distance  PO  ; 
OX',  OY',  .OZ'des  axes  parallèles  à  ceux  des  $,  to,  ^5  et 
conservons  pour  le  reste  la  notation  du  problème  4. 

Les  co9inus  X,  ]^,  v  doivent  (Probl.  4)  vérifier  les  équa- 
tions 

an,-h/'iJL-he'v_b'ii.-\-d'v-h/"k_c'v-he''k-hd'^ 

(A) —  —  9 

A  /x  V 

et 

Or  on  a,  pour  un  point  quelconque  (^S  j',  «O?  (S?  ^»  0> 

x'=::Ç— (|,-i-rX),     /=„  —  („, -h  rp), 
2'=Ç-(Ç.-f-rv); 
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d'où 

a'=  A  -i-  (Ç.  -4-  r\)\     é' =  B -*-(«, -i-  rptjS 
c'=C-f.(Ç,-+.rv)% 
rf'  =  („,-4-rp)(Ç.4-rv),     ^' =  (Ç. -i- rv)  (Ç. -i- r>),    ^ 
/'==(?.  4-rX)(„.  +  rpL). 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (A),  et  éli- 
minant r,  ce  qui  est  facile  parce  que  les  termes  en  r*  se 
détniisent,  il  vient 

pÇ.  (B  —  C)  -i-  v>rj,  (C  —  A)  -h  VÇ.  (A —*  B)  =  o. 

Cette  relation  nous  montre  que  toutes  les  droftes  con- 
courantes qui  sont  un  axe  principal  d'inertie  pour  un  4to 
leors  points  forment  le  cône  du  second  degré  représenté 
par  l'équation  ^ 

-H(,5-Ç,)(>]->i.)ç.(A-B)  =  o, 
ou 

(B  — C)Ç.iiÇ  -f.(C~A)>î.«  -i-(A-B)Ç.Ç« 

+  (B-C)>i,î;,çh-(C-a)ç.h,,jh-{a-B)ç,>î,çi=:o. 

AMPÈas^  Mém.  de  ^JcaJ^des  Se,  dé  Paris ^  t.  V;  1821- 1822. 

Corollaire.  —  Delà  et  du  résultat  du  problème  4  nous 
concluons  cette  proposition  de  géométrie  :  Le  lieu  de 
toutes  les  normales  que  Von  peut  abaisser  d^un  point 
donné  sur  trois  séries  de  surfaces  homofocales  est  un 
cône  du  second  degré, 

8.  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  l'arête  d^un  tétraèdre  homogène  soit  un  axe 
principal  d'inertie  du  corps  relativ^ement  à  Vun  de  ses 
points^  est  que  cette  arête  soit  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à  V arête  opposée. 

Bakhe,  Noupelles  Annales  de  Mathématiques^  i854,  p-  385. 
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9.  Nous  proposerons  de  vérifier  quelques-uns  des  ré- 
sultats suivants  :     '^ 

Il  s'agit  de  corps  homogènes  ;  on  nomme  k  le  rayon  de 
gi  ration. 

Pour  une  droite  AB  autour  d^un  axe  qui  passe  à  l'ex- 
trémité A  et  fait  un  angle  (3  a^ec  la  droite,  la  longueur 
de  la  droite  étant  l,  on  a 

Pour  une  droite  autour  d^un  axe  perpendiculaire  et 
nf/i  situé  dans  le  même  plan,  a  a  étant  la  longueur  de 
la  droite  et  b  la  perpendiculaire  abaissée  du  milieu  de  la 
i^roite  sur  l'axe,  ^ 

Pour  un  arc  de  cercle  autour  d'un  a^e  perpendicu-^t 
laire  à  son  plan  et  passant  à  son  centre  de  graî^ite, 
r  étant  le  rayon,  c  la  corde  et  a  la  longueur  de  Tare, 

Pour  un  arc  de  cercle  autour  d'un  axe  perpendicu- 
ladre  à  son  plan  et  passant  au  milieu  de  l'arc, 

a  ' 

Pour  la  surface  d'une  ellipse  autour  du  grand  ajte, 
na  étant  le  grand  axe  et  a  &  le  petit  axe, 

4 

Autour  du  petit  axe,  on  aurait  A'  =  y* 
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Pour  la  surface  d*un  triangle  isofèle  autour  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  sommettur  la  base,  la  btse 
étant  2&, 

.      ? 

Pour  la  surface  d^un  triangle  ABC  autour  d'un^axe 
perpendiculaire  passant  au  sommet  A,  les  côtés  opposés 
aux  sommets^,  B,  C  étant  respectivement  a,  b^  c. 

Pour  la  surface  d^un  triangle  autour  d^un  axe  per-- 
pendiculaire  passant  au  centre  de  graî^ité,  ^ 


I 


A^  =  '^{a'-hb'-^c').  ^■ 


Pour  la  surface  d^une  ellipse  autour  d'un  axe  per- 
pendiculaire  passant  au  centre^  ^a^^b  ét^nt  les  axes  de 
la  courbe, 

Pour  la  surface  d'un  parallélogramme  autour  d'un 
oxe  perpendiculaire  passant  au  centre,  2a^  2  b  étant 
les  côtés. 


Pour  la  surface  d'un  polygone  régulier  autour  d'un 
<vce  passant  au  centre  de  gravité,  n  étant  le  nombre  des 
côtés  et  c  la  longueur  de  chacun  d'eux, 


2  -f-cos  — 

,.=ii 1. 

12  27r 

I  —  ces 

n 


Pour  une  sphère  creuse  autour  d'un  diamètre,  a  et  b 
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étant  les  rayons  de  la  surface  externe  et  de  la  surface  în- 
t*ne,  •^' 

Pour  un  cône  droit  auteur  de  Sfin  axe,  a  étant  le  rayon 
de  la  base, 

>t'  =  —  a\ 

lO  ^ 

Pour  un  cylindre  autour  de  son  axe,  a  étant  le  rayon 
de  la  base, 

1 

^Pour  un  cylindre  autour  d^une  perpendiculaire  au 
milieu  de  Vaxe,  a  étant  le  rayon  de  la  base  et  2  &  la  lon- 
gueur du  cylindre,    . 

4  3 

Pour  un  cône  droit  autour  d'une  perpendiculaire  à 
taxe  menée  par  le  centre  de  gravité,  a  étant  le  rayon 
de  la  base  et  c  la  hauteur  du  cône, 

^'  =  ^(4«^  +  ^^)- 

Pour  une  lentille  biconvexe  autour  d^un  diamètre  de 
m  base  commune  des  deux  lentilles  plan-convexes  qui 
la  composent,  la  notation  restant  la  même  que  dans  le 
problème  1, 

_    I    ']a*-h  iSn^b^-h  lob* 

""  20  «M^Tï^ 

Plusieurs  de  ces  résultats,  et  en  particulier  ceux  qui  se 
rapportent  aux  solides,  ont  été  donnés  par  Euler  dans 
Touvrage  imitulé  :  Theoria  motus  corporum  solidoi'um, 
'  c^p.  VI. 
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CHAPITRE  VIL 

PRINCIPE  DES  FORCES  VIVES  ET  DE  LA  TRANSMISSION 
bu  TRAVAIL. 


SECTION   I. 

FORCES    VIVES. 

L  expression  Ae  force  vi^e  a  été  introduite  en  Méca- 
nique par  Leibnitz,  qui  s'en  est  servi  pour  la  première 
fois  dans  son  Mémoire:  «  Spécimen  dynamicum  pro  ad- 
mirandis  naturae  Icgibus  circa  corporum  vires,  et  mutuas 
actiones  detegendis,  et  ad  suas  causas  i*evocandis  »  [Acta 
eruditorum,  1795).  Il  avait  en  vue  de  distinguer  la  force 
d'un  corps  en  mouvement  de  celle  d'un  corps  immobile 
qui  presse  un  obstacle.  Cette  dernière  force,  qui  n'est  en 
effet  qu'une  tendance  au  mouvement,  fut  nommée  par 
opposition  y  b/cc  morte, 

La  mesure  de  la  force  vive,  nommée  aussi  à  cette  époque 
force  motrice  o\x  force  moussante ,  fut  le  sujet  d'un  débat 
mémorable  dans  les  annales  des  sciences  entre  Leibnitz 
et  les  disciples  de  Descartes. 

leibnitz  considérait  la  force  vive  comme  une  puissance 
inhérente  au  corps  en  mouvement,  par  laquelle  il  est  ca- 
pable de  vaincre  une  certaine  somme  de  résistance.  Pour 
trouver  la  mesure  de  la  force  vive,  il  regardait  tout  corps 
animé  d'un  mouvement^  comme  ayant  reçu  ce  mouvement 
par  Faction  de  la  gravité  en  tombant  d'une  hauteur  con- 
venable. Or,  disait-il,  si  un  corps  de  masse  m  est  animé 
d'une  vitesse  v^  il  est  capable  de  remonter  à  une  hauteur 

égale  à  —,  en  surmontant  la  résistance  produite  par  la 

II.    a*  ÉDIT.  5 
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gravité.  Si  le  corps  était  animé  d'une  vitesse  double, 
triple,  etc.,  il  serait  capable  de  remonter  à  une  hauteur 
quatre  fois,  neuf  fois,  etc.,  égale  à  la  précédente;  donc  il 
serait  capable  de  vaincre  une  résistance  quatre  fois,  neuf 
fois,  etc.,  égale.  De  là  il  suit  que  la  force  vive  est  propor- 
tionnelle au  carré  de  la  vitesse  i^-,  elle  est  d'ailleurs  évi- 
demment proportionnelle  à  la  masse  m,  comme  la  résis- 
tance de  la  gravité;  donc  la  vraie  mesure  de  la  force  vive 
est  le  produit  de  la  masse  par  le  carré  de  la  vitesse  ou  mv^. 

Les  disciples  de  Descartes  répondaient  que  si  le  corps 
possède  une  vitesse  double,  il  peut  à  la  vérité  remonter  à 
une  hauteur  quadruple  *,  mais  cela  dans  un  temps  double. 
Or  produire  un  eflet  quadruple  dans  un  temps  double, 
c'est  avoir  une  puissance  double  et  non  une  puissance 
quadruple^  donc  la  puissance  ou  la  force  vive  d'un  corps 
en  mouvement  est  simplement  proportionnelle  à  la  vi- 
tesse, et  sa  mesure  naturelle  est  le  produit  de  la  masse 
par  la  vitesse  ou  my.  Et  d'ailleurs,  ajoutaient-ils,  si  Ton 
ne  faisait  pas  entrer  la  durée  de  l'cfTort  dans  l'estimation 
de  la  force,  il  s'ensuivrait  qu'un  enfant  aurait  la  même 
force  qu'un  homme,  puisqu'un  enfant  peut  faire  en  deux 
jours  le  travail  qu'un  homme  fait  en  un  seul  jour. 

Du  côté  de  Leibnitz  se  rangèrent  Jean  et  Daniel  Ber- 
nouUi,  Wolff,  S'Gravesande,  Camus,  Muschenbroeck, 
Papin,  Hermann,  etc.  Les  principaux  adversaires  furent 
Maclaurin,  Clarke,  Stirling,  Désaguliers,  Robins  et 
Mairan.  Malgré  leurs  définitions  opposées,  les  deux  partis 
arrivaient  aux  mêmes  résultats  dans  la  plupart  des  pro- 
blèmes. 

Cette  discussion  dura  trente  années.  Enfin  d'Alembert 
fit  voir,  dans  la  préface  de  sa  Dynamique ^  que  la  dispute 
portait  principalement  sur  les  termes,  sans  avoir  aucun 
rapport  nécessaire  avec  les  principes  fondamentaux  de  la 
Mécanique.  Depuis  cette  époque  on  est  convenu  de  nom- 
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mer  quantité  rie  mouvement  d'un  corps  le  produit  de  sa 
masse  par  sa  i^itessc,  d'appeler /brce  viv^e  le  produit  de  la 
masse  par  le  carré  de  la  vitesse,  et  de  conserver  au  mot 
force  motrice  la  signification  que  lui  attribue  Newton 
dans  les  Principes,  savoir  le  produit  de  la  niasse  du  corps 
par  l'accélération  que  la  force  communiquerait  au  corps 
s'il  était  libre.  V accélération  dont  il  s'agît  ici  est  la 
dérivée  par  rapport  au  temps  de  la  vitesse  estimée  dans 
le  sens  de  la  forcc^  on  la  nomme  dMsû  force  accélératrice. 
Ces  dénominations  sont  indépendantes  de  toute  théorie 
sur  la  nature  intime  des  forces;  elles  doivent  être  consi- 
dérées comme  des  conventions  faites  pour  simplifier  le 
langage. 

Le  principe  des  forces  vives  consiste  dans  l'existence 
d*une  intégrale  commune  à  tous  les  problèmes  de  Dyna- 
mique où  les  liaisons  s'expriment  par  des  équations  in- 
dépendantes du  temps.  Si  l'on  représente  par  X,  Y,  Z  les 
forces  motrices  qui  sollicitent  la  molécule  m  dans  le  sens 
des  axes  coordonnés,  par  v  la  vitesse  de  cette  molécule 
à  l'époque  f,  par  u^  sa  vitesse  à  l'époque  fo»  et  si  l'on 

convient  que  le  signe  sommatoire  \|  s'étend  à  toutes  les 

molécules  du  système,  l'intégrale   dont   il    s'agit  peut 


s'écrire 


2^,„p»_2)^<';=2  /     2(Xd:r-+-Yr<r-t-Zf/z). 

Dans  le  cas  où  la  somme  ^  (XrforH- Yr/^-h  lidz)  est 

la  différentielle  exacte  d'une  fonction  des  coordonnées  x^ 
JiZ,  etc.,  considérées  comme  variables  indépendantes, 
IWroissement  de  la  force  vive  de  tout  le  système, 
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est  la  somme  des  accroissements  de  force  vive  que  rece- 
vraient les  diiTérentes  molécules  si,  étant  toujours  solli- 
citées par  les  forces  dont  les  expressions  en  fonction  des 
coordonnées  sont  X,  T,  Z,  etc.,  on  les  forçait,  par  des 
liaisons  convenables,  à  passer  de  la  première  position  à 
la  seconde,  en  suivant  un  chemin  choisi  à  volonté. 

Dans  le  cas  où  la  somme  V  (Xdx  -j-  Ydy  -+-  Zdz)  est 

la  diiférentielle  exacte  d*une  certaine  fonction  des  coor- 
données Xy  y^  Zy  etc.,  considérées  comme  variables  assu* 
jetties  à  vérifier  quelques-unes  des  équations  de  liaisons, 
par  exemple  L  =  o,  M  =  o, . . . ,  R  =  o,  Taccroissement 
de  force  vive  de  tout  le  système  est  la  somme  des  accroisse- 
ments de  force  vive  que  recevraient  les  différentes  molé- 
cules si,  étant  toujours  sollicitées  par  les  forces  X,  Y,  Z, 
elles  étaient  forcées,  par  des  liaisons  convenables,  de 
passer  par  un  chemin  quelconque  de  la  première  position 
à  la  seconde,  en  vérifiant  toutefois  les  conditions  L  =  o, 
M  =:  o, . . . ,  R  =  o  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
ment. 

Enfin,  lorsque  la  somme  ^  (Xrfj:  -f-  Xdy  -f-  Z  dz)  n'est 

point  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  des  coordon- 
nées o:,  y  y  z,  etc.,  considérées  comme  des  variables  as- 
sujetties à  vérifier  les  équations  de  liaisons,  l'intégrale 


£2' 


Xrfx-l-Yr/r-hZ^z) 


ne  peut  s'obtenir  qu'en  substituant  à  x^y^  z,  etc.,  leurs 
valeurs  en  fonction  du  temps  fournies  par  l'intégration 
des  équations  du  mouvement  ;  en  sorte  que,  dans  ce  cas, 
le  théorème  des  forces  vives  n'est  d'aucune  utilité  pour 
trouver  les  intégrales  du  problème. 

Quand  plusieurs  molécules  sont  liées  entre  elles  de 
manière  à  former  un  système  solide,  les  actions  mutuelles 
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qui  naissent  de  ces  liaisons  n'entrent  pour  rien  dans  Tac- 
croisseraent  des  forces  vives. 

La  force  vive  d'un  système  se  décompose  toujours  en 
deux  parties,  dont  Tune  est  la  force  vive  due  au  mouve- 
ment du  système  relativement  à  son  centre  de  gravité 
considéré  comme  fixe,  et  l'autre  est  la  force  vive  qu'au* 
rait  le  système  s'il  était  tout  entier  concentré  à  son  centre 
de  gravité,  sans  que  le  mouvement  de  ce  point  soit  altéré. 
Quand  le  système  est  libre,  ou  que  les  liaisons  se  réduisent 
a  des  relations  entre  les  distances  mutuelles  des  molé- 
cules, l'équation  des  forces  vives  s'applique  séparément 
au  mouvement  relatif  du  système  autour  de  son  centre 
de  gravité. 

Le  théorème  des  forces  vives  suffit  pour  déterminer  le 
moavement  des  systèmes  à  liaisons  complètes.  On  nomme 
ainsi  les  systèmes  de  molécules  où  les  équations  de  liai- 
sons sont  en  nombre  égal  aux  coordonnées  moins  une. 
C'est  le  cas  de  presque  toutes  les  machines  employées  dans 
l'indastrie. 

On  trouve  la  première  trace  du  principe  des  forces  vives 
dans  un  postulatum  dont  Huyghens  s'est  servi  pour  dé- 
terminer le  centre  d'oscillation  [*)  ;  mais  ce  fut  Jean  Ber- 
nouUi  (**)  qui  le  premier  soupçonna  une  loi  générale  de 
la  nature  dans  la  conservation  des  forces  vives.  Daniel 
Bemoulli  (**♦)  appliqua  les  idées  de  son  père  au  cas  de 
plusieurs  corps  qui  s'attirent  avec  une  intensité  fonction 


(*)  Si  pendulum  ô  pluribus  poodcribus  coinpositum,  atqne  è  quieta 
dimistum,  partcm  quamcumiiuc  oscillatÎDnis  intégras  confeccrit,  atqne 
UNie  porro  intelligaDtur  pondéra  ejns  singula,  relicto  communi  vinculo, 
entâtes  acquisitassuninm  conTcrtero,  ac  quousqiic  possunt  ascendero; 
'^  facto,  centrum  (rravitatis  ox  omnibus  coniposit:t>,  ad  camdom  altito- 
<lioeni  revcrsum  erit,  qiiam  ante  inceptani  osrillationcni  obtincbat  (Ho* 
'^logium  osciilatoriuntf  P.  IV,  prop.  4}- 

'**)  Opéra,  passim. 

(*■»)  Mémoires  de  i' Académie  des  Sciences  dr  Berlin,   17/18,  p.  356. 
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quelconque  de  la  dislance.  D'Alembert  (*)  démontra  le 
théorème  pour  plusieurs  cas  particuliers  à  Taide  de  son 
principe  général  de  Dynamique  *,  il  no  fut  point  difficile 
de  reconnaître  que  sa  démonstration  s'applique  à  tous  les 
cas  où  le  théorème  subsiste^  aussi  peut-on  regarder  le 
théorème  général  comme  démontré  dès  cette  époque. 

1.   DéteiTniner  le  mouvement  du  pendule  formé  par 
Fiff.  53.  ^^^   corps  invariablement  lié  avec 

un  axe  cylindrique  qui  roule  sans 
glisser  sur  deux  portions  d'un 
même  plan  horizontal. 

Considérons  la  section  faite  par 
un  plan  perpendiculaire  à  Taxe, 
mené  par  le  centre  de  gravité  de 
tout  le  système;  les  oscillations 
seront  parallèles  à  ce  plan. 
Soient  : 

c  le  rayon  du  cylindre; 

a  la  dislance  de  Taxe  du  cylindre  au  centre  de  gravité 
du  système  ; 

m  la  masse  du  système  ; 

h  son  rayon  de  giration  autour  d'une  parallèle  à  l'ax« 
menée  par  le  centre  de  gravité. 

Prenons  Torigine  au  point  où  la  section  du  cylindre, 
dans  la  position  d'équilibre,  touche  la  trace  du  plan  hori- 
zontal ;  dirigeons  l'axe  des  y  dans  le  sens  de  la  pesanteur, 
et  nommons 

x^y  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  ; 

(f  l'angle  que  la  droite  a  fait  avec  Taxe  des  y  ; 

a  la  valeur  initiale  de  l'angle  y  correspondante  à  unt 
vitesse  nulle. 


{*)  Traité  de  Djuamique,  part.  Il,  chap.  iv. 
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Le  principe  des  forces  vives  nous  donne 
l  ,d^^      dx'      dr-\ 

Or 

X  =  a  sin  <p  —  c  ç,     y  ^=^  a  ces  ©  —  e\ 

dx       .  dm       djr  do 

de        ^  ^  dl         dt  ^  dt  ' 

sobstiloant  ces  valeurs,  et  déterminant  la  constante  par 
les  données  initiales,  il  vient 

dfb* 

(r  4-  fl'  -f-  c^  —  2£/ccoSf  ]  'j-^=z2ga  (cosy  —  cosa  . 

Telle  est  rëquation  qui  nous  fait  connaître  la  vitesse 
jugulaire  du  pendule  dans  une  position  quelconque. 

Si  nous  représentons  par  T  la  durée  d'une  oscillation, 
nous  aurons 

—  cosa)* 


t/o  (costp 


Cette  intégrale  ne  peut  s'obtenir  sous  forme  finie  ;  mais, 
si  nous  supposons  les  oscillations  fort  petites,  il  sera  facile 
de  calculer  sa  valeur  approchée. 

En  effet,  posons 

O  oc 

sin  -  --  •];,     sin  -  =^  s  ; 
2  1       ^ 

nous  aurons  approximativement,  en  négligeant  les  puis- 
sances de  tp  et  de  (3  supérieures  à  la  seconde, 

2^/4' 
COSy  :=  I  —  24/',      COSa=z:|  — 2^',       dt^  — 


l—kl—     f       (  ^-^  -t-  a^  -h  c^  — -  2  flg  -h  4  gg^PM  ^      '^d^ 
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OU,  posant,  pour  abréger, 


Dans  notre  ordre  d'approximation,  nous  pouvons  rera- 

tégration  peut  s'effectuer,  et  il  vient 

^^    ttA^    ^    7rp'(4flc4-AM 

EuLER,  Nova  Acta  Acad,  Petrop.y  1788,  p.  i45. 

2.  Un  fil  fiexihle^  très-mince  et  sans  poids,  attaché  à 
un  point  fixe  par  son  extrémité  supérieure,  s^ enroule 
sur  la  circonférence  d^un  cercle  vertical,  lequel  Jait 
corps  av^ec  un  solide  dont  le  centre  de  gras^ité  coïncide 
av^ec  le  centre  du  cercle.  Une  partie  du  fil  étant  déroulée 
et  tendue  verticalement,  on  abandonne  le  corps  à  son 
poids.  Déterminer  le  mouvement  qn^il  prendra. 

Il  est  clair  que  la  partie  rectiligne  du  fil  sera  toujours 
verticale,  car  toutes  les  forces  qui  sollicitent  le  corps  sont 
verticales. 

Soient  : 

y  la  longueur  de  cette  partie  rectiligne  5 

jola  valeur  initiale  de  j\ 

6  l'angle  dont  le  corps  a  tourne  autour  de  son  centre  de 
gravité; 

a  le  rayon  du  cercle; 

m  la  masse  du  corps  ; 

A:  son  rayon  de  gi ration  autour  d'une  perpendiculaire 
au  plan  du  cercle  menée  par  le  centre. 


DYNAMIQUE. 

Ona 

m 

/ 
\ 

=  img(x-jr.); 

et  d'ailleurs 

dQ 

_  1  dy 

X- 

=  Xi 

, -+-ûf0, 

dt  ~' 

~  a  de' 
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A  Taîde  de  celte  dernière  relation  l'équation  des  forces 
vives  peut  s'écrire 

Elle  a  pour  intégrale 


r— r«     ou     aB  = 


Cet  exemple  est  Tun  des  Theoremata  selecta  donnés 
par  Jean  Bernoulli  pro  conservatione  viniim  viv^arum 
demonstrandd  et  experimentis  confirmandd. 

Comment.  Acad,  Petrop,^  1727,  p.  200. —  Opéra ^  t.  III, 
p.  127. 

3.  Un  pilon ^  maintenu  vertical  à  Vaide  d*un  collier, 
^i  pressé  ai^ec  une  force  connue  contre  un  plan  incliné, 
surface  supérieure  d^un  corps  qui  est  liire  de  glisser 
ions  une  rainure  horizontale.  Déterminer  le  mouvement 
communiqué  à  ce  corps,  en  négligeant  les  frottements. 

Prenons  Taxe  des  y  dirigé  suivant  le  pilon  en  sens 
contraire  de  la  pesanteur,  et  Taxe  des  x  dirigé  en  sens 
contraire  du  mouvement  dans  le  plan  horizontal  de  la 
rainure. 

Nommons  a.  Tangle  que  la  trace  du  plan  incliné  sur  le 
plan  des  xj  fait  avec  la  verticale  ; 

/  et  x'  les  distances  à  Torigine  des  points  où  cette  trace 
coupe  les  axes  ; 
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f(j)  la  force  appliquée  au  pilon  ^ 

m  la  masse  du  pilon  ; 

m'  celle  du  corps  5 

Jq  la  valeur  de  ^  à  Tinstant  où  le  mouvement  com- 
mence. 

Nous  avons 
Eliminant  od  par  la  relation  ji  =  j^tanga,  il  vient 


û[^  \jm  -t-  m' tang*  a 


\Ar 


Si  Ton  suppose,  en  particulier,  que  la  force  agissant 
sur  le  pilon  soit  la  pesanteur  seule,  alors  on  a  ^ 


X 


y. 

X 


ImsO 

m  -i-  m' taDg'  a  ' 

et  l'intégration  de  Féquation  du  mouvement  peut  s'effec- 
tuer. On  trouve 


J*  =  J.— 


-^        ^         m -h/n' tangua 

4.  Un  poids  P  c5«  suspendu  à  un  anneau  D  ;  dans  cet 
anneau  passe  une  corde  qui,  d'une  part,  est  attachée  à 
un  point  fixe  A,  et  qui,  d'autre  part,  après  auoir  passé 
sur  une  poulie  de  renvoi  B,  va  s'enrouler  sur  un  cylindre 
homogène  horizontal  C,  mobile  autour  de  ton  axe,  et 
soutient  enfin  un  poids  P'. 
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On  fait  abstraction  du  poitlsy  de  la  raideur  et  de 
V épaisseur  ile  la  corde ^  ainsi  que  des  frottements,  La 


Fig.  54. 


poulie  de  renvoi  B  est 
supposée  infiniment  pe^ 
tite  et  à  la  même  hauteur 
que  le  point  fixe  A.  La 
corde  ne  glisse  point  sur 
le  cylindre  C,  nuus  elle 
r entraîne  dans  son  mouf 
uement.  Trouver  le  mou- 
vement  du  système  ^  en 
supposant  quil  ny  ait  pas 
de  vitesse  initiale. 


Soient  ': 


aala  distance  ÂB; 

M  la  masse  du  cylindre  C  ; 

r  le  rayon  du  cylindre  ; 

tTangle  dont  le  cylindre  a  tourné  depuis  lorigine  du 
mouvement  ; 

y  et/'  les  distances  de  Tanneau  D  et  du  poids  P'  à  l'ho- 
riioDtaleÂB; 

j#  et  jr\  les  valeurs  initiales  de  jr  et  de  y. 

Nous  supposerons  qu'à  Tinstaot  où  le  mouvement 
commence,  les  cordes  qui  portent  les  poids  sont  verti- 
cales et  Tanneau  D  est  à  égale  distance  de  Â  et  de  B.  Dans 
cette  hypothèse,  chacun  des  deux  poids  restera  constam- 
meni  sur  une  même  verticale,  puisque  rien  ne  tend  à  le 
dévier  ni  à  droite  ni  à  gauche. 

L'équation  des  forces  vives  est  donc  la  suivante  : 


=  aP  Cr  -  /.)  -r  aP'  (/  -  y,). 
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Nous  avons  d'ailleurs 

y  -h  2  ^a^  -hjr^  =:  const.,    y  —  rô  z=  const.; 

d'où 

dx'  2^        dy        dB I  dy' 

di  ^â^r^Tyi  dt^      dt^T  dl 

Substituanl  ces  valeurs  dans  Téquation  des  forces  vives, 
et  posant,  pour  abréger, 

Pu' 


P-4-4P'  -+-2Mg' 
il  vient 


(A)    *  =  ±f-i=v/^l^-  "' 


Cette  équation  ne  peut  s'intégrer  sous  forme  finie; 
néanmoins  il  nous  est  facile  de  reconnaître  quelle  est  la 
nature  du  mouvement  dans  les  différents  cas  qui  peuvent 
se  présenter. 

i^  Observons  d'abord  que  le  système  reste  en  équilibre 
si  Ton  a 

P  ^      r.      . 

2P'  V^tf»+J|' 

a"  Soit 


2P'^  v/^'-hrî 

Alors  le  poids  P  l'emporte  dans  l'état  initiai,  y  augmente, 
et  par  suite  il  faut  prendre  le  signe  -h  dans  Téquation  (A) 

tant  que  —  ne  devient  point  infini. 

Or  le  radical  qui  divise  dy  s'annule,  non-seulement 
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pour  j=^jj,  mais  encore  pour 


-{^)- 


Ceci  nous  conduit  à  faire  successivement  deux  hypo- 
thèses dans  le  cas  que  nous  examinons. 

Si  -p7  >i ,  j^i  est  plus  petit  que  j^o>  -j-  ne  devient  point 

infini,  et  par  conséquent  —  reste  toujours  positif,  c'est- 
à-dire  que  le  poids  P  descend  autant  que  la  longueur  de 
la  corde  le  permet.  Si  la  corde  avait  une  longueur  indé- 
finie^  la  vitesse  du  poids  croîtrait  au  delà  de  toute  limite; 

Ai 

car  ^converge  vers  o  lorsquey  augmente  indéfiniment. 

p 

Si  — <!,  ji  est  plus  grand  quej^o»  et  par  conséquent 

Tanneau  arrive  en  descendant  jusqu'à  la  distance^!  pour 

laquelle  —  devient  infini.  Là  sa  vitesse  est  nulle,  mais 

les  poids  ne  se  font  point  équilibre,  le  poids  P'  Temporte. 
L'anneau  s'élève  donc  jusqu'à  la  distance ^^  en  repassant 
aux  mêmes  points  avec  la  même  vitesse;  puis  il  redescend, 
et  ainsi  de  suite.  Dans  Téquation  (A)  le  signe  +  répond 
toujours  à  la  descente,  et  le  signe  —  à  la  montée. 
3^  Supposons  maintenant 

Alors  le  poids  P'  l'emporte  dans  Téiat  initial,  l'anneau 
D  monte  jusqu'à  la  distance  ji,  laquelle  est  inférieure  à 
j»;  puis  il  descend  jusqu'à  la  distance  y^^  remonte,  et 
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oscille  aiiisi  tant  qu'on  ne  met  pas  d'obstacle  au  mouve 
ment. 

Question  proposée  au  concours  ei  'agrégation ,  année  i85i. 

Nous  engagerons  à  reprendre  le  même  problème,  ei 
supposant  que  la  poulie  de  renvoi  B  ne  soit  pas  située  à  1 
même  hauteur  que  le  point  d'attache  A.  Dans  ce  cas,  Tan 
neau  D  décrit  une  hjperhole  éqiiilatèrc  dont  les  asym[^ 
loles  sont  l'horizontale  et  la  verticale  qui  se  coupent  ai 
milieu  de  la  ligne  AB. 

5.  Une  chaîne  pesante,  infiniment  mince,  mais  d^& 
paisseur  variable,  se  meut  sur  une  cycloïde  dont  VaXi 
est  vertical  et  la  concavité  tournée  en  haut.  Démontre, 
que  le  point  qui  est  le  centre  de  graxfité  de  la  chaîne  lors 
quelle  est  tendue  en  ligne  droite,  se  meut  comme  uf 
point  pesant  isolé. 

Prenons  l'origine  au  sommet  de  la  cycloïde  et  l'a» 
des  j  dirigé  en  sens  contraire  de  la  pesanteur.  Soient  : 

G  le  point  considéré,  centre  de  gravité  de  la  chaint 
tendue  en  ligne  droite; 

s  l'arc  compris  entre  l'origine  et  le  point  G  ; 

G  Tare  compris  entre  le  point  G  et  un  point  quelconque 
de  la  chaîne; 

dm  la  masse  de  l'élément  da  ; 

j:  et  j^  les  coordonnées  de  cet  élément; 

a  le  diamètre  du  cercle  générateur  de  la  cycloïde. 

On  a,  par  le  principe  des  forces  vives, 

—  fdm  =  —  iigfjrdm  -h  const., 

les  intégrales  qui  figurent  ici  s'étendant  à  tous  les  élé- 
ments de  la  chaîne. 


ti 


àX£ 


il  Cl-: 


^T- 
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Or,  d'après  la  nature  de  la  cycloïde, 
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j-+-ex  =  2v^,     x  = 


(5  +  <r)' 


4« 

Si  Ton  substitue  celle  valeur  de  j  dans  l'équaiion  pré- 
cédente, en  observant  que  fa  fini  =  o,  et  que  fa*  dm  est 
nue  constante,  on  trouve 

—  =-  -^(consl.  —  5»), 
dO        i>.a^  " 

ce  qui  est  Téquation  du  mouvement  d'un  point  pesant 
isolé  sur  la  cycloïde. 

PuiSEUXy  Journal  de  M.  Liouifillr,  t.  VIII,  p.  71;  i843* 

6.  Déterminer  le  moux^ement  d'une  barre  pesante, 
homogène  et  d'épaisseur  constante,  dont  les  extrémités 
s  appuient  sur  deux  droites  fixes  situées  dans  le  même 
plan. 


FIg.  55. 


S<tteDt  a/  la  longueur  de  la  barre,  m  sa  masse,  d  l'angle 

qu'elle  fait  avec  rborîzon, 
a  et  a'  les  inclinaisons  des 
droites  fixes  sur  l'horizon. 

Prenons  Toriginc  des  co- 
ordonnées   à    l'intersection 
des  deux  droites  fixes,  Taxe 
des  y  dirigé  en  sens  con- 
traire de  la   pesanteur,  et 
«•«présentons  par  or,  y  les  coordonnées  du  centre  de  gra* 
▼lié  de  la  barre. 
NoQs  avons 

//»£/0»       dx^       dy^\  _L^^„.. 
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Eliminant  x  et  ^  à  Taide  des  valeurs 


,  facosa  sinfa'  —  ^)  "1 

L       sin(a-f-a')  J 

Fasinasin  (a'  —  0) 


sin(a  -f-  a') 


sinO 


nous  obtiendrons  une  équation  qui  nous  fera  connaître  1 
vitesse  angulaire  -     correspondante  à  Tinclinaison  6. 


TT 


Quand  on  suppose  a  =  o  et  a'  =  -»  Téquation  dont  i 


s'agit  devient 


2 


do  et  P  représentant  les  valeurs  initiales  de  Tangle  9  et  d' 

la  vitesse  angulaire  -t-« 
at 

*  Dans  la  même  hypothèse,  la  barre  étant  dans  sa  positioi 
initiale,  attachons  au  point  où  elle  touche  Taxe  des  y  ui 

pendule  d'une  longueur  égale  à  ^  /-,  plaçons  ce  pendu! 

suivant  le  prolongement  de  la  barre,  puis  imprimons  au: 
deux  corps  une  même  vitesse  angulaire  |3.  D'après  l'équa 
tien  que  nous  venons  d'obtenir,  le  pendule  et  la  barr 
resteront  parallèles  dans  leur  mouvement,  tant  que  celle 
ci  continuera  à  se  mouvoir  appuyée  sur  les  deux  droite 
fixes. 

Nous  avons  vu  (t.  I,  p.  196)  que  Téquilibr^  de  la  barn 
est  instable,  en  sorte  que  son  mouvement  ne  peut  être  os 
cillatoire.  De  plus.,  si  on  suppose  cette  barre  simplemen 
posée  contre  les  droites,  puis  abandonnée  sans  vitesse  ini- 
tiale, on  trouve  qu'elle  se  séparera  de  la  droite  verticali 
dès  que  Tinclinaison  6  aura  acquis  la  valeur  déterminé 

par  Téquation 

2  . 
sin  0  =  ^  sm  Oa. 
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7.  £^11  point  pesant  A  descend  sans  ^vitesse  initiale  le 
long  d'une  courbe  S,  en  tirant  un  second  point  pesant  B 
sur  une  autre  courbe  Sf,  à  Vaide  d'un  fil  qui  passe  sur 
une  très-petite  poulie  de  renvoi.  Déterminer  les  vitesses 
des  deux  points  lorsqu'ils  ont  parcouru  des  hauteurs 
verticales  données. 

Soient  m,  nif  les  masses  des  deux  points,  (^,  u'  leurs 
fitesses  respectives  lorsqu'ils  ont  parcouru  les  hauteurs 
Terticales  j^,  ^',  Tun  en  moMant^  Tautre  en  descendant^ 
etds^  Js'  les  éléments  des  deux  courbes. 

On  trouve 

d*^  ___  d/^         mds'^m'ds'^ 

ijAK  Bernoulli,  jécia  erud,,  1785,  p.  210.  —  Opéra» 
t.  m,  p.  a56. 

8.  Une  equerre  formée  de  deux  tiges  minces,  homogè" 
ne$  et  partout  d'égale  épaisseur,  peut  tourner  librement 
dans  un  plan  ^vertical autour  de  son  sommet  qui  est  fixe» 

^*  Etant  donné  V  angle  que  l'une  des  tiges  fait  auec  Vho- 

Mjï  rizon  quand  l'équerre  est  en  équilibre,  on  demande  de 

déterminer  l'amplitude  des  oscillations  que  l'équerre 
LTrv  exécute  lorsqu'on  l'abandonne  à  son  poids,  après  auoir 

lie-  amené  la  tige  considérée  dans  une  position  horizontale. 

Soient  |3  Vinclinaison  donnée  et  9  Tangle  qui  mesure 
l'amplitude  des  oscillations. 
On  trouve 


OC 
UE. 


lt«> 


rn 

î-  9.  Une  chaîne  homogène,  très^mince  et  d'épaisseur 

^  constante,  est  en  partie  étendue  sur  un  plan  horizontal 

^  parfaitement  glissant,  tandis  que  l'autre  partie  pendau- 

dessous  du  plan.  Déterminer  le  mouvement  que  prend 
cette  chaîne  lorsqu^ on  l'abandonne  à  son  poids» 
n.  3*  iDiT.  6 


Sa  MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

Soient  /  la  longueur  de  la  chaîne,  x  la  longueur  de  la 
partie  qui  pend  au-dessous  du  plan,  et  x^  la  valeur  ini- 
tiale de  x. 

On  trouve  l'ëquation 


Vf. 


log î 


Si  l'on  y  pose  x  ==  /,  elle  fait  connaître  le  temps  nécessaire 
pour  que  la  chaîne  tombe  tout  entière  hors  du  plan. 

SECTION  II. 

TRANSMISSION    DU    TRAVAIL    PAR    LES    MACHINES. 

On  nomme  traitait  élémentaire  d'une  force,  le  produit 
de  cette  force  par  la  projection  sur  sa  propre  direction  du 
chemin  que  son  point  d'application  parcourt  pendant  un 
instant  infiniment  petit  dt.  La  somme  des  travaux  élé- 
mentaires produits  pendant  un  temps  donné  t — t^  mesure 
le  travail  de  la  force  pendant  le  même  temps.  Cette  défini- 
tion répond  très-bien  à  l'idée  que  l'on  se  forme  communé- 
ment du  travail  d'un  moteur,  laquelle  implique  distance 
parcourue  et  résistance  surmontée.  Elle  permet  d'énoncer 
le  principe  des  forces  vives  sous  cette  forme  simple  : 

Dans  tout  système  de  points  matériels  assujettis  à 
des  liaisons  indépendantes  du  tempsj  V accroissement 
de  la  somme  des  forces  "viyfes^  pendant  un  temps  donné, 
est  égal  à  deux  fois  la  somme  des  trav^aux  produits 
pendant  le  même  temps  par  toutes  les  forces  qui  agissent 
sur  le  système. 

C'est  ainsi  que  l'on  énonce  ordinairement  le  principe 

des  forces  vives  dans  Tétudc  des  machines  en  mouvement. 

Dans  la  plupart  des  machines,  les  pièces  solides  qui  les 
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composent  ne  se  déforment  pas  sensiblement,  au  moins 
pendant  un  temps  peu  considérable  ;  de  là  il  résulte  qu'en 
appliquant  le  principe  des  forces  vives  au  mouvement  des 
machines,  on  peut  généralement  faire  abstraction  des 
.  forces  intérieures  qui  naissent  des  actions  mutuelles  entre 
les  différentes  molécules  de  chaque  pièce. 

On  doit  considérer  dans  toute  machine  deui[  espèces 
de  forces,  les  unes  mouv^antes,  les  autres  résistantes. 
Les  premières  ont  un  travail  positif,  c'est  le  travail  mo» 
teur^  les  secondes  ont  un  travail  négatif,  c'est  le  troi/ail 
résistant. 

Soient  : 

y  mi'"  et  ^'''^^t  '^*  sommes  des  forces  vives  corres- 
pondantes aux  époques  ^  et  ^o  ; 

T,  la  somme  des  travaux  positifs  produits  pendant  le 
temps  t  —  f  0  ; 

Tr  la  somme  des  travaux  négatifs  développés  pendant  le 
même  temps  et  pris  en  valeurs  absolues. 

Nous  aurons 

La  discussion  attentive  de  cette  équation  indique  les 
conditions  que  doit  remplir  une  bonne  machine ,  et  les 
principes  généraux  qui  doivent  présider  à  sa  construction. 

La  force  mouvante  étant  donnée,  si  la  force  résistante 
est  tellement  considérable,  qu'elle  empêche  tout  mouve- 
ment, le  travail  sera  nul^  si  au  contraire  la  force  résis- 
tante est  très-faible,  la  vitesse  pourra  devenir  grande  ; 
mais,  comme  cette  vitesse  est  presque  toujours  limitée  par 
la  nature  du  moteur,  le  travail  sera  toujours  peu  consi- 
dérable. On  conçoit  par  là  qu'il  est  une  proportion  entre 
les  eiforts  et  les  vitesses  pour  laquelle  le  travail  est  un 

6. 
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maximum.  Pajrent  (*)  est  le  premier  qui  ait  fait  cette  re-> 
marque,  et  se  soit  proposé  de  trouver  le»  conditions  du 
Diaitimam  de  travail  pour  quelques  macliines.  Les  géo* 
mètres  et  ingénieurs  qui  vinrent  après  lui,  Daniel  Ber- 
nouUi,  Euler,  Borda,  Coulomb,  Carnet,  Bélidor  et  Smea» , 
ton,  entrèrent  dans  cette  voie  de  recherches  utiles.  Ce  fiit 
Lagrange  {**)  qui  signala  Timportance  de  l'équation  des 
forces  vives  dans  les  questions  relatives  à  Teffet  des  mm^ 
chines.  Celte  idée  fut  fécondée  par  Petit  (***),  par  Na- 
vier  (**♦*),  et  surtout  par  Coriolis  dans  son  excellent 
Traité  du  calcul  et  de  V effet  des  machines  (iSap).  C'est 
à  cet  auteur  que  l'on  doil  l'expression  de  traimil  d*ane 
force f  employée  dans  le  sens  que  nous  avon&  défini. 

1 .  Discussion  de  V équation  des  forces  vivres 

(A)  ^m.^^^m.l^^i'ï^-lr). 

Les  forces  vives  qui  entrent  au  premier  membre  de 
cette  équation  sont  la  force  vive  de  chaque  molécule  de  ta 
machine  dans  son  mouvement  naturel,  celle  des  mêmes 
molécules  dans  le  mouvement  vibratoire  qui  accompagne 
presque  toujours  le  premier  mouvement,  celle  des  sup- 
ports et  du  sol  environnant,  enfin  celle  de  l'air  ambiant. 
Le  travail  résistant  T^  qui  figure  au  second  membre  se 
compose  du  travail  utile  que  la  machine  a  pour  but  de 
produire,  et  du  travail  nuisible^  nommé  aussi  travail  des 
résisténtces  passii^es.  Ce  dernier  renferme  le  travail  pro- 
duit par  le  frottement  des  pièces  Time  contre  l'a«tre  o» 
contre  les  supports,  le  travail  dépensé  dans  ks  vibratiisBS 


(*)  Mémoires  <fe  V  Académie  des  Sciences  de  Paris,  1704,  p.  3a3. 
(»*)  Théorie  des  Fomitions  analrii^aes^  P.  III,  c^vii;  1797. 
(***)  Annales  de  Chimie,  1818,  t.  VIII,  p.  287. 

(****)  Notes  ajoutées  dans  la  nouvelle  édition-  de  VÂrchitecture  fy^ 
drmuli^meé'e  Bélidor,  t.  I;  iSrp. 
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qoî  soni  commuDiquëes  aux  diverses  pièces  de  la  machine, 
letrafail  dépensé  dans  les  mouvements  qui  sonicommu- 
aiqués  auxadupports  el  au  sol  environnant,  enfin  le  tra- 
vail <{ui  naît  de  la  résisUnce  de  Tair  ambiant.  Le  travail 
des  frottements  peut  se  calculer.  Celui  des  vibrations  de 
la  machine  ne  peut  se  mesurer  dans  Tétat  actuel  de  la 
icience,  mais  on  démontre  qu'il  est  égal  a  la  forœ  vive 
produite  par  les  mêmes  vibrations;  on  peut  donc  faire 
abstraction  de  ce  travail  «t  de  cette  force  vive  dans  Té* 
(|iiation  générale.  Le  travail  qui  nait  des  mouvements 
communiqués  aux  supports  el  au  sol  environnantest  par- 
fois considérable^  on  n'a  pas  pu  jusqu'ici  le  soumettre  au 
cakttl.  Enfin  le  travail  consommé  par  Tair  ambiant  est  en 
général  une  très-petite  fraction  du  travail  résistant  total; 
oa  penft  la  négliger. 

Quand  on  considère  le  mouvement  depuis  son  origine 
jusqu'à  son  extinction  ou,  plus  généralement,  entre  deux 
iasunls  où  les  vitesses  sont  les  mêmes,  le  premier  membre 
de  l'équation  (A)  est  nul.  Il  en  résulte  que  le  travail mo-- 
teuTy  dans  ce  cas^  est  égal  au  travail  résistant.  Ainsi 
l'effet  de  la  machine,  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
ment, a  été  de  transmettre  le  travail  des  forces  mouvantes 
aux  forces  résistantes,  sans  aucune  déperdition.  Ceci  con- 
stitue le  principe  nommé  par  Coriolis  principe  de  la 
transmission  du  travail, 

n  importe  de  diminuer  autant  que  possible  le  travail 
des  résistances  passives,  afin  qu'une  plus  grande  portion 
du  travail  résistant  se  traduise  en  effet  utile.  Par  consé- 
qnent,  dans  l'établissement  d^une  machine,  on  aura  soin 
d'éviter  les  frottements  qui  ne  sont  point  nécessaires, 
d'adoucir  ceux  qu'on  ne  peut  éviter;  on  prendra  toutes 
les  précautions  convenables  pour  qu'il  ne  soit  pas  oom- 
maniqué  de  vibrations  considérables  aux  supports  et  au 
m1  environnant.  Il  faudra  éviter  les  chocs  avec  plus  de 
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soin  encore  ]  car,  outre  qu^un  choc  fait  naître  des  vibra- 
tions intenses  dans  les  pièces  de  la  machine  et  dans  leurs 
supports,  il  produit  des  déformations  qui,  sans  être  con- 
sidérables, peuvent  néanmoins  aksorbernne  grande  quan- 
tité de  travail  à  cause  de  la  résistanqe  considérable  des 
forces  moléculaires.  Les  meilleures  machines  se  meuvent 
sans  bruit,  sans  ébranlement,  et  pour  ainsi  dire  sans 
laisser  soupçonner  l'effort  qu  elles  produisent. 

Les  maxima  et  les  minima  de  la  force  vive  ne  peuvent 
se  présenter  que  dans  les  positions  de  la  machine  où  la 
force  motrice  fait  équilibre  à  la  force  résistante.  On  le 
reconnaît,  en  observant  que  les  travaux  élémentaires,  qui 
représentent  la  différentielle  delà  force  vive,  sont  préci- 
sément les  moments  virtuels  dont  la  somme  est  nulle 
lorsqu'il  y  a  équilibre.  En  outre,  pour  que  l'équilibre  ait 
lieu,  il  suffit  que  les  travaux  élémentaires  des  différentes 
forces  aient  une  somme  nulle  dans  les  deux  mouvements 
contraires  dont  la  machine  est  susceptible  de  part  et 
d'autre  de  la  position  considérée.  Les  différents  cas  sont 
compris  dans  le  théorème  suivant  : 

Quand  la  force  motrice  fait  équilibre  à  la  force  résis^ 
tante,  il  y  a  maximum  ou  minimum  de  force  viue,  ou 
bien  il  n^y  a  ni  maximum  ni  minimum^  suivant  que  la 
somme  algébrique  du  trai/ail  élémentaire  moteur  et  du 
travail  élémentaire  résistant  passe  en  s^ annulant  du  po- 
sitif au  négatif  ou  du  négatif  au  positif,  ou  bien  ne 
change  pas  de  signe. 

Dans  le  premier  cas,  la  position  correspondante  de  la 
machine  est  une  position  d'équilibre  stable^  car,  si  Ton 
écarte  un  peu  la  machine  de  cette  position  dans  le  sens 
du  mouvement^  la  force  résistante,  qui  alors  est  su{>é- 
rieure  à  la  force  motrice,  tend  à  ramener  la  machine  dans 
la  position  première  ;  et  si  Técart  est  produit  en  sens  con- 
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traire  du  mouvement,  la  force  motrice,  qui  alors  est  la 
pla4|[ran4e,  tend  k  ramener  encore  la  machine  dans  la 
première  position.  On  verra  de  même  que,  dans  le  second 
cas,  la  position  de  la  machine  pour  laquelle  les  forces 
lont  égales  est  une  position  à^ équilibre  instable;  car, 
qiiel  que  soit  le  sens  du  petit  déplacement  produit,  celle 
des  deux  forces  qui  est  la  plus  considérable  tend  à  éloi- 
gner la  machine  de  la  position  première.  Dans  le  troi- 
sième cas,  réquilibre  n'est  ni  stable  ni  instable,  ou  plutôt 
il  est  stable  relativement  à  un  écart  produit  dans  un 
sens,  et  instable  relativement  à  un  écart  produit  dans 
Fautre  sens;  car,  quel  que  soit  le  sens  dif  déplacement, 
la  force  qui  est  la  plus  grande  agit  dans  la  même  direc- 
wn.  L'existence  de  ce  dernier  cas  d^équi libre  est  cause 
que  les  positions  d'équilibre  stable  et  d'é(|uilibre  instable 
ne  se  Recèdent  pas  toujours  alternativement.  Enfin,  si 
les  forces  se  font  équilibre^ur  une  série  de  positions 
consécutives  de  part  et  d'autre  de  la  positicAi  considérée^ 
celle-ci  est  une  position  à' équilibre  indifférent, 

2.  Moui^ement  uniforme,  volants  et  régulateurs.  — 
Lorsqu'une  machine  commence  à  se  mouvoir,  le  tra« 
▼ail  moteur  élémentaire  l'emporte  d'abord  sur  le  travail 
résistant  :  alors  la  force  vive  et  la  vitesse  augmentent.  Le 
t^vail  résistant  élémentaire  devient  bientôt  égal  au  tra- 
▼ail  moteur  \  a  cet  instant,  la  force  vive  est  un  maximum. 
K  le  travail  moteur  et  le  travail  résistant  continuent  de 
▼arier  d'une  manière  inégale,  la  vitesse  subît  des  varia- 
tions correspondantes.  Cependant  on  a  de  l'intérêt  k 
maintenir  l'uniformité  du  mouvement,  non  qu'elle  soit 
nécessaire  à  une  bonne  transmission  du  travail,  mais 
parce  que  le  travail  produit  est  de  meilleure  qualité  au 
point  de  vue  industriel  :  il  a  plus  de  régularité.  En  outre, 
si  les  vitesses  étaient  sujettes  k  des  variations  rapides,  ces 
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changements  brusques  «e  pQurraient  guère  s'effectuer  sans 
produire  des  ébranlements  dans  les  supports.  |1  es|^on€ 
important  de  chercher  comment  on  pourra  favori^r  l'u- 
niformité du  mouvement. 

Dans  la  plupart  des  machines  l^  vitesses  desdiffiérentes 
parties  ont  des  rapports  constants,  abstraction  faite  dis 
vibrations.  Soient  v  la  vitesse  d'une  molécule  de  la  ma- 
chine choisie  à  volonté,  a^  celle  de  Tune  quelconque  des 
autres  molécules.  L'équation  des  forces  vives  prendra  la 
forme 

Or,  la  différence  T^,,  —  T^  étant  donnée,  plus  ^  ma*  sak 

coasidérabie,  moins  la  différence  des  vite^es  ^  —  f^^  sera 
grande;  on  diminuera  donc  les  inégalités  de  la  vifïesse,  si 
Ton  ajoute  à  la  machine  de  nouvelles  pièces  dont  le  poids 
et  la  vitCMBse  relative  soient  considérables. 

Ces  pièces  additionnelles  portent  le  nom  de  volants. 
Pour  qu'elles  n'augmentent  pas  les  variations  du  travail 
moteur  et  du  travail  résistant,  on  fait  en  sorte  q«e  leur 
centre  de  gravité  reste  immobile  ;  car  alors  le  travail  de 
la  pesanteur  sur  ces  pièces  est  constamment  nul;  leur 
seul  inconvénient  est  d' accroître  un  peu  la  somme  dès 
frottements.  Lies  volants  sont  ordinairement  âe  grandes 
roues  concentriques  à  Tarbre  principal  de  la  machine* 

U  arrive  assez  souvent  que  la  force  motrice  et  la  force 
résistante  peuvent  être  réglées  de  manière  qu'elles  re- 
prennent toujours  les  mêmes  valeurs,  lorsque  Tgrbre  de 
la  machine  a  tourné  d'un  angle  déterminé;  dans  ce  cas, 
le  mouvement  finira  par  être  périodique,  l'amplitude  de 
la  période  sera  Tangle  dont  il  s'agit.  Nous  pourrons  dé- 
terminer le  moment  d'inertie  du  volant  qu'il  faut  adapter 
a  l'adore  pour  que  la  difiërence  entre  la  plus  grande  et  la 
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pluspetîie  des  valeurs  de  la  vitesse  soit  réduite,  dans  cha* 
que  période,  à  une  fraction  donnée  de  la  vitesse  moyenne. 
Ud  exemple  simple  indiquera  la  marche  à  suivre. 
Kous  supposons  un  arbre  horizontal  OA,  muni  d'une 
manivelle  ON,  qui  est  articulée 
k  une  bielle  verticale  NM.  La 
force  résistante  est  un  poids  Q 
suspendu  à  l'extrémité  d'une 
chaine  qui  s'enroule  sur  l'arbre. 
La  force  motrice  est  une  force 
constante  P,  qui  pendant  une 
demi-révolution  tire  la  bielle 
dans  le  sens  de  la  pesanteur,  et 
pendant  l'autre  demi-révolution 
la  pouMe  en  sens  contraire,  dç 
manière  à  favoriser  toujours  le 
moaTement  de  rotation  sans  écarter  la  bielle  de  la  verti- 
cale. Nous  négligeons  le  poids  de  la  chaine  et  celui  de  la 
Uelle,  et  nous  admettons  que  le  mouvement  soit  devenu 
périodique. 

Puisque  le  mouvement  est  périodique,  le  travail  de  la 
force  motrice  pendant  un  tour  entier  est  égal  au  travail 
delà  force  résistante.  Si  donc  on  nomme  r  et  R  les  rayons 
de  l'arbre  et  de  la  manivelle,  on  aura 

4R.P=3itrr.Q, 

2R^ 

Quand  la  vitesse  est  un  maiLimum  ou  un  minimum,  la 
force  motrice  fait  équilibre  à  la  force  résistante.  Ainsi,  en 
désignant  par  a  l'angle  que  la  manivelle  fait  avec  la  ver- 
ticale OB  à  l'instant  du  manumum  ou  du  minimum  de 
▼itesse,  on  a  la  relation 

±:PRsina  =  Qr; 
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d'où  Ton  lire,  eu  égard  à  Téquation  précédente^ 


a  =  dt  arc  sin  -  • 


Soient  BON  =  —  BOM'  =  «i  le  plus  petit  des  angles 

dont  le  sinus  est  -»  et  BOM  =  —  BON'  ==  tt  —  a^ .  La  vî- 

tesse  a  évidemment  la  même  valeur  minimum  en  N  et  N', 
et  la  même  valeur  maximum  en  M  et  M'*,  car,  en  vertu 
de  la  symétrie,  le  n&ouvement  est  le  même  aux  deux  extré- 
mités d'un  même  diamètre. 

Soient  6t)|  la  vitesse  angulaire  maximum,  ot>o  la  vitesse 

angulaire  minimum,  et  ^rnp*  le  moment  d'inertie  de 

l'arbre,  de  la  manivellq^t  du  volant  inconnu  autour  du 
même  axe  O. 

D'après  ce  qui  précède,  Téquation  ':des  forces  vives, 
étendue  à  l'arc  décrit  NM,  devient 

(wj  — wj)  2*  wfp'  =  "2[2PR  cosa,  —  Qr(ir —  2a,)], 

(l)     (wj  —  wj)  ^^ntp^  r=r  2Qr[7r(cosa,- —  i)  -f  2a,]. 

Soient  encore  il  le  quotient  de  ar  par  la  durée  d'une 
révolution  de  l'arbre,  c'est-à-dire  la  vitesse  angulaire 
moyenne,  quantité  qui  est  supposée  connue.  Il  s'agit  de 

déterminer  le  moment  d'inertie  ^rnp*  par  la  condition 

que  le  rapport  -^ se  réduise  à  une  fraction  donnée  pi, 

sans  que  la  vitesse  SI  éprouve  aucun  changement. 

La  vitesse  moyenne  fl  difl%rera  peu  de  la  demi-somme 
des  vitesses  extrêmes,  lorsque  le  problème  sera  résolu,  et 
que  la  quantité  jx  sera  une  petite  fraction.  Si  donc  on 
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pose 

6  sera  une  petite  quantité,  et  Ton  aura 

»î  —  »J  r=  2(«,  —  «a)Q(l  —  f)  =  2fAn^(l  —  «), 
{2]     Vwp^:  --^[7r(cosa,  —  i)-h  2a,](i  -+-  s  -t- c  »  -{-...). 

Pour  une  première  approximation,  on  peut  négliger  e^ 
alors  il  vient 

Cette  équation  fait  connaître  d'une  manière  approchée 
le  moment  d'inertie  du  volant,  lorsque  celui  de  Tarbre  et 
delà  manivelle  sont  donnés.  Admettant  cette  valeur,  on 
tirera  de  Téquation  générale  des  forces  vives  la  valeur  de 
I9  vitesse  angulaire  co  correspondante  à  un  angle  quel- 
conque 6,  exprimée  en  fonction  de  cet  angle  et  de  la  vi- 
tesse tooî  on  calculera  cette  vitesse  coo  à  l'aide  de  la  rela- 

tion  /       0)^/0  =  2irn,  puison  aura  Gi>i  par  l'équation  (1), 

Jo 
et  enfin  e  par  la  relation 

«I  -f-  w« 


e  =  I  — 


ail 


Ceci  fait,  on  prendra  pour  nouvelle  valeur  du  moment 
d'inertie  la  valeur  déjà  trouvée  augmentée  de 

^[7r(coSa.-i)-h2a.]f. 

Cette  nouvelle  valeur  sera  plus  exacte  que  la  première;  on 
pourra  s'en  servir  pour  calculer  une  nouvelle  valeur  de  6, 
que  l'on  substituera  dans  la  formule  (2)  en  négligeant 
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seulement  le  cube  de  £.  De  cette  manière  on  poussera 
Tapproximation  aussi  loin  qu'on  le  jugera  convenable. 

Ordinairement  on  prend  le  nombre  [i  égal  à  -r-»  et 

Ton  se  borne  à  la  première  approximation. 

Pour  réduire  les  formules  en  nombres  rapportés  aux 
unités  communément  admises  dans  ce  genre  de  ques- 
tions, on  exprimera  Q  en  kilogrammes,  r  en  mètres,  et 
Ton  rapportera  les  vitesses  à  la  seconde  prise  pour  unité 
de  temps.  Alors,  si  Ton  nomme  n  le  nombre  de  tours  que 

1»    ■■  »  •  9.nn  , 

1  arbre  exécute  en  une  minute,  -77-—  sera  la  vitesse  angu- 
laire moyenne  îl,  ^ — -^intrQ  sera  le  nombre  de  che- 
vaux qui  mesure  la  force  de  la  machine  ;  représentant  ce 
nombre  par  la  lettre  c^  on  aura,  à  la  première  approxi- 
mation, 

2  2025000  C//— 7  .     2\ 

Comme  la  forme  du  volant  n'est  point  déterminée,  on 
profitera  de  cette  indétermination  pour  diminuer  son 
poids  et  alléger  d'autant  les  frottements  sur  Taxe.  Il  suf- 
fira d'éloigner  les  parties  les  plus  massives  de  l'axe  de  ro- 
tation. Néanmoins  on  ne  pourra  pas  augmenter  indéfini- 
ment le  rayon  de  la  couronne  qui  forme  ordinairement  la 
partie  principale  du  volant^  car  les  forces  centrifuges, 
qui  croissent  comme  le  rayon,  finiraient  par  être  assez 
puissantes  pour  rompre  la  pièce. 

Cet  exemple  est  plus  général  qu'il  ne  paraît  au  premier 
abord;  car  il  comprend  toutes  les  machines  qui  peuvent 
se  réduire  à  une  série  de  pièces  tournant  autour  d'axes 
fixes,  et  liées  à  l'arbre  principal  de  manière  que  la  vitesse 
angulaire  de  chaque  pièce  reste  dans  un  rapport  constant 
avec  celle  de  l'arbre.  La  force  résistante  peut  d'ailleurs 
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être  appliquée  à  Pun  quelconque  de  ces  corps,  ou  répartie 
lor  plusieurs  d'entre  eux,  pourvu  que  la  force  appliquée 
i  cbaque  corps  ait  toujours  le  même  moment  relatif  à 
Paxe  de  roiation  correspondant. 

En  effet,  soient  I  le  moment  d'inertie  d'un  corps  autour 
de  son  axe  de  rotation,  i  le  rapport  constant  de  sa  vitesse 
angulaire  à  la  vftesse  angulaire  (ù  de  Farbre  principal, 
fxQ/r'  le  moment  de  la  force  résistante  qui  lui  est  ap- 
pliquée, pris  relativement  à  Taxe  de  ce  même  corps.  Sans 
éanger  la  sonnne  des  forces  vives,  on  peut  substituer  i 
ce  corps  une  masse  distribuée  symétriquement  sur  Parbre 
pnncipal  et  à  une  distance  de  Taxe  telle,  que  le  moment 
(t'iuertic  de  cette  masse  autour  de  Taxe  soit  Ii'.  Sans  cban- 
gerle  travail  résistant,  on  peut  remplacer  la  force  Q'  par 

r'    . 
une  forceQ^  —  aputée  au  poids  Q  qui  agit  directement  sur 

Vaibre  principal  à  la  distance  r.  Alors  on  sera  ramené  au 
cas  nraple  qui  vient  d'être  traité»  Les  formules  resteront 

les  mêmes,  inaLis^^m p*  représentera  le  moment  d'inertie 

du  volant  et  de  Parbre  fictif  qui  remplace  tous  les  corps, 
et  Q  représentera  le  poids  fictif  qui  remplace  foutes  les 
(iffces  résistantes.  Cette  méthode  analytiqtie  et  rigoureuse 
cûiidnit  le  plus  souvent  à  des  calculs  pénibles  et  difficiles. 
GW  pourquoi  les  ingénieurs  préfèrent  employer  des  pm- 
cédés  approsiniatîfs,  dont  Pexactitude  est  suffisante  pour 
la  pratique. 

Supposons  d'abord  que  la  vitesse  de  cha({ue  molécule 
delà  machine  soit  dans  un  rapporteonstant  avec  la  vitesse 
sagdkire  de  l'arbre  principal,  dont  on  veut  égaKser  le 
OMmveiBenty  ou  du  moins  admettons  que  les  pièces  qui  ne 
MtisfoDt  point  à  cette  condition  aient  une  force  vive  con- 
stauneftl  négligeable  vis-à-vis  de  la  force  vive  possédée' 
au  même  instant  par  Pensanble  des  autres  pièces.  Ceci 
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revient  à  supposer  que  la  somme  des  forces  vives  peut, 
sans  erreur  sensible,  se  représenter  par  une  expression 

de  la  forme  co*^''<p')  ^  désignant  la  vitesse  angulaire  de 

F  arbre,  et^!''*^'  ^^^  somme  constante  formée  d'une  par- 
tie connue,  plus  le  moment  d'inertie  du  volant. 

Nous  remplacerons  les  forces  motrices  par  une  force 
unique  appliquée  directement  à  larbre,  perpendiculaire  k 
l'axe,  et  ayant  à  chaque  instant  même  travail  élémentaire 
que  les  forces  motrices  réellement  appliquées.  Ceci  est 
évidemment  possible  et  même  facile.  Nous  ferons  une 
substitution  semblable  pour  les  forces  résistantes.  Ce  sont 
ces  deux  forces  fictives  que  nous  considérerons  doréna- 
vant. 

Imaginons  que  Ton  ait  construit  une  courbe  S„  qui  ait 
pour  ordonnée  le  moment  de  la  force  motrice  relatif  à 
Faxe^  et  pour  abscisse  la  longueur  de  Tare  qui,  dans  le 
cercle  de  rayon  égal  à  l'unité,  mesure  l'angle  dont  l'arbre 
a  tourné.  L'aire  comprise  entre  la  courbe,  l'axe  des  ab- 
scisses et  deux  ordonnées  infiniment  voisines,  correspon- 
dantes aux  angles  deiO-i-dOj  mesurera  le  travail  élémen- 
taire de  la  force  motrice  pour  la  position  déterminée  par 
l'angle  6.  Car  toute  force  appliquée  sur  l'arbre  et  perpen- 
diculaire k  l'axe  peut  être  considérée  comme  appliquée  k 
l'extrémité  du  rayon  qui  lui  est  perpendiculaire. 

Supposons  que  l'on  ait  construit  de  même  une  seconde 
courbe  S^,  rapportée  aux  mêmes  axes  coordonnés,  et  re- 
lative à  la  force  résistante. 

Les  aires  de  ces  deux  courbes,  comprises  entre  deux  or- 
données AC,  BD  distantes  de  27r,  mesurent  l'une  le  tra- 
vail moteur,  l'autre  le  travail  résistant  développé  pendant 
un  tour  entier.  Ces  deux  aires  doivent  être  ^ales  pour 
que  le  mouvement  soit  périodique  avec  une  amplitude  de 
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période  égale  à  stt  (^).  Si  cette  ^alité  n'a  pas  lieu,  on 

modifiera  la  force  motrice,  le  plus  souvent  disponible, 

de  manière  à  établir  sensiblement  l'égalité  des  deux  aires. 

Ceci  fait,  les  intersections  des  deux  courbes  doivent  se 

trouver  en  nombre  pair 
^  entre  les  deux  ordonnées 


Sm 


^lÀ*» 


8«     '•    «r 


AC,  BD.  Chacune  des 
aires  comprises  entre  les 
deux  courbes,  et  limi*- 
tées  à  deux  intersections 
consécutives,  mesure  la 
~F  moitié  de  la  quantité 
•  dont  croit  ou  décroit  la 

force  vive  pendant  que  l'arbre  tourne  de  l'angle  mesuré 
par  la  différence  des  abscisses  correspondantes  aux  deux 
intersections  extrêmes.  Parmi  ces  aires,  celles  dont  le 
contoor  supérieur  est  formé  par  la  courbe  S^  répondent 
^  un  accroissement  de  force  vive,  les  autres  répondent 
a  uie  diminution  de  force  vive.  Prenons  un  nombre  im- 
pair de  ces  aires  consécutives,  en  commençant  par  Tune 
de  celles  qui  répondent  à  un  accroissement  de  force  vive^ 
ajoutons  celles  qui  répondent  i  un  accroissement,  et  re- 
tranchons celles  qui  répondent  à  une  diminution.  Soit 
E|  — Ef-hE*  la  plus  grande  différence  que  nous  puis- 
sions former  de  cette  manière.  La  première  intersection  Ii 
répondra  à  la  plus  petite  vitesse  angulaire  coo,  la  dernière 
intersection  I4  répondra  à  la  plus  grande  vitesse  angu- 
1^  cd|,  et  nous  aurons  Péquation 

La  solution  s'achève  comme  dans  le  cas  simple  traité 


(*)Si  l'amplitude  de  U  période  était  un  autre  angle  ^,  on  prendrait  la 
^Unee  de»  ordonnées  extrêmes  AC,  BD  égale  à  Tare  /9. 
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précédemment.  Si  Ton  conserve  la  même  notation,  et  que, 
de  plus,  on  nomme  h  le  rapport  de  l'aire  Et  —  E»  -H  E4  i 
Taire  qui  mesure  le  travail  résistant  développé  pendait  un 
tour  entier,  on  aura»  pour  déterminer  le  moment  d'inertie 
du  volant,  en  se  bornant  à  la  première  approximation, 

Les  courbes  S^»  Sr  peuvent  se  tracer  assez  facilement  à 
l'aide  du  frein  de  Pronj  ou  du  dynamomètre  à  ressorts 
de  M.  Poncelet.  Un  crayon,  fixé  à  T appareil  dyna||pLomé- 
trique,  trace  la  courbe  sur  un  papifcr  que  la  machine 
elle-même  met  en  mourement. 

Considérons  encore  une  machine  à  vapeur  de  fP'att, 
Le  piston  communique  le  mouvement  à  l'arbre  par  l'in- 
termédiaire du  balancier,  de  la  bielle  et  de  la  manivelle. 
L'arbre  fait  mouvoir  des  pièces  dont  les  vitesses  sont  avec 
la  sienne  dans  des  rapports  constants. 

Pour  le  calcul  de  la  force  vive,  on  peut,  sans  erreur 
trop  grande,  considérer  les  masses  du  piston  i  vapeur,  de 
la  bielle  et  des  pistons  des  pompes  qui  sont  mises  en  mou- 
vement par  le  balancier,  comme  concentrées  aux:  points 
d'articulation  de  ces  corps  sur  le  balancier.  De  plus,  la 
force  vive  moyenne  du  balancier  étant  ordinairement  in- 
férieure à  la  centième  partie  de  celle  du  volant  et  de 
l'arbre  fictif,  qui  remplace  toutes  les  autres  pièces  de  la 
machine,  il  est  permis  de  remplacer  la  valeur  exacter  dcr 
la  force  vive  du  balancier  par  une  valeur  approchée,  d^un 
calcul  plus  commode.  Or,  si  l'on  nomme  co  la  vitesse  an- 
gulaire de  l'arbre,  co'  celle  du  balancier,  R'  la  demi-lon- 
gueur du  balancier,  et  /la  longueur  variable  d'unje  paral- 
lèle au  balancier  menée  par  le  centre  de  l'arbre  jusqu'à  la 
rencontre  de  la  bielle,  on  a  constamment  la  relation  (t.  I, 
p.  23o) 

M   m:  •'—  fli . 
R' 
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Ainsi,  la  force  vive  du  balancier  est  rigoureusement  le 
produit  du  moment  d'inertie  de  ce  corps  autour  de  son 

axe  parle  facteur  ^  «'•  H  nous  est  permis  de  remplacer 

/a 

ce  dernier  facteur  par  la  quantité  peu  différente  —  iV, 
Q désignant  la  moyenne  arithmétique  entre  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  valeur  de  «,  c'est-à-dire  -^ ^• 

Ceci  posé,  soient  : 

y  wp*  le  moment  d'inertie  de  l'arbre  fictif  et  du  vo- 
lant^ 

0).  la  vitesse  angulaire  que  possèdent  ces  deux  pièces 
({uandla  manivelle  est  au  point  moit^  c'est-à-dire  quand 
le  prolongement  de  la  bielle  rencontre  Taxe  de  rotation  ; 

I  le  produit  de  ^  par  le  moment  d'inertie  du  balancier 

autour  de  son  axe  propre  ; 

T.  le  travail  de  la  vapeur  diminué  du  travail  des  résis- 
tances qui  agissent  sur  le  balancier,  savoir  le  frottement 
du  piston,  et  Teffort  de  la  pompe  alimentaire,  de  la  pompe 
à  air  et  de  la  pompe  à  eau,  ce  travail  étant  compté  à  par- 
tir de  la  position  de  la  machine  qui  correspond  au  point 
mort; 

T^  le  travail  de  la  résistance  appliquée  sur  l'arbre, 
compté  depuis  la  même  position. 

L'équation  des  forces  vives,  pour  une  position  quel- 
conque, sera  sensiblement 


—  ;  w  - 


-a>î)2'"p'=--I^'-HT„-T,. 


On  construira,  dans  une  épure  à  grande  échelle,  les  va- 
leurs de  I/*,  T^,  T^ correspondantes  à  des  arcs  décrits  qui 
croissent  en  progression  arithmétique  et  comprennent  un 

II.    3*  ÉDIT.  7 
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tour  entier;  puis  on  cherchera  sur  cette  épure  la  plus 
grande  valeur  Mi  du  second  membre  de  Téquation  pré- 
ccv'cnte  et  la  plus  petite  valeur  M^.  Ces  valeurs  étant 
tipuvées,  le  problème  sera  résolu;  car  on  aura 

la  valeur  fx, 


1  W| «0    ,  - 

et,  par  suite,  assujettissant  le  rapport a  prendi-e 


2' 


,       M.  -  Mo 


On  pourra  consulter  avec  fruit  sur  ce  sujet  un  beau  Mé- 
moire de  Coriolis  inséré  au  XXP  Cahier  du  Journal  de 
V École  Polytechnique, 

Lorsque  la  machine  a  plusieurs  arbres  réunis  par  des 
engrenages  ou  des  courroies  sans  fin,  et  d'ailleurs  solli- 
cités par  des  forces  quelconques,  il  n'est  point  indifférent 
de  placer  le  volant  sur  tel  ou  tel  arbre.  Il  convient  de  le 
placer  sur  celui  qui  éprouve  les  plus  grandes  variations 
dans  sa  force  appliquée,  afin  d^évitcr  autant  que  possible 
les  chocs  dans  les  engrenages. 

En  effet,  considérons  deux  arbres  de  rayons  r,  r',  solli- 
cités dans  le  sens  du  mouvement  par  deux  forces  dont  les 
moments  autour  des  axes  respectifs  soient  Pr,  P'r',  et 
supposons  que  le  premier  arbre  conduise  le  second  par 
l'intermédiaire  d'une  courroie  sans  fin  ou  d'un  engrenage 
à  dents  très-petites.  Nous  pourrons  assimiler  la  pression 
des  dents  de  l'engrenage  ou  la  différence  entre  les  tensions 
des  deux  brins  de  la  courroie,  à  la  tension  d'une  corde 
qui  s'enroulerait  sur  le  premier  arbre  et  se  déroulerait  sur 
l'autre.  Alors,  si  nous  représentons  par  T  celte  tension, 
par  Cl),  0)'  les  vitesses  angulaires  des  deux  arbres,  et  par 
Mr*,  M'/*'*  leurs  moments  d'inertie  autour  de  leurs  axes 
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respectifs,  nous  aurons,  en  appliquant  Téquatiou  des  forces 
vives  à  un  instant  inûiiiment  petit, 

2  (P  ~T)  rwrff  =r  MH^.a>% 
2  (P'  -h  T)  r'«'//r  =  MW.«'>. 

D'après  la  relation  rw  =  r'o)',  il  s'ensuit 

P— T      M    '  PM^  — FM 

P'-f-r~M''         —  ~M  -f-  M' 

Cette  valeur  de  la  tension  nous  montre  que,  pour  deux 
accroissemenu  égaux  attribués  séparément  à  P  et  à  P', 
les  variations  correspondantes  de  la  tension  sont  entre 
elles  dans  le  rapport  inverse  des  quantités  M  et  M'. 
Donc,  pour  éviter  que  la  tension  varie  brusquement  ou 
change  de  signe,  auxquels  cas  il  y  aurait  choc  entre  les 
dents  de  l'engrenage,  il  convient  de  faire  correspondre 
le  plus  grand  moment  d'inertie  à  l'arbre  dont  la  force 
appliquée  éprouve  les  variations  les  plus  subites  et  les 
plus  considérables. 

3.  Travail  résistant  tles  frottements.  —  F^tudions  le 
travail  développé  par  les  frottements  dans  quelques  ma« 
chines  les  plus  simples.  Il  s'agit  ici  du  frottement  dyna- 
mique tel  qu'on  Ta  déGni  (t,  I,  p.  69). 

Pour  estimer  le  travail  du  frottement,  on  peut  consi- 
dérer la  force  de  frottement  comme  celle  d'un  ressort,  qui 
soppose  à  Técartement  des  molécules  en  contact,  suivant 
la  tangente  commune  aux  deux  surfaces  dont  elles  font 
partie,  tant  que  la  distance  de  ces  molécules  est  inappré- 
ciable, ou  tant  que  d'autres  molécules  infiniment  voisines 
ne  sont  pas  venues  se  toucher  et  jouer  le  rôle  des  pre- 
mières. D'après  cela ,  le  travail  dû  au  frottement  de 
deux  surfaces  qui  glissent  Vune  sur  V autre  a  pour  me- 
sure  r intensité  de  la  force  de  frottement  intégrée  par 
rapport  à  Vaiv  de  glissement. 


loo  mécanique:  rationnelle. 

Engrenages  plans,  —  Considérons  d'abord  le  frotle- 
raent  développé  dans  le  mouvement  d'un  engrenage  cy- 
lindrique. Kous  pouvons  supposer  les  roues  réduites  a 
leurs  bases*,  et  nous  avons  vu  (t.  I,  p.  238  et  suiv.)  que  le 
mouvement  relatif  des  deux  profils  s'obtient  en  supposant 
fixe  l'une  des  circonférences  primitives,  et  faisant  rouler 
l'autre  circonférence  primitive  sur  le  contour  de  la  pre- 
mière. Dans  ce  mouvement  fictif,  tout  point  de  la  figure 
mobile  décrit  à  chaque  instant  un  petit  arc  de  cercle  au- 
tour du  point  de  contact  des  circonférences  primitives. 
Observons  en  passant  que  l'angle  sous-tendu  par  cet  arc 
élémentaire  est  la  somme  des  deux  angles  infiniment  pe- 
tits dont  les  circonférences  primitives  ont  tourné  dans  le 
mouvement  réel.  De  plus,  les  éléments  en  contact  dans 
les  deux  profils  sont  à  chaque  instant  perpendiculaires 
sur  la  droite  qui  les  joint  au  point  de  contact  des  cir- 
conférences primitives.  Ainsi,  nous  voyons  déjà  que  pour 
des  rotations  égales  et  infiniment  petites  d'une  circonfé- 
rence primitive.  Tare  de  glissement  élémentaire  est  pro- 
portionnel à  la  distance  du  contact  des  dents  au  contact 
des  circonférences  primitives*,  en  sorte  que,  si  la  pression 
normale  est  constante,  le  travail  élémentaire  du  frotte- 
ment est  lui-même  proportionnel  à  cette  distance. 

Venons  au  détail  du  calcul . 

Soient  /',  r'  les  rayons  des  deux  circonférences  primi- 
tives O,  O'^ 

Q  la  résistance,  supposée  constante,  qui  agit  tangen- 
tiellement  à  la  roue  conduite  O',  et  s'oppose  à  son  mou- 
vement -, 

P  la  pression  normale  qui  s'exerce  entre  les  dents  en 
contact^ 

fL  le  coefficient  de  frottement; 

X  la  distance  variable  du  point  de  contact  A  des  cir- 
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coDférences  primîiives,  au  point  de  contact  M  des  dents 
^'*'  ^^'  correspondantes; 

s  Tare  décrit  par  un  point 
des  circonférences  primi- 
tives, depuis  l'instant  où  les 
deux  dcnls  considérées  ont 
commencé  à  se  conduire; 

S  la  valeur  finale  de  l'arc  s 
lorsque   les   deux   dents  se 
séparent. 
D'après  c<^  que  nous  avons  dit,  Tare  élémentaire  de 
glissement  d'une  dent  sur  Tautre  est 


(ds       ds\ 


Par  suite,  le  travail  du  frottement  pendant  toute  la  durée 
du  contact  a  pour  expression 


'i^-'^)!'^''" 


11  reste  à  exprimer  Px  en  fonction  de  s. 

Le  mouvement  des  roues  étant  supposé  uniforme,  les 
forces  Q,  P  et  la  force  de  frottement  se  font  équilibre  au- 
tour de  l'axe  O'.  Si  donc  on  mène  par  le  point  de  Contact 
des  dents  la  tangente  commune  MB,  et  par  le  centre  O' 
une  perpendiculaire  O'B  sur  cette  tangente,  on  aura 

V)  Q/zr:P(BM -hf*BÔ^), 

'*  distance  BO'  pouvant  être  positive  ou  négative.  Or, 
quand  on  connaîtra  le  profil  des  dents,  on  pourra  exprimer 
BM,  BO',  X  et,  par  suite,  P.r  en  fonction  de  s. 

Supposons  que  le  profil  des  dents  de  la  roue  O'  soit  une 
^icycloïde  engendrée  par  un  point  M  d'une  circonférence 
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(y  roulant  intérieurement  sur  la  circonférence  0'.  On  sait 
(t,  I,  p.  242)  que,  si  l'on  fait  rouler  simultanément  les 
circonférences  O',  O''  sur  la  circonférence  O,  supposée 
fixe,  de  manière  que  les  trois  circonférences  se  touchent 
constamment  en  un  même  point,  le  point  décrivant  M  est 
à  chaque  instant  le  point  de  contact  des  dents  correspon- 
dantes. Soient  a  le  diamètre  de  la  circonférence  O'', 
et  a  l'angle  que  la  droite  AM  fait  avec  la  tangente  com- 
mune aux  circonférences. 
On  a 

r  =  fl  sin  a,      BM  =  r'  ces  a,      BO'  =  (  r'  —  a  )  sîn  a^ 

et,  si  Ton  suppose  que  les  dents  commencent  à  se  con- 
duire lorsqu'elles  se  touchent  au  point  de  contact  des  cir- 
conférences prmiitives,  on  a 


D'après  ces  valeurs,  l'équation  (V)  devient 

Qr'  z=  P     r'cos-  -+- p  [r'  —  a)  sin  -  h 

et  le  travail  développé  par  le  frottement  des  deux  dents  a 
pour  valeur 

iS 


,Q»(UI)     r 


S 

ces h  fx 

O  "         ^ 


sm  - 
a 

(Is. 


(>-p)^i"^ 


L'inlégrale  qui  figure  ici  peut  s'obtenir  sous  forme 

finie,  en  prenant  pour  variable  la  quantité  lang 

Si  l'on  fait  a  = /',  on  a  Vengrc/iage  à  flanc  (t.  I, 
p.  241  ).  le  terme  dépendant  du  frottement  disparait  sous 
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le  signe  y*;  en  sorte  que  le  travail  a  pour  valeur 

Si  ron  fait  «  =  00  ,  on  a  un  engrenage  dont  les  dents 
ont  pour  proGls  des  développantes  des  circonférences 
primitives.  Lorsque  les  dents  sont  petites,  cet  engrenage 
peut  se  confondre  avec  V engrenage  à  rici^elo/jpantes  de 
cercle,  tel  qu'il  a  été  déGni  (t.  I,  p.  243).  Pour  ce  sys- 
tème, le  travail  du  frottement  est 

Dans  les  autres  cas,  Texpression  finie  et  rigoureuse  du 
travail  est  moins  simple.  Mais,  comme  les  dents  sont  tou- 
jours très-petites,  S  est  un  petit  arc,  et,  par  suite,  on 
peut,  sans  erreur  considérable,  négliger  sous  le  signe  f 

les  puissances  de  -  supérieures  à  la  première.  La  valeur 

approchée  du  travail  devient  alors 

Nommant  n  le  nombre  des  dents  de  la  roue  O,  n'  le 
nombre  des  dents  de  la  roue  O',  on  a 

2;:/  27r/ 

~"     /?  n' 
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ce  qui  permet  d'écrire  la  valeur  précédente  sous  la  forme 


TTfAQ 


a-i)^- 


Telle  est  la  formule  communément  employée.  Elle  exprime 
que  la  force  du  frottement  peut  être  remplacée  par  une 

force  égale  à  i^fiQ  ( — •"  t)^  T^^  serait  appliquée  sur  un 

point  de  la  circonférence  O^,  dans  la  direction  de  la  tan- 
gente, et  en  sens  contraire  du  mouvement.  Mais  le  travail 
obtenu  de  cette  manière  est  un  peu  trop  faible. 

M.  Combes  a  étendu  cette  analyse  aux  engrenages  co- 
niques et  à  la  vis  sans  fin  [Journal  de  Liouv^ille^  t.  H, 
p.  109;  i837(*)]. 

Coin,  — jSupposons  qu'il  s'agisse  d'un  coin  BAB',  dont 
p.     5  toutes  les  molécules  sont  ani- 

mées d'une  vitesse  uniforme, 
parallèle  à  la  pression  qu'on 
exerce  perpendiculairement 
sur  la  tête. 

Nommons  P  cette  pres- 
sion, a  l'angle  du  tranchant, 
j3  et  jS'  les  inclinaisons  des 
faces  latérales  sur  la  tête,  R 
et  R'  les  réactions  normales  exercées  contre  ces  faces,  fxet 
(i^  les  coefficienls  de  frottement  relatifs  aux  mêmes  faces. 
Nous  négligerons  le  poids  du  coin  vis-à-vis  des  autres 
forces,  ou  bien  nous  le  comprendrons  dans  la  puissance  P, 
si  celle-ci  est  verticale  et  dirigée  sur  lé  centre  de  gravité 
du  coin. 

Pui;que  le  mouvement  est  uniforme,  les  forces  extë- 


(*)  Voir  encore  un  Mémoire  de  M.  Resal,  Journal  de  VÉcoie  Polytech" 
niquCf  XXXIII^  Cahier. 
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rieures  se  font  ëqui libre-,  leurs  projections  parallèles  à  la 
tète  ont  une  somme  nulle,  ainsi  que  leurs  projections  per- 
pendiculaires. On  a  donc 

Rsinp  —  R'iin^'  —  fiR  cosp  -+-  ^'R'cosp'  =  o, 
P—  R  cosp  —  R'  cosp'  —  ^R  sin  P  —  fx'R'  sinp'  ==  o, 

et  par  conséquent 

p  _  p  ('  —  f^f*')  sina  -^  (fi  -4-  f*^)  cosa 
*   —  *• : — TTt ; x; • 

sinp'  —  fA'cosp' 

Soit /le  chemin  décrit  par  le  coin  dans  le  sens  de  la 
force  P.  Le  travail  moteur  sera  P/,  et  le  travail  utile, 
qui  est  celui  des  réactions  normales  R  et  R',  aura  pour 
valeur 

ni       «        «/.       «f       ^  ,sina  — (pL -h /)cosBcos6' 

R/cosB  -f-  R'/cosS'  =  R/ ^\: — ^ j, *-  • 

*^  ^  sinp'  — fA'cosp' 

Le  rapport  du  travail  utile  au  travail  moteur, 

sin  a  —  (fA  -+-  f*'  )  ces  p  cos  p' 
(i  —  pipL'')sina  -h  (^  -h  p'jcosa 

^t  maximum,  pour  un  tranchant  donné,  lorsque 

cos  p  cos  p'  z=  o, 

cesi-à-dire  lorsque  l'un  des  angles  à  la  tête  est  droit. 

Admettons  que  (3'  soit  un  angle  droit.  Le  rapport  des 
iTâvaux  devient 

^langa  .    i 


(i  — fAfx'JUnga-f-(fA-f-fA')         I  —  u^'  -+-  (p  H- fi')  tangp' 

Cl  cette  fraction  croît  à  mesure  que  j3  diminue  ou  que 
*  augmente.  Ainsi,  quand  on  fait  abstraction  de  V élas- 
ticité des  corps  y  la  forme  la  plus  avantageuse  que  Von 
puisse  donner  au  coin  est  celle  d\in  prisme  rectangle  à 
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la  base  et  tiis-obtus  au  sommet.  Néanmoins,  dans  h 
réalité,  plus  le  tranchant  est  obtus,  plus  il  y  a  de  forc( 
consommée  dans  l'écrasement  du  corps  qu'il  s'agit  de  fen 
dre.  Cette  considération  fait  voir  qu'il  est  dans  chaque 
cas  une  limite  que  Tangle  a  ne  saurait  dépasser  sans  qui 
l'effet  utile  en  soit  diminué. 

Lorsque  la  section  du  coin  est  un  triangle  isocèle,  et  qui 
les  coefficients  de  frottement  relatifs  aux  deux  faces  son 
égaux,  le  rapport  du  travail  moteur  au  travail  utile  s 
réduit  à  la  fraction 


i-+-fxtangp 


On  voit  qu'il  y  a  encore  de  l'avantage  à  augmenter  Tangl 
du  tranchant. 

Vis  h  filet  triangulaire,  —  On  suppose  une  vis  don 

le  filet  est  engendré  par  u: 
triangle  qui  se  meut  lou 
autour  d'un  noyau  cylin 
drique,  en  restant  dans  1 
plan  de  l'axe,  et  de  tell 
sorte  que  chaque  point  de 
crive  une  hélice. 

L'axe  de  la  vis  est  verti 

cal,    et  porte  un  poids  Q 

une    force    horizontale    I 

tangente    au    cylindre    qi 

^  forme  le  noyau,  fait  monti 

le  poids  Q,  en  faisant  tourner  la  vis  d'un  mouvemei 

uniforme  dans  un  écrou  fixe.  11  s'agit  d'évaluer  le  trava 

moteur  consommé  par  les  frottements. 

Nous  considérerons  la  saillie  du  filet  comme  infinimei 
petite^  ou  plutôt  nous  supposerons  que  la  charge  soit  di 
tribuée  uniformément  sur  les  éléments  de  la  surface  i 
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filet  qui  se  trouvent  compris  entre  deux  hélices  infini- 
ment voisines,  choisies  de  manière  que  le  travail  ne  soit 
point  changé.  Alors  cette  suite  d'éléments  formera  à  elle 
seule  l'une  des  faces  à! u.u  Jilet  moyen,  infiniment  mince, 
que  nous  substituerons  au  filet  réel.  Si  la  saillie  du  filet 
est  peu  considérable  relativement  au  rayon  du  cylindre, 
nous  ne  commettrons  pas  d'erreur  sensible  en  prenant  le 
rajou  du  filet  moyen  égal  à  la  demi  somme  des  rayons 
extrêmes  du  filet  réel. 

Soient  DE  Taxe  de  la  vis,  AF  le  filet,  AB  la  tangente 
àThélice  au  point  A,  AC  une  génératrice  de  la  surface 
kélicoïde  et  AO  une  verticale.  Le  plan  BAC  est  tangent  à 
la  surface  hélicoïde.  Nous  prendrons  le  plan  vertical  AOC 
pour  plan  des  xz^  un  second  plan  vertical  AOB,  perpen- 
diculaire au  premier,  pour  plan  des  ocy^  et  un  plan  hori- 
lontal  pour  plan  des  jz'^  les  axes  seront  placés  comme 
l'indique  la  figure. 

Nommons  : 

«  Tangle  que  la  normale  ON  abaissée  de  l'origine  sur 
le  plan  tangent  BAC  fait  avec  Taxe  des  x; 

6  et  c  les  angles  que  la  tangente  AB  et  la  génératrice 
AC  forment  avec  la  verticale-, 

r  le  rayon  du  filet  moyen,  qui  est  aussi  le  bras  de  levier 
de  la  puissance  P; 

h  le  pas  du  filet  5 

jui  le  coefficient  de  frottement  entre  le  filet  et  Técrou  \ 

R  la  réaction  normale  exercée  par  Técrou  sur  le  filet; 

dK  l'élément  de  cette  réaction  correspondant  à  Télé- 
Qieni  de  surface  du  filet. 

Nous  confondrons  dans  le  poids  Q  le  poids  de  la  vis 
avec  celui  de  la  charge  étrangère. 

Puisque  le  mouvement  est  uniforme,  les  forces  appli- 
quées sur  la  vis  se  font  équilibre.  Ecrivant  que  leurs  coni- 
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posantes  verticales  se  détruisent,  ou  obtient  Téquatioa 

Q=   I  cosddK  —  ^  /  cos^  rfR=  R  (cosa  —  itcosb). 

On  aura  une  seconde  équation  'en  exprimant  que  les 
moments  des  forces  autour  de  Taxe  font  une  somme 
nulle;  mais,  comme  celte  équation  ne  peut  s'obtenir  sans 
quelque  peine,  il  sera  préférable  de  lui  substituer  celle 
qui  résulte  du  principe  des  vitesses  virtuelles,  appliqué 
au  mouvement  naturel  de  la  vis  pendant  un  tour  entier. 

Si  Ton  observe  que  la  longueur  d'une  spire  est  7 

ou  -r—Tf  on  obtient  Téquation 


sin6 


fiR  > 
cos6  . 


Les  équations  précédentes    donnent,   par   l'élimination 
deR, 

P^Qcot^-^^-— — f^^ J-: 

smo  (cosa  —  fACOso) 

d'où  l'on  voit  que  le  frottement  a  pour  effet  d'augmenter 
la  force  P  de  la  quantité 


sin^  (cosa  —  pLCOS^j 


Cet  accroissement  devient  infini  lorsque 7  =  a  ;   alors 

^       cosb       ' 

le  mouvement  uniforme  est  impossible,  quelle  que  soit  la 

force  motrice. 

Pour  achever  la  discussion  il  convient  d'exprimer  cosa 

en  fonction  des  angles  6  et  c  qui,  avec  le  rayon  r,  suffi* 

sent  à  déterminer  la  vis.  Cet  angle  est  celui  de  la  normale 
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au  plan  ABC  avec  Taxe  des  x.  Or  le  plan  ABC  a  pour 
équation 

X  y  z 

ÔÂ        ÔB        ÔC  ""    ' 

ou 


taog6       tangc 
par  conséquent, 


OA; 


cosa=: 


-  col'  b  -h  cot'c 
Subsiiiuant  cette  valeur  dans  Texpression  de  P,  il  vient 


p_     C0I6  H-  fxsinA  ^i  -\-QoVb  -f- cot'c 
I  —  fACOS^  ^i  -f-  cot*^  -\-  cot^c 


_     A  sine  yjh^  -f-  4'^^'*'  "*~  ^ttt^  v//i^»in'c -f-  ^'K^r^  .^ 
2îrrsinc  yA*  -f-  ^iz^r"^  —  /ifjt  ^A^sin^c  -h  ^iz^r^ 

Le  rapport  du  travail  utile  au  travail  moteur  est 


Qcol6  _  I  —  fxcos^  ^ï  -+-  cot'^  -h  cot'c 
sin'^ 


I  H-  IL -di  -f-cot^^  -f-  cot'c 

•^cos^ 

L'inclinaison  de  l'hélice  sur  Taxe  étant  donnée,  ce  rap- 
port est  maximum  lorsque  c  est  égal  à  -•  Ainsi,  toutes 

choses  égales,  la  vis  à  Jilet  rectangulaire  a  Vav^antage 
sur  la  vis  à  filet  triangulaire. 

Dans  le  cas  de  la  vis  à  filet  rectangulaire,  l'expression 
précédente  du  rapport  entre  le  travail  utile  et  le  travail 


("}  Celle  formule  est  duc  au  professeur  Persy.  La  manière  dont  nous 
''*îOn»  obWnue  est  celle  de  M.  Poucelet  {Journal  de  Crelle,  t.  Il, 
p.  293). 
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moteur  prend  la  forme  simple 

'  Qcotb I  —  iicotb 

P  î  -h  fxtang^ 

Son  maximum  répond  à  Tangle  b  quî  vérifie  la  relation 
tang2  6  = • 

Cordes  et  courroies  glissant  sur  des  surfaces, — Comme 
exemple  de  calcul  relatif  au  frottement  des  lames  flexibles 
qui  glissent  sur  des  surfaces,  nous  résoudrons  le  problème 
suivant  : 

Un  cylindre  tourne,  avec  une  vitesse  donnée  w,  autour 
d'un  axe  passant  par  son  centre  de  gravité.  On  veut 
anéantir  cette  vitesse  dans  un  temps  donné  f,  à  Taide 
d'un  frein  formé  d'une  lame  flexible  qui  embrasse  sur  la 
circonférence  un  angle  connu  0.  Déterminer  la  traction 
constante  qu'il  faut  exercer  pendant  ce  temps  à  l'une  des 
extrémités  de  la  lame,  Tautre  extrémité  étant  fixe. 

Soient  r  le  rayon  du  cylindre,  MA*  son  moment  d'iner- 
tie relatif  à  Taxe,  fx  le  coefficient  de  frottement,  d  un  an- 
gle au  centre,  compté  sur  la  lame  circulaire  en  sens  con- 
traire de  la  rotation  et  à  partir  de  l'extrémité  de  Tare 
formé  par  cette  lame,  T  et  T' les  tractions  ou  tensions  quî 
répondent  aux  angles  0  =  0  et  0  =  o. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  (t.  I,  p.  i65,  prob.  3), 
l'élément  de  la  lame  qui  répond  à  l'angle  9  éprouve  la 

tension  T'e'    ,  et  il  exerce  sur  l'élément  de  surface  du 
cylindre  une  pression  normale  égale  à  -T'e**  dO. 
Ceci  nous  permet  d'écrire  l'équation  du  problème, 
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On  en  lire 


et,  puisque  T  =  T' e'*   ,  on  a 


M/^*)' 


2/(,-.-''^) 


4.  Résistance  du  roulement.  —  Imaginons  un  cylindre 
pesant  qui  roule  sur  un  plan  horizontal.  Par  reffet  de  la 
compressibilité  des  substances  en  contact,  le  cylindre  et 
leplan  s'impriment  l'un  dans  Tautre.  Cela  fait  naître,  du 
côté  où  se  dirige  le  cylindre,  des  réactions  inclinées,  qui 
s'opposent  au  roulement  tendant  à  s'effectuer  autour  de 
rextréniité  du  diamètre  vertical.  Si  les  corps  en  contact  ne 
sont  pas  parfaitement  élastiques,  les  réactions  qui  s'exer- 
eenten  arrière  du  cylindre  ne  compensent  pas  les  réactions 
exercées  en  avant-,  alors  il  y  a  résistance  au  roulement. 
U  n'est  pas  nécessaire  de  connaître  les  directions  et  les 
intensités  de  ces  forces  pour  étudier  le  mouvement  du  cy- 
lindre. Il  suffit  pour  cela  de  connaître  leur  moment  résul- 
tant par  rapport  à  la  génératrice  de  contact;  car  cette 
génératrice  reste  fixe  pendant  le  mouvement  élémentaire 
de  corps,  tant  que  celui-ci  roule  sans  glisser. 

D'après  les  expériences  de  Coulomb  (*),  il  faut  appli- 
quer au  cylindre,  pour  déterminer  son  roulement,  une 
force  dont  le  moment  par  rapport  à  la  génératrice  de 
contact  est  égal  au  produit  du  poids  du  cylindre  par  un 
coefficient  numérique,  qui  ne  dépend  que  de  la  nature  des 
surfaces  du  cylindre  et  du  plan. 

Soient  R  la  pression   normale  du  cylindre  contre  le 
plau^  r  le  rayon  du  cylindre,  et  v  le  coefficient  de  résis- 

{^*)  Suvants  ^frai^^/i (Académie  des  Sciences),  t.  X;  1785. 
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tance  au  roulement  naissant.  Ou  pourra  faire  rouler  !< 
cylindre  en  appliquant  à  son  axe  une  force  perpendieu 

laire  et  horizontale,  égale  à  — «De  même,  la  résistana 

r 

au  roulement  établi,  ou  la  force  nécessaire  pour  maiuteni 
luniformité  du  roulement,  a  par  rapport  à  la  généra  txic 
de  contact  un  moment  égal  au  produit  du  poids  du  cylindn 
par  un  coefficient  numérique  qui,  pour  deux  surface 
données,  est  moindre  que  le  coefficient  de  résistance  ai 
roulement  naissant.  Si  le  cylindre  devait  rouler  sur  ui 
plan  incliné  ou  sur  une  surface  courbe,  le  moment  de  h 
résistance  au  roulement  serait  proportionnel  à  la  pression 
normale  qui  s'exerce  entre  les  surfaces  en  contact. 

On  voit  d'après  cela  que  la  résistance  au  roulement  a  le 
même  effet  qu'un  couple  dont  le  moment-est  proportion- 
nel à  la  pression  normale  des  surfaces  en  contact. 

M.  Arthur  Morin  (*)  a  repris  ces  expériences  dans  de! 
conditions  plus  favorables^  il  a  reconnu  que  les  lois  de 
Coulomb  sont  généralement  peu  exactes,  et  qu'il  est  im- 
possible de  donner  à  ce  sujet  les  lois  simples  et  générales. 
Néanmoins,  dit-il,  la  résistance  horizontale  opposée  ao 
mouvement  des  voitures  par  les  routes  pavées  ou  en  em- 
pierrement solide  est  sensiblement  proportionnelle  à  h 
pression,  et  inversement  proportionnelle  au  rayon  àet 
roues;  elle  est  indépendante  du  nombre  des  roues,  à  très- 
peu  près  indépendante  de  la  largeur  des  bandes  de  roues, 
et  croit  avec  la  vitesse. 

Au  reste,  le  frottement  de  roulement  est  ordinairement 
négligeable  vis-à-vis  du  frottement  de  glissement;  el 
même  on  en  fait  entièrement  abstraction  dans  tous  lej 
calculs  relatifs  aux  corps  solides  et  durs  qui  entrent  dam 
la  composition  des  machines.  On  n'a  guère  à  le  considérei 

(")  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  X,  XII,  XIII  et  XIV 
1840-1843.  —  Expériences  sur  le  tirage  des  voitures  ;  Paris,  i84a. 
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que  dans  certains  phénomènes  spéciaux,  tels  que  le  roule- 
ment des  voitures,  le  transport  sur  des  rouleaux.  Nous 
traiterons  ce  cas  brièvement,  en  nous  plaçant  dans  les 
conditions  qui,  suivant  M.  Morin,  laissent  subsister  les 
lois  de  Coulomb.  Supposant  la  vitesse  constante,  nous 
n'aarons  pas  à  tenir  compte  de  son  influence  sur  le  frot- 
tement, une  fois  le  coefficient  de  frottement  déterminé 
poor  cette  vitesse. 

Considérons  une  roue  qui  roule  uniformément  sur  un 
plan  horizontal  en  tournant  autour  de  son  essieu.  Soient  : 

P  la  charge  de  l'essieu,  y  compris  son  poids  ; 

p  le  poids  de  la  roue  ; 

r  son  rayon  5 

p  celui  de  l'essieu  ; 

y  le  coefficient  de  résistance  au  roulement  (*)  entre  la 
roue  et  le  plan  ^ 

II.  le  coefficient  de  frottement  de  glissement  entre  l'es- 
sieu et  le  creux  du  moyeu  ] 

F  la  force  horizontale  qu'il  faut  appliquer  à  l'essieu 
pour  maintenir  l'uniformité  du  mouvement. 

La  force  F  se  compose  de  deux  parties  :  l'une  fait  équi- 
libre au  frottement  de  roulement,  sa  valeur  est  v^ ^: 

r 

l'autre,  que  nous  nommerons  f^  fait  équilibre  au  frotte- 
ment de  glissement.  Pour  obtenir  sa  valeur,  observons 
qu'en  vertu  du  jeu  de  l'emboîtement,  le  frottement  ne 
s'exerce  que  sur  une  seule  génératrice  de  l'essieu,  et  dé- 
terminons d'abord  cette  génératrice. 

La  réaction  du  moyeu  sur  l'essieu  est  égale  et  contraire 
^  la  résultante  des  autres  forces  appliquées  sur  l'essieu, 
laquelle  est  égale  à  v'P'-hF*.   D'ailleurs,  nous  avons 


(*)  D'après  M.  Poncelet,  sur  une  chaussée  en  empierrement  à  Tétat 
ordiotire,  fi,  =  0,08;  sur  un  chemin  de  fer,  /a  =  0,00a. 

II.  3«   ÉDIT.  8 
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VU  (t.  I,  p.  70)  que,  toutes  les  fois  qu'il  y  a  frottemen 
entre  deux  surfaces,  la  réaction  totale  n^ est  point  dirigée 
suivant  la  normale  commune  aux  surfaces  en  contact 
mais  fait  avec  elle  un  angle  dont  la  tangente  est  égale  ai 
coefficient  de  frottement.  Il  en  résulte  que,  dans  notre  cas 
la  direction  de  la  force^P*-f-F'  fait  avec  le  rayon  d 
l'essieu  mené  vers  la  génératrice  de  contact  un  angl 
cp  ==  arc  tangfA.  Cela  exige  que  la  résultante  P  des  poid 
qui  pèsent  sur  Tessieu  passe  un  peu  en  arrière  de  son  axe 
La  charge  d'une  brouetté  ou  d'une  voiture  et  l'effort  tci 
tical  du  moteur  se  combinent  pour  vérifier  cette  condi 
tîon. 

D'après  cela,  la  pression  normale  entre  l'essieu  et  h 
boite  est 

V'P'  +  F'cos©  =        '      •  i/P»-hF% 
et  la  force  de  frottement 

Ce  frottement  et  la  force  f  doivent  avoir  des  moment 
virtuels  égaux  ;  donc 


i/==  P       '        VP'  -♦-  P' 


Delà  suit  l'équation 


Posant 


on  en  tire 

p_vr(P-H/>)  -t-ft'p  \/{r'—n'Yyp^:V(P'^^^ 
'       (*"P' 
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Le  produit  de  cette  expression  par  Tespace  horizontal 
parcouru  donne  le  travail  nécessaire  au  transport  de  la 
charge  P,  travail  qui  est  employé  tout  entier  à  vaincre  les 
frottements. 

Supposons  maintenant  que  la  force  F  soit  inclinée  à 
Thorizon  d^un  angle  a,  et  tende  à  soulever  la  roue. 

Dans  ce  cas,  la  pression  sur  le  plan  horizontal  est 

P  -hp  —  Fsina, 

etlarésuluntedes  forces  appliquées  sur  Tessieu,  outre  le 
frottement,  est  égale  à 


v/P'-f-F»—  2PFsina. 

Par  suite,  ou  a 

-,  V  (  P  -+-  o  —  F  sin  a  )  ,  p    /— =; ^^   . — 

Fcosa=i ^ -hu'î- v/P*4-P— 2PFsina. 

On  pourra  tirer  de  cette  équation  la  valeiir  de  F  cosa 
^  fonction  de  a,  et  l'angle  a  qui  rendra  cette  valeur  un 
minimum  sera  Tinclinaison  la  plus  favorable  au  tirage. 

Si  le  plan  est  incliné  à  Thorizon  d'un  angle  a,  et  si  la 
force  F  est  parallèle  au  plan,  la  pression  normale  sur  le 
plan  est 

(P  H-/?)cosa, 

et  la  résultante  des  forces  appliquées  sur  l'essieu,  outre  le 
frottement^  est  égale  à 


V^P2-4-F'—  2PFsina. 
w  suite,  on  a  l'équation 

r  *     r 

d'où  Ton  peut  tirer  la  valeur  de  F.  Alors,  si  Ton  nomme 
f^t  le  coeflicient  du  frottement  de  glissement  entre  la  roue 

8. 
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et  le  plan,  la  condition  pour  que  la  roue  tourne  sans 
glisser  sera  exprimée  par  Tinëgalité 

F<;fx,  (P  -4-/?)cosa. 

Cette  condition  pourra  se  trouver  satisfaite,  même 
lorsque  Tinclinaison  du  plan  sera  nulle. 

On  trouvera  facilement  que  pour  faire,  as^ancerun  ma-- 
drier  sur  un  plan  horizontal,  en  le  faisant  rouler  sur  des 
rouleaux  en  nombre  quelconque  y  il  faut  lui  appliquer 
dans  le  sens  du  mouv^ement  une  force  horizontale, 
égale  à 

vP-l-v^(P-hF) 
2r 

P  est  le  poids  du  madrier,  P  est  la  somme  des  poids  des 
rouleaux,  v  et  v'  sont  les  coefficients  de  résistance  au  rou- 
lement des  rouleaux  contre  le  madrier  et  sur  le  plan,  r  est 
le  rayon  des  rouleaux. 

5.  Raideur  des  cordes,  —  Lorsqu'un  poids  Q  est  sou- 
levé d'un  mouvement  uniforme  à  l'aide  d'une  corde  qui 


Fig.  6i. 


passe  sur  une  poulie  de  renvoi,  on 
observe  que  le  travail  de  la  puis- 
sance P,  diminué  du  travail  con- 
sommé par  le  frottement  de  la  poulie 
sur  son  axe,  est  supérieur  en  valeur 
numérique  au  travail  de  la  pesanteur 
sur  le  poids  Q.  La  puissance  a  donc  à 
surmonter  une  résistance  autre  que 
celles  du  poids  et  du  frottement.  U 
est  aisé  de  découvrir  la  nature  de  cette  résistance  nou- 
velle. La  corde  qui  porte  le  poids  Q  doit  se  ployer  en 
arrivant  sur  la  poulie  *,  comme  elle  n'est  pas  parfaitement 
flexible,  il  y  a  du  travail  dépensé  à  vaincre  son  ressort; 
et,  comme  elle  n'est  pas  parfaitement  élastique,  ce  tra- 
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vail  dépensé  n'est  pas  entièrement  rendu  lorsque  la 
courbe  quitte  la  poulie  du  côté  de  la  puissance.  On  ob- 
serve, en  effet,  que  le  bras  de  levier  de  la  résistance  est 
toujours  un  peu  supérieur  à  celui  de  la  puissance,  bien 
(jue  les  points  d'application  des  deux  forces,  pris  sur  les 
cordons  rectilignes,  aient  constamment  la  même  vitesse. 

Diaprés  les  expériences  de  Coulomb  (*),  la  partie  de 
l'excès  du  travail  moteur  sur  le  travail  résistant  qui  est 
due  à  la  raideur  de  la  corde,  pour  un  chemin  parcouru 
égal  i  Tunité,  peut  se  représenter,  quelle  que  soit  la  vi- 
tesse, par  une  expression  de  la  forme 

y 


''étant  le  rayon  de  la  poulie  augmenté  du  rayon  de  la 
corde,  et  a,  b  désignant  deux  constantes  qui  dépendent 
de  la  nature  de  la  corde,  de  sa  grosseur,  de  son  état  de 
'éiusté.  Toutes  choses  égales ,  a  est  à  peu  près  propor- 
tionnel à  la  quatrième  puissance  du  diamètre  de  la  corde, 
et  J  proportionnel  à  la  seconde  puissance. 

Cherchons  la  relation  qui  lie  entre  elles  les  forces  P  et  Q 
dans  le  mouvement  uniforme  de  la  poulie. 

Soient  p  le  rayon  de  Taxe  ou  celui  de  Tœil  de  la  poulie, 
suivant  que  Taxe  lient  à  la  poulie  ou  bien  à  la  chape, 
et/la  force  de  frottement  qui  s'exerce  sur  l'axe. 

Ecrivons  que  la  somme  algébrique  des  quantités  de 
travail  est  nulle.  En  observant  que  2  7rr  est  le  chemin 
parcouru  par  les  points  d'application  de  la  puissance  et 
de  la  résistance  dans  un  tour  de  la  poulie^  nous  trouvons 


— /.-(q---^)" 


o. 


{*) Savants  étrangers  (Acadcmio  des  Sciences),  t.  \  ;  178'). 
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II  nous  reste  à  exprimery  en  fonclion  de  P  et  de  Q. 

On  a  vu  au  problème  précédent,  dans  un  cas  tout  à 
fait  semblable,  que,  si  Ton  représente  par  fjt  le  coefficient 
de  frottement,  la  force  du  frottement  est  égale  au  produit 

de  —--   —  par  la  réaction  totale  (jui  s'exerce  entre  les  sur- 

v/iH-ft»  

facesencontact,  laquelle  esticiyP' -h  Q'-i-2PQcos(PQ), 
quand  on  néglige  le  poids  de  la  poulie.  Substituant  cette 
valeur  dans  Téquation  précédente,  il  vient 

^       ^       a-hbO  a       p    /  7\~ 

Dans  le  cas  où  les  forces  P  et  Q  sont  parallèles,  on  a 

valeur  qui  est  de  la  forme 

P  z^  A  4-  BQ. 

Adoptant  cette  dernière  formule,  on  trouvera  facile- 
ment que,  pour  soulever  le  poids  Q  d'un  mouvement 
uniforme  «1  l'aide  de  mou/les  formées  de  n  jioulies  égales, 
il  faut  appliquer  au  dernier  cordon  une  force  P  dont  la 
valeur  est 

A  (J!^ [_\  .  (»-0B"  o 

yB"— I        B  — 1/  B«— I      ^* 

Si  l'on  observe  que  le  coefficient  B  est  sensiblement  su- 
périeur à  l'unité,  on  voit  par  les  dernières  formules  que 
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p 

le  rapport  -  diiiiiiiue  quand  le  poids  Q  augmente.  Il  en 

est  de  même  du  rapport  entre  le  travail  moteur  et  le  tra- 
vail utile. 

Les  systèmes  de  poulies  sont  donc  plus  avantageuse- 
ment employés  à  soulever  de  grandes  charges  qu'à  élever 
de  petits  poids. 
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CHAPITRE  Vm. 

PRINaPE  DU  MOUVEMENT  DU  CENTRE  DE  GRAVITÉ 
ET  PRINCIPE  DES  AIRES. 


SECTION  I. 

PRINCIPE    DU    MOUVEMENT    DU    CENTRE    DE    GRAVITÉ. 

Le  principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité  peut 
s'énoncer  ainsi  :  Dans  tout  système  de  points  libres,  ou 
dont  les  liaisons  s* expriment  par  des  relations  entre 
les  distances  mutuelles  seules,  le  mouvement  du  centre 
de  gravité  est  celui  qui  aurait  lieu  si  tous  les  points 
étaient  réunis  au  centre  de  gravité  j  et  qu  ils  fussent  sol^ 
licites  par  les  mêmes  forces  accélératrices  qui  les  soUi- 
citent  réellement. 

Newton  (*)  découvrît  le  théorèmç  pour  les  systèmes 
où  les  forces  se  réduisent  à  des  actions  mutuelles-,  plus 
tard  d'Alembert  (**)  Té  lendit  au  cas  où  les  forces  sont 
constantes  en  grandeur  et  en  direction,  et  à  quelques 
autres  cas  particuliers •,  enfin  Lagrange  (***)  démontra 
le  principe  dans  toute  sa  généralité. 

1 .  Dans  un  corps  ABC  A',  qui  peut  glisser  sur  un  plan 
horizontal  et  parfaitement  uni  OCBX,  est  pratiqué  un 
canal  très-étroit  ALA',  situé  dans  un  plan  vertical  qui 


(*  )  Principia,  Axiomata  sive  leges  motûs,  cor.  ^. 
(**)  Traité  de  Drnami(jue,  part.  II,  chap.  ii. 
(***  )  Mécaniijue  analytique,  part.  Il,  sect.  3,  §  i. 
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contient  le  centre  de  gravité  du  corps.  Déterminer  la 
courbe  que  doit  affecter  ce  canal ^  pour  quun  point  pe- 
sant P,  qui  y  serait  déposé,  exécute  des  oscillations 
tautochrones ,  On  négligera  les  frottements. 

Nous  pouvons  supposer  tout  le  système  condensé  sur 
le  plan  du  canal. 

Soient  M  la  masse  du  corps,  m  celle  du  mobile  P,  X  la 

distance  d'un  point  D 
de  la  base  du  corps  à 
un  point  fixe  O  pris 
sur  le  plan  horizontal, 
X  la  distance  du  mobile 
à  la  verticale  du  point 
D,  et  y  la  hauteur  du 


Fig.  62. 


ii 


OC  D  B  X      mobile   au-dessus   du 

plan. 

Le  principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité  s'ap- 
plique au  système  formé  par  le  corps  et  le  point  pesant, 
pourvu  que  l'on  considère  le  corps  comme  sollicité,  non- 
seulement  par  la  pesanteur,  mais  encore  par  la  réaction 
du  plan  fixe  horizontal.  En  effet,  le  système  ne  sera  plus 
assujetti  qu'à  une  seule  liaison,  consistant  en  ce  que  le 
point  mobile  doit  rester  dans  le  canal;  et  cette  liaison 
est  une  relation  entre  les  distances  mutuelles*,  car,  si  Ion 
nomme  r,  r'  les  distances  d'un  point  quelconque  à  deux 
points  déterminés,  pris  sur  le  corps,  la  rourbe  formée 
par  le  canal  pourra  se  représenter  par  une  équation  de  la 
lornie 

/{r,r^)  =  o; 

en  sorte  que  la  liaison  qui  existe  entre  le  corps  et  le  point 
mobile  sera  représentée  par  la  môme  équation,  où  les 
distances  /*,  r'  seront  relatives  au  point  mobile. 
Au  reste,  pour  s'assurer  que  le  principe  du  mouvement 
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du  centre  de  gravité  est  applicable  dans  le  sens  indiqi 
il  suffit  d'observer  que  rcnsemble  du  point  et  du  coi 
peut  se  mouvoir  comme  un  corps  solide,  tout  en  sat 
faisant  aux  liaisons. 

Ceci  posé,  la  distance  du  centre  de  gravité  du  systè 
à  la  verticale  du  point  O  est 

/ii(Xh-x)h-MX 
m-4-  M 

Puisque  les  forces  horizontales  sont  nulles,  cette  distai 
doit  rester  constante;  on  a  donc 

rf(X  +  x)  rfX_ 

n} ^__  +  M-^_o. 

Le  principe  des  forces  vives  donne  encore  l'équation 

yo  étant  la  valeur  initiale  de  j^. 
On  tire  de  la  première  équation 

.  fiX m       dx 

^    ^  'dt~~  w  -+-  mST* 

Substituant  cette  valeur  dans  la  seconde  équation,  il  vi« 
M       dx^       dr^ 


d'où 


r/      M       dx^        \  ' 

J  (î^^r^j  - 


Si  la  courbe  du  canal  était  donnée,  la  dernière  form 
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ferait  connaitre  le  mouvement  da  point,  et  l'équation  (A) 
celui  du  corps  (*).  Mais  ici  le  problème  est  différent. 

Supposons  que  l'extrémité  des  arcs  qui  doivent  être 
parcourus  pendant  le  même  temps  ait  une  ordonnée  nulle. 
H  nous  faut  trouver  la  relation  entre  x  et  y  qui  rend  in- 
dépendante de^o  l'intégrale 


/•( 


M       dx^ 
M  -t-  m  djr^ 

Xf^  —  J 


dy. 


Cette  relation  doit  être  telle,  que  la  quantité  comprise 
sous  le  signe  f  soit  de  degré  o  en  j^o»  Yt  ^J\  d'ailleurs 
die  doit  être  indépendante  de  j^o-  Nous  satisferons  a  ces 
conditions  en  posant 


M       dx'       .   2  a 


M  -f  m  É(r'  X 

fl  est  une  constante. 
Cette  relation  peut  s'écrire 

dx  _  /M  -f-my  /la—y^y 
dp-\      M      )    \      X      )    ' 

en  l'intégrant,  on  aura  Téquatiou  de  la  courbe  que  doit 
former  le  canal. 

Quand  on  suppose  que  la  courbe  passe  à  Torigine,  il 
vient 

/M-h//i\V/ «— r\ 

X  r=  (        - —  1    (  V  2  flj  —  j'  4-  fl  are  ces 1  • 

On  reconnaît  une  cycloïde  allongée ^  qui  se  construit 


(*)Par  exemple,  si  le  canal  est  rectiligne,  on  trouvera  que  le  point 
P**«nl  décrit  dans  l'espace  une  ligne  droite  d'un  mouvement  unifor- 
raéincni  accéléré.  (Jean  BEn.Noi'LLi,  Co//iwt*/i/.  Acad.  Peiiup.,  i73'),  p.  ii. 
-  Opfra^  t.  III,  p.  363.  ) 
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en  dilatant  les  ordonnées  dVne  cycloïde  perpendiculaires 
à  Taxe,  dans  le  rapport  de  v^M  -t-  m  à  v^M. 
La  durée  d'une  demi-oscillation  est 

Quand  cette  durée  est  donnée,  on  en  conclut  la  valeur 
de  la  constante 

Glaiaaut,  Mém.  de  rjcad.  des  Se,  de  Paris ^  >74^>  P«  4'* 

2.  Déterminer  le  mouvfement  de  deux  points  maté- 
riels qui  s  attirent  proportionnellement  à  la  masse  et  en 
raison  inv^erse  du  carré  de  la  distance. 

Soient  m,  m!  les  masses; 

r,  r'  les  distances  au  centre  de  gravité  commun; 
p  la  distance  mutuelle  ; 

IL  Tattraction  de  Tunité  de  masse  sur  Funité  de  masse 
à  Tunité  de  distance. 

Le  centre  de  gravité  commun  aura  le  mouvement  rec- 
tiligne  et  uniforme  que  produirait  une  quantité  de  mou- 
vement initiale,  égale  à  la  résultante  des  quantités  de 
mouvement  initiales  des  deux  mobiles,  en  supposant  au 
centre  de  gravité  une  masse  égale  à  la  somme  des  masses 
des  deux  points.  Le  mouvement  de  ces  deux  points  autour 
du  centre  de  gravité  sera  celui  qui  résulterait  des  positions 
et  vitesses  initiales  relatives  au  centre  de  gravité,  et  aussi 
de  forces  accélératrices  dirigées  vers  ce  centre,  égales  à 

— p  pour  le  point  m,  et  a  —^  pour  le  point  m  . 

Or,  d'après  les  relations 

r   r'  p 

m'        m       m  -^  m' 
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les  valeurs  de  ces  forces  accélératrices  peuvent  s'écrire 

(m -h  m'y  y^'      (m  -h  m' y  r^^'" 

d'où  Ton  voit  que  le  mouvement  relatif  au  centre  de 
graYilê  n'est  autre  que  le  mouvement  bien  connu  d'un 
point  matériel  autour  d'un  centre  fixe  qui  l'attire. 

Den  résulte,  en  particulier,  que  les  deux  orbites  dé- 
crites autour  du  centre  de  gravité,  considéré  comme  fixe, 
sont  des  courbes  planes,  bien  qu'elles  ne  soient  pas  né- 
cessairement situées  dans  un  même  plan.  En  outre,  la  re- 
lation —  =  —  montre  que  ces  deux  courbes  sont  sem- 

Uables  et  semblablcment  placées,  le  centre  de  gravité 
étant  centre  de  similitude  inverse. 

On  aura  le  mouvement  absolu  en  ajoutant  les  coor- 
données du  centre  de  gravité  à  celles  du  mouvement  re- 
"lif.  Les  courbes  que  Ton  obtiendra  de  la  sorte  seront 
généralement  transcendantes. 

SECTION   II. 

PRINCIPE    DES    AIRES. 

Considérons  un  système  de  points  matériels,  dont  les 
liaisons  se  réduisent  à  des  relations  entre  les  distances 
mutuelles  seulement.   D^une  origine  fixe  menons  des 
rayons  vecteurs  aux  différents  points  du  système ^  et 
faisons  la  somme  des  produits  que  l'on  obtient  en  mul- 
tipliant la  masse  de  chaque  point  par  la  projection 
droite  sur  un  plan  fixe  de  l'aire  décrite  dans  l'espace 
par  son  rayon  vecteur  à  partir  d'une  époque  détermi^ 
née,  qui  est  la  même  pour  tous  les  points.  Si  les  moments 
des  Jorces  motrices  autour  de  la  droite  qui  projette 
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V origine  font  une  somme  nulle^  la  somme  des  produi 
dont  il  s'agit  croîtra  proportionnellement  au  temps. 

Tel  est  Je  principe  des  aires. 

Outre  les  liaisons  ci-dessus  mentionnées,  Tun  d( 
points  peut  être  assujetti  à  rester  fixe;  mais,  dans  ce  ca 
Torigine  doit  être  prise  au  point  fixe. 

Le  principe  des  aires  est  une  généralisation  du  tbé( 
rème  de  Newton  (*)  sur  les  aires  que  décrit  le  rayon  ve( 
teur  d'un  point  matériel  sollicité  par  une  force  centrale 
Il  fut  découvert  presque  en  même  temps  par  Euler  (**) 
Daniel  Bernoulli  (***)  et  d'Arcy  (♦*♦*),  à  roccasion  di 
mouvement  de  plusieurs  points  matériels  renfermés  dan 
un  tube  de  forme  donnée,  mobile  autour  d'un  poin 
fixe. 

1 .  Un  point  matériel,  de  masse  m,  est  lié  à  Vextre 
mité  de  deux  fils  inextensibles  et  sans  masse,  qui  tra 
\fersent  un  petit  anneau  fixe  O,  et  tiennent  à  leurs  se 
condes  extrémités  deux  autres  points  matériels^  d 
masses  mf,  m".  Tout  le  système  est  situé  sur  un  plan  hon 
zontal  et  parfaitement  uni.  Déterminer  le  mouv^emen 
des  points  et  la  tension  des  fils  ^  en  négligeant  le  frotte 
ment  sur  Vanneau,  et  supposant  que  les  fils  resten 
constamment  tendus. 

Soient  Om  =  r,  Om'  =  z-',  Om"  =  r"-, 
6,  6',  B"  les  angles  que  forment  les  rayons  sur  un  ax 
fixe,  situé  dans  le  plan  horizontal  \ 

T' et  T'^  les  tensions  des  fils  mOm'  et  mOmP  5 
/'  et  V^  les  longueurs  de  ces  fils. 


(*)  Principia,  lib.  I,  prop.  i. 

( *•  )  Opuscula,  Demotu  corporum  tuhismohiUhusinclusorum,seci.  î;  1745. 
(***)  Mémoires  de  VÀcadémie  des  Sciences  de  Berlin,  1745,  p.  54. 
(****)  Mémoires  de  VAcad.  des  Sciences  de  Parti,  1747,  p.  348. 
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Paisque  toutes  les  forces  sont  dirigées  vers  le  centre  O, 
on  peut  appliquer  les  formules  des  forces  centrales  à  cha- 
cun des  trois  points.  De  là  les  équations 


d^r  rfô»         T'-hT" 


r  • 


l    dn  dt^         •      m 

'*'  '  -dF  =  '  ^  "IP' 

d^_  ^,  dr^     y 

df"   ^'^   'dp         /w"  ' 

Le  principe  des  aires  s'applique  à  chaque  point  consi- 
déré isolément.  Il  en  résulte  qu'en  représentant  par  C, 
C',C^les  quantités  constantes  qui  mesurent  le  double 
des  aires  décrites  dans  Tunité  de  temps  par  les  rayons 
'')  r\  r",  on  a  les  trois  équations 

dB  dB'  dB" 

'^'     ^'^=^'  ^"^=^''  ^'"^=^"- 

Enfin  les  relations 

(3)  r-f-r'rz:/',      r -^  r"  =  l" 

(lonnent 

,M                dr  dr'                    dr  dr" 

dt  dt  ^       dt  dt 

/n               d^r  d'r'                 d'r  d^r" 

Pour  avoir  les  valeurs  des  tensions,  il  suflSt  d'ajouter 
successivement  la  première  des  équations  (i)  avec  cha- 
cune des  deux  autres,  en  éliminant  les  dérivées  par  les 
«[uaiions  (a)  et  (5).  Il  vient  ainsi 

T'       r  H-  T"       C       C 

-7  -^ ==  1  '^-  -71» 

m'  m  r*        r'^ 

m  Ht  r*        r  * 
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d'où  Ton  lire  aisément 

(m  H-  m'  -h  w"   —  =  — i-  H-  "^^ TT^ 1^  J 

(„  +  „  +,„  )____  + _ __. 

Cherchons  maintenant  les  trajectoires. 
D'après  le  principe  des  forces  vives,  on  a 

\dt^  dt^l  \dO  dt^  ) 

^"^  [-dF^'  'dF)=''''''''  =  ^' 

Si  Ton  élimine  r',  r",  0',  9^'  et  dt  à  l'aide  des  rela- 
tions (2),  (3)  et  (4)>  il  vient 

(5)  ^  ^      . 


( 


QU2  ^ 


Telle  est  l'équation  de  la  trajectoire  du  point  m.  On 
obtiendrait  de  la  même  manière  les  équations  des  deux 
autres  trajectoires. 

Les  formules  (2)  montrent  que  les  mobiles  ne  peuvent, 
jamais  atteindre  l'anneau,  à  moins  que  leurs  vitesses  ini- 
tiales niaient  été  dirigées  vers  ce  point;  dans  ce  cas  leur 
mouvement  serait  constamment  rectiligne. 

Admettons  que  ce  cas  se  présente  pour  les  mo- 
biles m',  m". 

Alors  C,  C"  seront  nulles,  et  l'équation  (5)  pourra 
s'intégrer  sous  forme  finie.  On  trouvera  l'intégrale 

.  =  C  y/^  sec  ( y/I^^^  ô  +  const.) . 
On   traiterait   sans  plus  de  difficultés  le  cas  où  les 
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poinu  matériels  réunis  par  des  fils  au  point  m  seraient 
en  nombre  quelconque. 

RiccATi,  Comment,  Bonon.,  t.  V,  part.  I,  p.  i5o;  1767. 

2.  Appliquer  les  principes  des  forces  vivres,  du  mou- 
vemenl  du  centre  de  gratuité  et  des  aires  au  mouv^ement 
du  soleil  et  des  planètes  considérés  comme  des  points 
matériels. 

On  considère  ici  Tensemble  d'une  planète  et  de  ses  sa- 
tellites comme  ne  formant  qu'une  seule  masse,  située  au 
centre  de  gravité  du  système. 

Soient  :  M,  m,  m\  etc. ,  les  produits  des  masses  du  soleil 
et  des  planètes  par  la  constante  qui  mesure  l'attraction  de 
l'unité  de  masse  sur  l'unité  de  masse  à  l'unilé  de  distance  ; 

X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  soleil  par  rapport  à  des 
nés  rectangulaires  et  fixes  dans  l'espace; 

5î  ^>  Çî  ÇS  ^'9  Ç' j  etc.,  les  coordonnées  des  planètes 
w,  ro',  etc.; 

r,/,  etc.,  les  distances  du  soleil  aux  planètes  m,  m\  etc.; 

pi^i  la  distance  de  la  planète  m^'^  à  la  planète  m^^K 

Les  équations  du  mouvement  sont  les  suivantes  : 


rf»X_  w(Ç  — 

X) 

A>  ~          r» 

«f|Y_in(ij  — 

T) 

*'  "~         r» 

d'Z        /«{Ç- 

■Z) 

*'   ~          r' 

rfM       M(X- 

■?) 

<fc»  —          r' 

d'y,_U(Y- 

■«) 

dt*  ~~         r» 

rf'i;_M(z- 

-«) 

r" 

m* 

1 

■K- 

•T) 

r" 

m' 

1 

(Ç'- 

-Z) 

r" 

1 

(5'- 

■V 

1 

PJ,. 

m' 

i 

(>.'- 

n) 

Pi., 

m' 

-u  

(C- 

■0 

«"(ç"-5) 


PÎ., 

m" 

{»'- 

i) 

p!.. 

m' 

'(ç"- 

-ç) 

*'       ^'  ?:•  pj.. 


n.  a*  teiT. 
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Le  principe  des  forces  vives  donne  Tintégrale 


(') 


(*• — d? — -^2ir — W' — ) 


OÙ  h  représente  une  constante,  et  V  "^  signe  somma- 

toire  qui  s'étend  à  toutes  les  combinaisons  des  différentes 
planètes. 

Le  principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité  donne 
les  intégrales 

MX  -+-  \m  Ç  =  fl^  -h  a, 

(2)  luY  -^^mnz=bt'^p, 

f  MZH-y/wÇ=  et  -{-  7, 

a^b.c^a^i^yy  étant  des  constantes. 

Enfin  le  principe  des  aires  donne  trois  intégrales,  dont 
Tune  rentre  dans  les  deux  autres  : 

r" — dt — -^2^ — dT-j^'^ 

(^^       P dt "^Zr       dt      )  =  f^ 

P — dt — -^2r— 5r-j=^' 

e,  f^  g  désignant  des  constantes. 

Ces  intégrales  rigoureuses  du  mouvement  absolu  des 
corps  célestes  sont  les  seules  que  l'on  ait  pu  trouver  jus- 
qu'ici. 

On  a  bien  plus  souvent  à  considérer  le  mouvement  re- 
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latif  des  planètes  autour  du  soleil  que  leur  mouvement 
absolu  dans  Tespace.  Il  sera  donc  utile  de  chercher  ce 
que  deviennent  les  intégrales  précédentes,  quand  on  re- 
garde le  soleil  comme  fixe,  et  qu'on  transporte  en  ce  point 
Torigine  des  coordonnées. 
Soient  : 

X,  y^  z  les  coordonnées  de  la  planète  m  pour  la  nou- 
velle origine^ 
j/,  y',  z*  celles  de  la  planète  w',  et  ainsi  de  suite. 

Noos  aurons 

Ç— ZH-z,      Ç'=Z  4-2',.... 

Substituant  ces  valeurs  de  \y  ri,  ^,  ^'v  dans  les  for- 
mules (i),  (a)  et  (3),  les  nouvelles  formules  (a)  nous  don- 
neront des  valeurs  de  X,  Y,  Z  qui,  substituées  dans  les 
nouvelles  formules  (i)  et  (3),  nous  fourniront  les  quatre 
int^rales  du  mouvement  relatif  seules  connues,  savoir  : 

(''^2")2('"''^^^^)^2'"'-2'"È  -S"-^  •2'"  S =<=»»•'•. 
(''^2")2('"  '■^^^)  -^2""-  2"'ê  -2""  -S""  ^ = ~""-' 

On  pourra,  par  de  simples  transformations,  mettre  ces 
intégrales  sous  la  forme  donnée  dans  la  Mécanique  cé^ 

9- 
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lesie(liY.  II,  ch.  ii,  $9)  : 

3.  Deux  points  matériels,  de  masses  m,  m\  50wf 
réunis  par  une  tige  rigide  et  sans  masse^  mobile  dans 
un  plan  horizontal  autour  de  l'un  de  ses  points  gui  est 

fixe-^  la  molécule  m  peut  glisser  librement  le  long  de  la 
tige,  tandis  que  la  molécule  m' est  fixée  sur  cette  droite. 
Etant  donné  le  mouv^ement  initial  du  point  m,  déter- 
miner sa  trajectoire. 

Si  Ton  nomme  a  la  distance  du  point  m' au  point  fixe, 
r  et  d  les  coordonnées  polaires  du  point  m  relativement 
au  même  point  lixe  pris  pour  origine,  et  A  une  constante 
qu'on  détermine  aisément  par  les  circonstances  initiales, 
on  trouve  Téquation 

m  —  =  A(/îir»H-  /w'fl»)>— (wr'H-  m'a*). 
Clairaut,  Mém.  de  l'Àcad,  des  Se.  de  Pan's,  1742,  p.  a-i. 

4.  Deux  points  matériels  égaux  sont  fixés  aux  extré- 
mités d' une  tige  rigide  et  sans  masse,  mobile  en  tout  sens 
autour  d^un  point  fixe  situé  en  son  milieu.  Déterminer 
le  mouuement  de  la  tige. 

Soient  (f  l'inclinaison  de  la  tige  sur  la  verlicale,  0  Tan- 
gle  qu'elle  fait  avec  un  plan  vertical  fixe,  ^  la  valeur  ini- 
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lialede  Tangle  cp,  co  ei  u  les  valeurs  initiales  de  ^- el  de 

J-»  cet  c'  des  constantes  que  l'on  détermine  par  les  don- 
nées initiales,  et  c"*  =  co*  -f-  '«»'  sin*(3. 
On  trouve  les  équations  ' 

s.n',-^  =  c, 


v/c"' 
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t 

CHAPITRE  IX. 

MOUVEMENT  D'UN  CORPS  SOLIDE. 


SECTION    I. 

MOUVEMENT    d'uN    CORPS    SOLIDE    ALTOUR    D 'uN    AXE    FIXE. 

Soient  0)  la  vitesse  angulaire,  et  MA*  le  moment  d'iner- 
tie du  corps  autour  de  Taxe  de  rotation.  Prenons  cet  axe 
pour  axe  des  z,  et  nommons  X,  Y  les  forces  motrices 
extérieures  qui  sollicitent  la  molécule  (x,  y)  suivant  les 
axes  des  x  et  des  y.  Nous  aurons 

le  signe  \]  indiquant  une  somme  étendue  à  toutes  les 

molécules  du  corps  considéré. 

Les  pressions  sur  Taxe  se  calculent  en  exprimant  que 
les  forces  motrices  extérieures,  transportées  sur  Taxe,  et 
les  forces  centrifuges  nées  de  la  rotation,  sont  équilibrées 
par  les  réactions  de  Taxe,  égales  et  contraires  aux  pres- 
sions. 

Une  des  applications  les  plus  importantes  de  cette 
théorie  consiste  à  déterminer  le  mouvement  d'un  corps 
pesant  autour  d'un  axe  horizon  ta).  Soient  h  la  distance 
du  centre  de  gravité  à  Taxe  de  rotation,  et  C  un  point  situé 
avec  le  centre  de  gravité  sur  une  même  perpendiculaire  à 
l'axe,  à  une  distance  /  de  cet  axe,  donnée  par  la  formule 
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Le  mouvement  du  point  C  ne  serait  pas  altéré  si  toute 
la  masse  du  corps  était  réunie  en  ce  point.  On  le  nomme^ 
pour  cette  raison,  centre  d^ oscillation  du  corps  relative* 
ment  à  Taxe  considéré.  La  longueur  /  est  celle  du  pen- 
dule simple  qui  oscille  dans  le  même  temps  que  le  pen- 
dule  composé  formé  par  le  corps  dont  il  s'agit. 

Le  P.  Mersenne  proposa,  en  1646,  àe  déterminer  la 
dorée  des  oscillations  d'un  corps  pesant  autour  d'un  axe 
horizontal,  ce  qui  revient  à  déterminer  le  centre  d'oscil- 
lation. Tous  les  géomètres  qui  abordèrent  la  solution, 
Descartes  (*),  Roberval  (»),  Wallis  (»),  Fabri  (*)  et  le 
P.  Mersenne  (')  lui-même  supposèrent  tacitement  que  le 
centre  d'oscillation  coïncide  avec  le  centre  de  percussion. 
Cette  proposition  est  exacte;  mais  il  est  étonnant  quUls 
Taient  admise  sans  la  démontrer.  Elle  leur  permit  de  trou- 
ver le  centre  d^oscillation  dans  un  certain  nombre  de  figu- 
res. Descartes  détermina  celui  des  figures  planes  oscillant 
dans  leur  plan,  et  se  trompa  pour  les  autres  cas;  Robervat 
trouva  celui  de  certaines  figures  planes  n'oscillant  pas 
dans  leur  plan  ;  enfin  Huygliens  résolut  le  cas  général. 
Cène  fut  pourtant  qu'après  plusieurs  essais  infructueux 
qu'il  parvint  à  la  solution  tant  désirée.  Elle  fut  publiée 
dans  la  quatrième  partie  de  son  Ilorologium  oscillât o- 
'^m,  1673.  Cette  solution  se  fonde  sur  deux  postulata  : 
le  centre  de  gravité  d'un  système  de  corps  pesants  ne  peut 
remonter  de  lui-même  à  une  hauteur  plus  grande  que 
celle  d'où  il  est  tombé,  de  quelque  manière  que  se  modi- 
fie la  disposition  mutuelle  des  corps.  Un  pendule  composé 


{^) Lettres  de  Descaries. 

{*)  ^echanica,  sis'e  Dentotu. 

{*)Tract.  df  molUy  Àppend.  //hjsico-malh.  de  centre  percussionis. 

(  *  )  Mtnenii  Rejlexiones  phjrsico-ma  th ema  t  icœ,  cap     xi  et  x  1 1 . 
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remonte  toujours  à  la  hauteur  d'où  il  est  descendu  libre- 
ment. 

Quelques  années  après  la  publication  de  V HorologiiWi 
oscillatorium^  Tabbé  Gatelan  [*)  fit  observer  que  lei 
postulata  de  Huyghens  ne  peuvent  être  pris  pour  des 
axiomes.  Ce  fut  Toccasion  de  nouvelles  recherches  de  la 
part  de  THôpital^  Jacques  Bernoulli  et  autres  géomètres. 
Ces  travaux  amenèrent  la  solution  simple,  bien  connue 
aujourd'hui. 

1.  Pendule  de  Graham,  —  Un  pendule  qui  porte  à 
son  extrémité  un  cylindre  creux,  contenant  du  mercure, 
et  dirigé  suivant  le  prolongement  de  la  tigCy  oscille  dans 
un  plan  vertical.  Étant  donnés  le  poids  p  du  pendule^ 
les  distances  h  et  l  du  point  de  suspeïision  au  centre  dt 
graifilé  et  au  centre  d^ oscillation,  et  le  rajon  intérieui 
du  cjlindre  r,  déterminer  le  poids  pf  du  mercure  quù 
jaut  verser  dans  le  cjlindre  pour  que  le  pendule  battt 
exactement  la  seconde. 

Soient  h  le  rayon  de  giration  du  pendule  donné  autoui 
d'une  parallèle  à  Taxe  de  suspension,  passant  au  centre 
de  gravité;  h'  le  rayon  de  giration  du  mercure  addition- 
nel autour  d'une  parallèle  à  l'axe,  passant  au  centre  de 
gravité  de  cette  masse  ;  h  la  distance  du  point  de  suspen- 
sion au  centre  de  gravité  du  mercure  additionnel  \  L  la 
longueur  du  pendule  simple  qui  bat  la  seconde  (à  Paris, 
L  =  o",993  9ooi7). 

La  formule  (B),  jointe  à  la  relation  qui  existe  entre  les 
rayons  de  giration  autour  de  deux  axes  dont  l'un  passe 
au  centre  de  gravité,  nous  donne  l'équation 


w  -^  -^,[{h-EiY^  k^]-^-  -^,[[E--h^y-^k'^ 


Ln: 


H 


(*)  Journal  des  Savants,  1682  et  1684. 
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OÙ  Ton  a  fait 

il  fient,  en  réduisant, 

"  ph^p'li'  ' 

cl,  si  Ton  remplace  h?  -4-  /r'  par  sa  valeur  /A, 
(i)  ,;A(/-L)=,i'[A'(L~A')~^'«]. 

Nommons  p  la  densité  du  mercure,  et  u  la  distance  du 
point  de  suspension  à  la  surface  supérieure  du  mercure 
que  contient  le  pendule  dans  son  premier  état. 

Nous  aurons 

p*  r=  2îrpr'  (il  —  A'), 
Cl  (page  64) 

Ces  deux  relations  nous  permettent  d'éliminer  h'  et  V 
de  la  dernière  équation*,  alors  nous  obtenons,  pour  dé- 
terminer p',  Téquation  du  troisième  degré 

3 

-  j  ir'pV*  [4 «  (L  —  a)  —  r^\p'  H-  Stt V"*  /?A  (/—  L)  r=:  o. 

Dans  le  cas  où  le  pendule  donné  battrait  «î  peu  près  la 
seconde,  on  pourrait  considérer  le  mercure  ajouté  comme 
formant  une  lame  circulaire  sans  épaisseur,  et  Ton  aurait 
^Dsiblement 

4 
d'où  (i) 

//  =  ^.    4A(/-L)     . 


4«(L  — «)  —  /■' 
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La  capillarité  et  les  oscillations  du  mercure  sont  de£ 
causes  perturbatrices  que  nous  avons  négligées;  mais  nos 
calculs  seront  tout  à  fait  exacts,  si  nous  remplaçons  le 
mercure  par  de  petits  disques  solides  enfilés  sur  un  axe 
commun. 

On  sait  que  le  pendule  à  mercure  peut  être  disposé  de 
manière  que  les  variations  de  la  température  n'aient  pas 
d'influence  sensible  sur  la  durée  des  oscillations.  On  le 
regarde  comme  le  meilleur  des  pendules  compensateurs. 

2.  On  suppose  un  pendule  formé  d'une  sphère  pe- 
sante et  homogène,  dont  le  rayon  est  r  et  la  masse  m, 
fixée  par  son  centre  à  r  extrémité  d'une  tige  sans  poids, 
dont  la  longueur  est  a.  On  demande  à  quel  point  de 
la  tige  il  faut  fixer  le  centre  d'une  nouv^elle  sphère 
homogène,  dont  le  rayon  et  la  masse  sont  r'  et  m!,  pour 
diminuer  le  plus  possible  la  durée  des  oscillations. 

Soient  a'  la  distance  du  point  de  suspension  au  centre 
de  la  sphère  additionnelle,  h  la  distance  du  même  point 
au  centre  de  gravité  des  deux  sphères,  k  le  rayon  de  gi ra- 
tion du  système  autour  d'une  perpendiculaire  à  la  tige, 
menée  par  le  centre  de  gravité,  et  /  la  longueur  du  pen- 
dule synchrone. 

On  trouve  aisément 


ma  -+-  m'a' 

^— ; — r~' 

m  -h  m 


i'=   '" 


-,[|.»+(«_/.r]^^[|."-.(A-.'r], 


l  — 


m -{-m 

ma^ -^  m' a^ -^  ^  (mr^ -h  m' r'^) 
h^  -\-  A*  5 


ma  -\-  m  a 


Posant  -r-,  =  o,  et  tirant  de  cette  équation  la  valeur  de 
da 
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a\  il  vient 


—  ma  -4- 


I  /w  {/w  -h  m')  fl'  -h  ^  /w'  {mr^  -h  m'r'») 


On  voit  par  là  que,  lorsqu'on  fait  glisser  un  curseur 
SOT  la  tige  d'un  pendule  en  Télevant  de  plus  en  plus,  on 
finit  par  atteindre  une  hauteur  telle,  qu'en  élevant  encore 
le  curseur  on  produit  le  même  eOetTiue  si  on  l'abaissait, 
c*est-à-dire  qu'on  augmente  la  durée  des  oscillations. 

Si  la  lentille  et  le  curseur  peuvent  être  assimilés  à  deux 
points  matériels  de  masse  m,  m\  portés  par  une  tige  sans 
poids,  de  longueur  a,  la  distance  a' du  curseur  au  point  de 
suspension,  pour  laquelle  se  produit  le  phénomène  dont 
nous  parlons,  satisfait  à  l'équation 


ma  I  m 

I  H 

ma  V  m 


ma  y 

EuLER,  Theoria  motus  corporum  soUdorum,  c.  VII,  prob.  48. 

3.  Considérons  une  tige  pesante,  homogène  et  partout 
d^égale  épaisseur,  qui  oscille  dans  un  plan  vertical  au- 
tour de  son  extrémité.  Si  cette  tige  était  flexible,  elle 
se  courberait.  Nous  la  supposons  rigide,  et  nous  vou- 
lons troux^r  le  point  oit  la  force  qui  tend  à  la  courber 
exerce  le  plus  grand  effort. 

Soient  a  la  longueur  de  la  tige,  m  sa  masse,  d  l'angle 
<pi'elle  fait  avec  la  direction  de  la  pesanteur,  b  la  distance 
Jo  point  cherché  B  à  l'extrémilé  fixe,  r  la  dislance  entre 
'a  même  extrémité  et  l'un  quelconque  des  éléments  de  la 
^e  qui  sont  situés  au-dessous  du  point  B. 

La  force  motrice  gagnée  en  vertu  des  liaisons  par  l'élé- 
ment rfr,  estimée  dans  le  sens  du  mouvement,  est  égale 

^^  produit  de  la  masse  —m  pac  la  différence  entre    la 
a 


i4o 
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force  accélératrice  effective  — r——  et  la  force  accéléra- 
it/» 

trice  appliquée  gs\nô,  La  somme  des  moments  autour  du 
point  B  des  forces  gagnées  par  tous  les  éléments  rfr  me- 
sure Teffort  qui  tend  à  courber  la  tige  au  point  B.  Cet 
effort  a  donc  pour  expression  . 

Or  on  a,  dans  le  mouvement  de  la  tige, 
dH  3g  ^ 


di' 


sinO. 


Par  conséquent  Teffort  dont  il  s*agit  est 

Le  maximum  a  lieu  quand  fc=  «• 

Ainsi,  le  point  cherché  est  symétrique  du  centre  d'os- 
cillation par  rapport  au  centre  de  gravité. 

Le  moment  de  la  force  qui  tend  à  courber  la  tige  en  ce 
point  a  pour  valeur 

/wg'sinO 

4.  Ax^ec  quelle  vitesse  une  voiture  peut-^lle  tourner 
Fig.  63.  sur   un    plan    incliné, 

sans  qu'elle  cesse  de 
s^ appuyer  sur  ses  quatre 
roues? 

Supposons  que  la  ligne 
de  plus  grande  pente  sur 
le  plan  soit  parallèle  a 
Tessicude  derrière,  et  considérons  le  système  en  projec- 
tion droite  sur  le  plan  incliné. 


Eï  (}    S 
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Soient  : 

B,  B'  les  points  d^appui  des  roues  de  derrière  sur  le 
plan; 

A,  A'  ceux  des  roues  de  devant; 

Af,  A',  les  positions  qu'auraient  ces  derniers  points  si 
la  voiture  ne  tournait  pas: 

flt  Tangle  des  deux  essieux  \ 

i  Tangle  AiBA; 

aa  la  distance  AA'  ou  BB'  ; 

l  la  distance  des  deux  essieux,  lorsqu'ils  sont  paral- 
lèles; 

<  Tinclinaison  du  plan  sur  Thorizon; 

P  le  poids  de  la  voiture  ; 

G  la  projection  de  son  centre  de  gravité,  située  à  égale 
dislance  des  droites  BA,,  B'A',; 

&la  distance  du  plan  au  centre  de  gravité; 

h  la  distance  du  centre  de  gravité  au  plan  vertical  qui 
contient  l'essieu  de  derrière  ; 

p 

-la  traction,  que  nous  supposerons  exercée  dans  une 

direction  parallèle  au  plan  et  perpendiculaire  à  Tessieu 
de  devant; 

h'  la  distance  du  plan  au  point  d'application  de  la  trac- 
lion; 

V  la  vitesse  du  milieu  D  de  Tessieu  de  derrière. 

Pour  que  la  voiture  reste  appuyée  sur  ses  quatre  roues, 
il  faut  que  le  poids  et  la  traction  aient  autour  de  AB  un 
i&oment  supérieur  à  celui  des  forces  centrifuges.  Formons 
cette  inégalité. 

Le  moment  du  poids  est  égal  au  produit  du  poids  par 
le  cosinus  de  Tangle  que  la  droite  BA  fait  avec  Thorizon, 
et  par  la  distance  du  centre  de  gravité  au  plan  vertical 
qui  contient  la  même  droite  BA.  Nous  trouvons  d'abord, 
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pour  expression  de  ce  moment, 

P[(a  cosi  —  h  sin/)  cost  —  b  cos/  sini  J. 

D'ailleurs  la  projection  de  AB  sur  A',  Ai  est  égale,  d'une 
part,  à  a  (i  —  cosa),  d'autre  part  k  [l+a  sin  a)  tange,  ce 
qui  nous  donne 

sin  s        cos«      I 

a  (i  — cosa)       /-hasina       .      .  x,   .    /t   .         •       i,iT 

^  ^  [o»(i— C0Sa)*-l- (/-hflsma)']* 

Le  moment  de  la  traction  est 

p 

-/i'sinfa  —  f). 
n 

Il  reste  à  trouver  le  moment  des  forces  centrifuges.  Nous 
admettons  que  les  roues  ne  glissent  point.  Il  en  résulte 
que  leurs  points  de  contact  sur  le  plan  tournent,  dans 
l'instant  considéré,  autour  de  rinterscclion  O  des  droites 
AA',  B6'.  Par  suite,  les  milieux  des  essieux  et  la  voiture 
tout  entière  tournent  autour  d'une  perpendiculaire  au 
plan  menée  par  le  point  O,  avec  une  vitesse  angulaire 
égale  à 

p  V 

-=■     ou     7  tanga. 
OD  ^ 

Prenons  le  point  O  pour  origine  des  coordonnées,  la 
r  perpendiculaire  au  plan  pour  axe  des  z,  et  une  perpen- 
diculaire à  6A  pour  axe  des  x. 

Le  moment  des  forces  centrifuges  sera  représenté  par 
Tintégrale 

ai  t 


^^tn„g«ajz 


étendue  à  toutes  les  molécules  de  la  voiture. 

Pour  évaluer  cette  intégrale,  il  est  commode  de  trans- 
porter l'origine  au  centre  de  gravité,  puis  de  faire  tourner 


DYNAMIQUE.  143 

les  aies  parallèles  au  plan  de  manière  que  le  nouvel  axe 
des  X  soit  perpendiculaire  à  la  droite  BA|.  Nommant  x\ 
y,  2' les  nouvelles  coordonnées,  nous  aurons 

x:=  Ix'  -\ )  cosf  -+■  (  r'-h  6)sinf, 

\  tanga/  ""^  ^ 

et  le  moment  des  forces  centrifuges  deviendra 

-Vteng'a    PA  (-^ÎÎÎ^H-6siin| -h  cosf  ix^z'dV 
gn       ^     l        \tanga  /  J 

-f-  sine  I yt'dP    . 

Ces  valeurs  nous  permettent  d'écrire  immédiatement 
la  condition  cherchée.  Mais  auparavant  faisons  quelques 
simplifications. 

La  traction  est  une  petite  fraction  du  poids  total,  —  en- 

Wron,  et  l'angle  s  est  peu  considérable  ^  il  en  résulte  que 
nous  pourrons  substituer  sin  a  à  sin  (a  —  e),  dans  le  mo- 
ment de  la  traction. 

Le  plan  des  y' z'  partage  la  voiture  en  deux  parties  sen- 
siblement symétriques;  nous  pourrons  donc  supposer 

nulle  Pintégale  Çx'z'df. 

Le  plan  des  x'  z'  divise  la  voiture  en  deux  parties  qui 
Qesont  pas  très-différentes^  en  outre  sin  e  est  une  assez 
petite  fraction;  par  conséquent,  dans  le  moment  des 
forces  centrifuges,  nous  pouri*ons  encore  négliger  le  terme 

$ini  jjr'z'dP  vis-à-vis  du  premier.  Tout  ceci  n'intro- 

dnira  dans  le  résultat  que  des  erreurs  insignifiantes  pour 
ce  genre  de  questions. 
Lm^alitécpie  doivent  vérifier  la  vitesse,  Finclinaison 
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du  plan  et  l'angle  de  déviation  devient  alors 

/         .       f   •    .X  f        .   •  >  «  sin  a 

[acosi  —  hsini)  cosc  —  b  cosi  smc  -+-  h' 

n 

>  —  tanga(/cosf -f-  ^tangasinc), 
S*- 

où  sine  et  cose  ont  les  valeurs  données  plus  haut. 

Le  rapport  -  exprime  la  tangente  de  rinclinaison  dii^ 

plan  sur  lequel  la  voiture  en  repos  commencerait  â  verser. 
Les  règlements  de  la  police  française  exigent  que,  dans 

les  grandes  messageries^  ce  rapport  soit  égal  à  ^* 

Si  Ton  adopte  les  nombres  suivants, 

^  =  ^,  a==o",85,   A'=:o'»,5o,   /=:2'",    h=o'^,^i,    a<43% 

qui,  d'après  Coriolis,  conviennent  aux  grandes  messa- 
geries de  France,  et  si  Ton  suppose  a  =  3o  degrés,  la  vi- 
tesse f^,  pour  laquelle  la  voiture  tendrait  à  sHncliner  sur 
un  plan  horizontal,  est  de  la''**,^  à  l'heure.  Toutefois 
on  doit  observer  que  les  vitesses  obtenues  par  ces  for- 
mules sont  un  peu  trop  grandes  pour  des  voitures  suspen- 
dues. 

Co&iOLis,  Journal  de  l'École  Polyt.^  XXIV»  Cahier» 
p.  i55;  i835. 

5.  Une  plaque  mince  et  pesante,  qui  a  la  forme  d*un 
triangle  rectangle  isocèle ^  est  suspendue  par  le  sommet 
de  r angle  droit j  et  porte  sur  le  prolongement  de  Vun 
des  côtés  égaux  un  axe  très-court,  qui  s'engage  dans 
un  anneau  horizontal  fixé  verticalement  au-dessous  du 
point  de  suspension.  Déterminer  la  vitesse  avec  laquelle 
la  plaque  doit  tourner  autour  de  V axe  fixe  pour  que 
Vanneau  n'éprouve  aucune  pression. 
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Si  Ton  nomme  a  le  côté  de  Tangle  droit  et  cd  la  vitesse 
angulaire,  on  trouve 

6.  Une  tige  mince  et  homogène^  mobile  autour  d'un 
axe  horizontal  qui  s'engage  dans  son  extrémité,  est 
d'abord  amenée  dans  une  position  horizontale^  puis 
abandonnée  à  son  poids.  Démontrer  que  l 'angle  0  décrit 
par  la  tige,  et  l'angle  y  compris  entre  la  tige  et  la  droite 
suivant  laquelle  est  dirigée  la  pression  qu  éprouve  Vaxe^ 
vérifient  constamment  la  relation 


tang  0  tang  ^  - 


I 

lO 


Kg.  64. 


7.  Le  métmnome  de  Maelzel  est  un  pendule  verti" 
caly  dont  la  tige  AOB  porte  une  lentille  L 
à  son  extrémité  inférieure  A,  et  un  cur- 
seur C  sur  sa  branche  supérieure  OB. 
Trouver  le  point  de  la  tige  où  il  faut 
amener  le  curseur  pour  que  le  pendule 
batte  y  par  minute ,  un  nombre  donné 
d'oscillations. 

Soient  n  le  nombre  donné,  O  Taxe  de 

snspension,  OA  =  a,   OB=  J,  OC  =  x, 

P  le  poids  de  la  lentille,  P'  celui  de  la  tige, 

p  cdtti  du  curseur.  On  suppose  la  lentille  formée  de  deux 

lentilles  plan-convcxesjégales,  et  l'on  nomme  son  rayon  r. 

Mm  axe  au. 

Si  Ton  pose 

4or«-4-i5r»ii'-4-tf* 


A»=iï*-I-  2ar-+- 


a^^ab-h  b^ 

A'^= = j 


io(3r»-4-a») 
36001" 


n^n' 


n,     a«ÉDIT. 
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OEi  a,  pour  déterminer  x,  l'équation  du  second  degré 

8.  Un  chemin  de  fer  décrit  une  courbe  horizontale, 
dont  le  rayon,  compté  du  milieu  de  la  voie  y  e^f  R  ;  quelle 
éléi^ation  faut-il  donner  au  rail  extérieur  au-dessus  di 
rail  intérieur  pour  que  le  wagon  s'appuie  également  sut 
les  deux  radis  ? 

On  peut  négliger  Tefiet  de  la  traction;  car  cette  forci 
est  une  petite  fraction  du  poids,  surtout  pour  le  derniej 
wagon,  qui  est  le  plus  exposé  à  verser. 

Soient  a  a  la  largeur  de  la  voie,  v  la  vitesse  sur  L 
milieu  de  la  voie  et  u  la  différence  de  niveau  des  deu! 
rails. 

Si  Ton  suppose  que  la  masse  du  wagon  soit  distribué* 
symétriquement  de  part  et  d'autre  de  la  section  longitu 
dinale  et  de  la  section  transversale  qui  partagent  la  lar 
geur  et  la  longueur  en  deux  parties  égales,  on  trouve 


9.  Trvui^er,  dans  un  corps' pesant,  le  lieu  des  axes  di 
suspension,  autour  desquels  le  corps  oscillerait  dans  h 
même  temps  quun  pendule  simple  de  longueur  donnée  l 
et  qui  sont  à  une  distance  connue  h  du  centre  de  gravité 

Prenons  pour  axes  des  jr,  des  y  et  des  z  les  axes  prin 
cipaux  d'inertie  du  corps  relatifs  à  son  centre  de  gravité 
nommons  A,  6,  G  les  moments  d^inertie  relatifs  à  ce 
axes,  M  la  masse  du  corps,  et  posons 

Le  lieu  cherché  est  celui  que  trace  dans  le  corps  1 


/ 


en? 
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surface  d*nn  cylindre  droit,  de  rayon  /i,  dont  Taxe  dé- 
crit le  cône  du  second  dc^rë  représenté  par  Téquation 

(N  —  A)  o:^ -4- (N— B)  j» -h  (N  —  C)  «»  ~  0. 
BiOT,  /ourn.  de  l'École  Polyt.y  XIII*  Cahier,  p.  242. 

10.  Trouver  y  dans  un  corps  pesant  y  le  lieu  des  axes 
de  suspension  autour  desquels  le  corps  oscillerait  dans 
un  temps  donnée  et  qui  passent  par  un  point  connu. 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent,  et 
nommons  x',  y\  z'  les  coordonnées  du  point  commun  à 
tous  les  axes. 

Le  lieu  cherché  est  la  surface  représentée  par  Téqua- 
tion 

/[(x-  x'Y + [y -y?  ^  (z-3')']  '  -  {[xz  -  z'x)^^  i/z  -  zyyY 

K(jn  —  x'Y  -f-  B(  j  -   y'  )'  -f-  C(2—  2')» 


le  BiOT,  ihid, 

SECTION  11. 


XOQVBMEIfT    D  UN    CORPS    SOLIDE    AnOVR    D  DN    AXE    QUI 
SE    MELT    PARALLÈLEMENT    A   LUI-MEME. 


Le  problème  général  du  mouvement  d'un  corps  solide 
autour  d'un  axe  qui  se  meut  parallèlement  à  lui-même  se 
résout  en  déterminant  d'abord  le  mouvement  de  transla- 
^  tion  du  centre  de  gravité,  puis  la  rotation  du  corps  autour 

^,  dune  parallèle  à  Taxe  mobile,  menée  par  le  centre  de 

gravité  et  considérée  comme  fixe. 

1.  Déterminer  le  mouvement  que  prend  une  tige  pe- 
fante^  lorsquon  V  abandonne  à  son  poids  y  sans  vitesse 
initiale,  après  avoir  placé  une  des  extrémités  sur  un  plan 
Il  I  incliné  parfaitement  uni.  On  suppose  la  tige  située  dans 

10. 


Fig.  65. 


l48  MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

un  plan  vertical  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale 
rlu  plan . 

Soient  : 

a  rinclînaison  du  plan  ; 
m  la  masse  de  la  lige  ^ 
k  son   rayon  de  gi ration  autour 
d'une  perpendiculaire  menée  par  le 
centre  de  gravité; 

a  la  dis  Lan  ce  du  centre  de  gra- 
vité à  l'extrémité  qui  touche  le  plan  ; 

X  le^chemin  parcouru  le  long  du  plan  par  la  projec- 
tion C  du  centre  de  gravité; 

(f  l'inclinaison  de  la  barre  sur  le  plan  ; 
|3  la  valeur  initiale  de  cette  inclinaison  ; 
R  la  réaction  du  plan. 

Le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  régi  par  les 
deux  équations 


df 


</^.r7sincp       _, 
: //lésina,      m —^ — î- =  R  —  /Ti^cosa, 


et  la  rotation  autour  du  centre  de  gravité  par  Téquation 


d'^o 
mh}  --4  r=  —  Ra  ces?. 


La  valeur  de  x  est  donnée  par  la  première  équation, 
intégrée  deux  fois, 


X  =  -  ^r'sina  -h  a  cosp. 


Nous  aurons  la  valeur  de  9,  si  nous  éliminons  R  entie 
la  seconde  équation  et  la  troisième.  Il  vient 


f/'sinq 


"'''"'^-Âî" 


!=_x..£:î_ 


dC 


a^cosacosf. 
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et  en  intégrant 

(V)        (fl»cos»ç  -f-  A')  -^  =  2<i^cosa(sinp  —  sinç), 

^2agcosoLjQ    V  sin  p  —  suif 

Taleur  qui,  avec  celle  de  x,  détermine  complètement  le 
mouvement  de  la  tîge. 
La  réaction  R  est  donnée  par  la  formule 

dans  laquelle  il  faut  remplacer  — -^  par  la  valeur  finie  que 
Ton  obtient  en  différentiant  Téqualion  (V).  On  trouve 

/wX-^fiTOSa       ^.  ,  .  .    ^    .      .,       • 

^=1—. r 7tt;[^' -«-«'(»  -l-sin>  —  2sm6smflp)]. 

Fuss,  iVoi^a  ^r/fl  Petrop.^  t.  XIII,  p.  70;  1797. 

2.  Une  tige  pesante^  homogène  et  partout  d'égale 
épaisseur^  suspendue  dans  une  position  horizontale  par 
deux  fils  verticaux  d^ égale  longueur  attachés  à  ses 
extrémités,  a  été  légèrement  dérangée  de  sa  position 
d*équilibre.  jdssigner  la  durée  des  petites  oscillations 
tjue  cette  tige  exécute^  en  restant  horizontale  et  conser^ 
^antson  centre  de  gravité  sur  une  même  verticale.  Les 
fils  sont  assez  légers  pour  qu^on  puisse  négliger  leur 
inertie. 

Soient  m  la  masse  de  la  tige,  a  a  sa  longueur,  Q  l'angle 
qu'elle  fait  avec  sa  position  d^équilibre,  /la  longueur  de 
chacun  des  (ils. 

Pour  de  très-petites  oscillations,  on  peut  négliger  le 
déplacement  vertical  de  la  tige^  à  moins  que  le  rapport 
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-ne  soit  une  très-petîie  fraction,  ce  que  nous  ne  supj 
sons  point.  Il  en  résulte  que  la  tension  de  chaque  (il 
constamment  égale  a  —^  ;  en  sorte  que  cette  tension,  i 

timée  suivant  une  horizontale  perpendiculaire  à  la  tii 

a  pour  valeur 

rng  aB 

Si  donc  on  observe  que  le  rayon  de  gi ration  de  la  t 
autour  de  son  axe  de  rotation  est  -^»  on  voit  que  les 
cillations  sont  régies  par  Téquation 

a»  d'B  mg  aB 

'ou,  simplement, 

lïF  '~       T  ' 

L^intégration  donne,  en  désignant  par  a  la  plus  gra: 
valeur  de  d, 

5F  =  T  ("'-«')• 

Il  en  résulte  que  la  durée  d'une  oscillation  est  exprîi 
par  rintégrale 

Cette  durée  ne  dépend  point  de  la  longueur  de  la  bai 

elle  est  la  même  que  pour  un  pendule  simple  dont  la 

gueur  serait  le  tiers  de  la  longueur  commune  des  c 

fils. 

Lady's  and  genilemans  Diary,   iS/^iy  p.  5i. 


c- 


o*- 
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3.  Une  sphère  creuse^  homogène  et  remplie  de  liquide 
de  mente  densité  que  la  paroi ^  descend  sans  vitesse  ini- 
**  tiale  sur  un  plan  incliné,  qui  exerce  assez  de  frottement 

pour  déterminer  la  sphère  à  rouler  sans  glisser.  Compa- 
rer le  temps  quelle  emploie  pour  parcourir  un  espace 
donné  à  celui  qu'emploierait  une  sphère  pleine  y  de  même 
rayon  et  de  même  densité. 

Soient  : 

a  rinclinaison  du  plan  sur  Thorizon  *, 
^  m  la  masse  de  la  paroi  solide-, 

a  son  rayon  eictérieur; 

tson  rayon  de  giration  autour  d'un  diamètre^ 

m',  a',  k'  les  quantités  analogues  pour  la  sphère  li- 
quide; 

X  Tespace  parcouru  par  le  centre  parallèlement  au 
plan; 

6  Tangle  dont  le  solide  a  tourné  autour  de  son  centre  ; 

Fia  force  de  frottement  qui  s'oppose  au  glissement; 

x',  Vy  F'  les  quantités  analogues  dans  le  cas  d'une 
sphère  pleine. 

Pendant  le  mouvement  de  la  sphère  creuse,  le  fluide  ne 
tourne  pas,  mais  ses  molécules  sont  toutes  transportées 
parallèlement  au  chemin  parcouru  par  le  centre  de  figure, 
lien  résulte  que  les  équations  du  mouvement  de  Fenve- 
loppe  sont  les  suivantes  : 

(m  -h  m')  --r-j  =:(/w  -h  m')gsinct  —  F, 


dt 

il 

I 


«,X'  —  =:«F, 


(lesquelles  on  tire,  en  observant  que  0  =  -> 

d'^x 
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L'intégrale  est 

[mA^-\-(m  -f-  m')a^]x  = a^g  sînoc.r'. 

Si  maintenant  on  considère  la  spbère  pleine,  on  a  les 
équations 

(/w-f-/w')  -T-j- =:(/« -f-/it')^sina  — F', 


d^  0' 


d'où 


d*x' 
[mA'*-^  m'  y^-}-(m  -h  m')a^]-—-  =  (m-f- m')fl»g'sina, 


D'après  ces  formules,  les  espaces  parcourus  par  les 
deux  mobiles  pendant  le  même  temps  sont  dans  le  rap- 
port 

x'  ~"  mA^-\-{m-\-  m')a^         ' 

Si    l'on    remplace   mA'    et  m'A'*  par  leurs    valeurs 

o  2  2 

-(m-f-m')a'  —  ^m'a"  et  ^  m'a'*,  puis  les  masses  par 
leurs  expressions  en  fonction  des  rayons,  et  que  Ton 
nomme  n  le  rapport  -7  du  rayon  extérieur  au  rayon  în- 


a 
a' 

térieur,  on  trouve 

X  ^/?* 

x'  7/ï* —  2 

Dans  le  cas  de  ti  =  2,  cette  formule  donne 
X  112 

x'  III 

Ladys  and  gentleman' s  Diary,  184^»  p.  5i . 


k 
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4.  Une  sphère  pesante  et  homogène  est  posée  sans 
vitesse  initiale  sur  un  plan  incliné.  Déterminer  le  mou- 
vement qu  elle  prendra^  en  tenant  compte  du  frottement 
de  glissement  et  de  la  résistance  au  roulement. 

Soient  : 

m  la  masse  de  la  sphère  \ 

a  son  rayon; 

k  son  rayon  de  giration; 

arinclînaison  du  plan  sur  Tborizon  ; 

fi  et  fx'  les  coefficients  de  frottement  au  départ  et  pen- 
dant le  glissement; 

V  et  1/  les  moments  du  couple  de  résistance  au  roule- 
ment pour  Tunité  de  pression  au  départ  et  pendant  le  rou- 
lement (t;oirp.  m). 
,     I  Nous  admettrons  que  jLt'et  v'  sont  respectivement  un  peu 

moindres  que  fA  et  v,  ce  qui  est  conforme  aux  observa- 
tions. 

Nommons  encore  xTespace  parcouru  par  le  centre  de 
la  sphère,  et  B  l'angle  dont  elle  a  tourné  autour  du  dia- 
mètre parallèle  à  Thorizontale  du  plan. 

Quand  la  sphère  est  posée  sans  vitesse  sur  le  plan,  son 
poids  tend  à  la  faire  tourner  autour  du  point  de  contact, 
tandis  que  la  résistance  au  roulement  agit  en  sens  con- 
traire. Le  moment  du  poids  est  mga  sina;  le  moment  du 
coople  de  résistance  au  roulement  peut  prendre  toutes  les 
▼aleurs  inférieures  à  v  mg  cas  a. 

Premier  cas.  —  Le  moment  du  couple  de  résistance 
su  roulement  pour  le  départ  est  supérieur  au  moment  du 
poids: 

tanga<-. 
a 

Dans  ce  cas,  le  couple  de  résistance  au  roulement  fait 
équilibre  au  poids  autour  du  point  de  contact  ;  la  sphère 


•P- 


/ 
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ne  roule  pas  dans  le  premier  instant.  Elle  se  trouve  dans 
les  mêmes  circonstances  qu'un  corps  plat  couche  sur  le 
plan. 

i^  Si  tangft  est  inférieur  à  fx,  la  sphère  reste  immo- 
bile (i;o//' 1. 1,  p.  70). 

a^  Si  tanga  est  supérieur  à  fji,  la  sphère  commence  à 
glisser;  le  mouvement  de  son  centre  est  régi  par  l'équa- 
tion 

m  -—--  =  mg  sma  —  fA  mg  cosa. 
dt 

Elle  ne  tournera  jamais  autour  de  son  centre,  et  par 
conséquent  elle  ne  roulera  point.  En  effet,  les  forces  qui  la 
sollicitent  à  tourner  sont,  d'une  part,  la  force  de  frotte- 
ment dont  le  moment  autour  du  centre  est  a^finig  cosa, 
d*autre  part  le  couple  de  résistance  au  roulement,  qui 
agit  en  sens  contraire  avec  un  moment  susceptible  de 
prendre  toutes  les  valeurs  inférieures  à  vmgcosa.  Or, 
dans  le  cas  où  nous  sommes,  ce  moment  vmg  cosa  est  su- 
périeur à  celui  de  la  force  de  frottement  j  car  des  inéga* 
lités 

^     V 

tanga  <  -» 
a 

et 

tanga  >fx, 


il  suit  ^  <^  -»  et  à  plus  forte  raison  |ul'<^  -5  d'où 

a  i»!  m  g  cosa  <^  v  m  g  cos  a. 

Le  couple  de  résistance  au  roulement  fera  donc  con- 
stamment équilibre  autour  du  centre  à  la  force  de  frotte- 
ment développée  par  le  glissement.  La  position  du  mobile 
à  une  époque  quelconque  est  donnée  par  les  équations 

(1)  xrr:- (sina  —  fA'C0Sa)f%      G  =:  o. 
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Deuxième  cas,  —  Le  moment  du  couple  de  résistance 
an  roulement  pour  le  départ  est  inférieur  au  moment  du 
•  autour  du  point  de  contact  : 


(a)  tonga>-- 

a 

An  premier  instant  le  couple  de  résistance  au  roulement 
n'est  plus  assez  puissant  pour  empêcher  directement  la 
sphère  de  rouler  en  vertu  de  son  poids.  Cependant  nous 
ne  sommes  pas  en  droit  de  conclure  que  le  roulement 
aura  toujours  lieu,  et  beaucoup  moins  qu'il  aura  lieu  sans 
glissement  simultané.  Car  en  considérant  le  mouvement 
de  la  sphère  autour  de  son  centre  de  gravité,  nous  voyons 
que  ce  mouvement  de  rotation,  nécessairement  dirigé 
dans  le  sens  de  la  descente,  ne  peut  avoir  lieu  qu  autant 
que  le  moment  du  couple  de  résistance  au  roulement 
T/mgcosoCj  est  inférieur  au  moment  de  la  réaction  tangen- 
ûclle  de  frottement  relatif  au  centre  de  la  sphère.  D'ail- 
leurs cette  force  de  frottement  dépend  en  partie  du  roule- 
ment lui-même^  et  elle  ne  peut  en  aucun  cas  surpasser 
jimgcosoc'^  delà  une  nouvelle  condition.  Le  calcul  de  la 
force  de  frottement  est  nécessaire  pour  dislingner  les  dif- 
férents cas. 

Supposons  donc  que  la  sphère  roule.  Nommons  F  la 
force  tangentielle  de  frottement  :  le  mouvement  de  son 
centre  de  gravité  et  le  mouvement  autour  de  ce  centre  se- 
ront représentés  par  les  deux  équations 

;3j  ,!,_.  —  m^sma— F, 

4]  w/^  — -  =z  a¥  —  v'mgcosoi. 

Si  le  roulement  a  lieu  sans  glissement, 

^      d^x  d^9 

'       di*  di^ 
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et  par  suite 

„       a^F  —  flv'  nfff  cosa 
mg  sma  —  F  =  — — > 

n 

d'où 

(5)  F=    ,^^,,(^»sina4-flv^cosa). 

V    /  ûi»  4_  X-s  ^  ^ 

1®  Celte  valeur  de  F  est  moindre  que  yimg  cosa 
ce  qui  exprime  la  même  condition, 


tanga<p 


T.ht} 


Alors  aussi  le  moment  du  couple  de  résistance  av 
lement  v^mg cosa  est  inférieur  à  celui  de  la  réactio 
gentielle  ]  car  en  substituant  la  valeur  (  5  )  de  F  dans 
galité 

v'iw^C08a<flF, 

et  faisant  les  réductions,  on  arrive  à 

^    v' 
tanga>  -5 
a 

ce  qui  est  exact  en  vertu  de  la  condition  (2),  puis 
est  moindre  que  v. 

On  voit  dès  lors  que  rien  ne  s'oppose  à  ce  que  la  i 
roule  sans  glisser. 

Les  équations  (3)  et  (4)  deviennent 

(Px            a"          /  .            v'         \ 
-7- -  =  — -g  Isma cosa)» 

dp  ~~^'dF'' 

d'x       d'B  r      r^ 

-—  et  -7-^  sont  positils.  Un  a  pour  une  époque 
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conque 

^       à"       l  ,  v'         \ 

ar=r:  2.  _ (siOa COSa    r% 


Remarquons  ici  que  la  résistance  au  roulement  ralen^ 
tit  la  descente  du  mobile  en  influant  sur  la  réaction  tan- 
gentivlle,  bien  que  cette  résistance  ne  figure  pas  dans 
tiquation  [Z)  du  moui^ement  du  centre. 

a<*Ona 

(6)  unga>p-h^^p-lj, 

c'est-à-dire  que  la  valeur  de  la  force  de  frottement  F, 
cticiilée  en  supposant  que  la  sphère  ne  glisse  point,  est 
impossible.  Il  s*ensuit  que  le  corps  ne  pourra  moins  faire 
qQ€  de  glisser.  Alors  la  réaction  tangentielle,  on  le  sait, 
prend  nécessairement  la  valeur  y^mg  cosa. 

Si  le  moment  de  cette  force  de  frottement  relatif  au 
centre,  a^mgcosoL,  est  inférieur  au  moment  du  couple 
de  résistance  au  roulement,  y  ni  g  cosa,  ou  si  l'on  a 

la  sphère  ne  pourra  pas  rouler  \  elle  descendra  en  glissant 
uns  rouler,  comme  nous  Tavons  expliqué  au  premier 
cas  (a®).  Sa  position  sera  donnée  à  toute  époque  par  les 
équations  (i). 
Enfin,  si  Ton  a 

b)  .'>*-, 

le  roulement  et  le  glissement  auront  lieu  en  même  temps, 
le  rapport  des  accélérations  de  ces  deux  mouvements  si- 
multanés sera  tel,  que  la  réaction  tangentielle  de  frotte- 
otent  ait  constamment  la  valeur  iflmg  cosa.  Calculons  ce 
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rapport.  Soit  ia  le  rapport  de  Taccélération  du  centrée  à 
raccélération  de  la  rotation.  Nous  avons 

Remplaçant  les  accélérations  par  leurs  valeurs  tirées       des 
équations  (3)  et  (4),  il  vient 

„       ta*  F  —  ia  vmg  cos  a 
mg  sin  a  —  F  = j- — , 


d'où 

F  — 

m»  -h  k^ 

Cette  expression,  égalée  à  a'w^cosa,  nous  donne 


mg 
F  =  .       °  ,,  (X*  sina  -h  /ûv'  cosaU 


'■•  («■■-;) 

Ce  nombre  t  est  évidemment  le  rapport  du  chemin  pF^^^* 
couru  parle  centre,  au  chemin  parcouru  dans  le  m^*^^^ 
temps  sur  la  surface  de  la  sphère  par  son  point  de  con  tstct 
avec  le  plan.  Il  est  toujours  positif  et  plus  grand  cj*^^ 

Tunité,  car  le  dénominateur  a'  l/x' j  est  positif  {  7  '* 

et,  d'après  l'inégalilé  (6), 

/'(langa  — f*)>fl'  (fx—  -  j, 
ou,  à  plus  forte  raison,  \j!  étant  moindre  que  /jt, 


/•=(tanga-f*')>û^U'~M. 


en  sorte  que  le  numérateur  est  plus  grand  que  le  déra^  ^ 
minateur. 


DTHÀMIQUB.  1 5g 

Le  mouvement  est  régi  par  l'équation 


m  -7Y  =  mg  sin  a  —  f*'  mg  cosa 

et  par  Téquation  (8). 

On  a  pour  une  époque  quelconque 

et 

j:r=-(sina — fA'cosa)r%     Q  =:  aix. 

Cette  expression  de  x  est  celle  que  nous  avons  obtenue  (i) 
dans  le  cas  où  le  corps  glisse  sans  rouler.  La  résistance 
ail  roulement  n'a  donc  aucune  injluence  sur  Iq  vitesse 
tlu  centre,  dès  que  le  roulement  est  accompagné  d'un 
glissement,  quelque  petit  qu'il  soit. 

La  vitesse  du  centre  est  la  somme  d'une  vitesse  due 
sfcu  glissement  et  d'une  vitesse  due  au  roulement.  Le  rap- 
port de  la  première  vitesse  composante  à  la  seconde  est 
I  — I.  Ce  rapport  augmente  avec  Tinclinaison  du  plan 
sarrhorizou  (9)  ;  il  devient  infini,  c'est-à-dire  qu'il  n'y 
^plas  de  roulement^  quand  le  plan  devient  vertical. 
En  résumé,  si  les  trois  conditions 

Unga>-,       -<i^*       ^anga<p-f--j;5  U— -j, 

^tit  satisfaites,  la  sphère  roule  sans  glisser.  Si  les  deux 
premières  conditions  sont  seules  vérifiées,  la  sphère  roule 
^t  glisse  en  même  temps.  Si  la  première  condition  seule 
^H  satisfaite,  la  sphère  glisse  sans  rouler. 

Enfin,  si  la  première  condition  nVst  pas  satisfaite,  la 
sphère  se  comporte  comme  un  corps  plat  incapable  de 
't>uler. 

Il  est  presque  inutile  d'ajouter  que  la  discussion  et  les 
{brmules  précédentes  se  rapportent  également  i  la  sphère, 
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au  cylindre  et  à  beaucoup  d'autres   corps.  Pour  uu« 

2  I 

sphère,  A*  =  ^  a*;  pour  un  cylindre  de  rayon  a,  Ar*  =  -  a* 

O  2 

5.  On  lance  une  sphère  homogène  le  long  d'un plw 
incliné,  dans  une  direction  perpendiculaire  à  r horizon 
taie  du  plan,  en  même  temps  quon  lui  imprime  une  ro 
tation  de  même  sens  que  celle  qui  aurait  lieu  si  la  sphèr 
roulait  sans  glisser,  mais  plus  rapide.  Déterminer  l 
mous^émentj  en  tenant  compte  du  frottement  de  glisse 
ment. 

Soient  : 

a  Fînclinaison  du  plan  sur  Thorizon  ] 

m  la  masse  de  la  sphère  ; 

a  son  rayon  ; 

k  son  rayon  de  giralion  autour  d'un  diamètre; 

X  l'espace  que  son  centre  a  parcouru  parallèlement  ai 
plan  ; 

0  Fangle  dont  la  sphère  a  tourné  autour  de  son  centre 

fjL  le  coefficient  de  frottement  entre  les  deux  surfaces  ei 
contact,  pour  Tétat  de  glissement. 

Dans  les  premiers  instants,  le  mouvement  est  régi  paj 
les  équations 


'dF 


-gsinoL-h  p^cosa 


X*—  =  —  itag  casa. 


Si  Ton  nomme  c  et  co  les  valeurs  initiales  de  ---  et  de  —  ! 

di  di 

on  obtient,  pour  intégrales  premières  et  secondes^ 

dx  ,  ,  .  dB  tiagcosoL 

—  =g(sma-hiicosa)t-hc,        —  =  -  C^^ 1  -h«; 

d:=r-^(8ina-hpcosa)r^-f-rf,  .  6  =  —  l^ —  r»-ho»f. 

2  2  Ar 
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Ces  foruiules  subsislent  tant  que  la  sphère  tourne  plus 
rapidement  que  si  elle  roulait  sans  glisser,  eest-à-dîre 

tant  que  —  n'est  pas  devenu  égal  à  a  —  •  Or  cette  égalité 

a  lieu,  et  par  suite  le  glissement  cesse,  à  1  époque 


y-s  (^'^  "^  ^*')  ^^^^  "•"  s^^  *i"  ^ 


A  cette  époque  le  frottement  change  de  sens,  et  devient 
statique,  de  dynamique  qu'il  était.  Par  suite  (t.  I,  p.  69), 
le  coefficient  de  frottement  prend  une  nouvelle  valeur 
plus  considérable  que  la  première;  cette  valeur  peut 
même  être  telle,  que  tout  glissement  soit  désormais  im- 
possible. 

Supposons  d'abord  qu'il  en  soit  ainsi.  Alors,  en  dé- 
signant par  c'^x'^Q'  des  constantes  déterminées  par  le 
mouvement  antérieur  à  l'époque  r,  nous  aurons  depuis 
cette  époque,  de  la  même  manière  qu^au  problème  pré- 
cédent, 


Dans  cet  état,  la  force  de  frottement  qui  s'oppose  au 
glissement  a  toujours  la  même  valeur,  savoir 

„       mk^  d^Q        mk-£rs\na        k- ianaoe, 

a     dr  fl»  -h  k'  fi^  ■+-  /»      ^ 

Cette  valeur  montre  que  la  sphère  roulera  en  effet  sans 

glisser,  si  le  coefficient  de  frottement  au  départ  est  égal 

-  .         ,  X*'  tanga 
ou  supérieur  a  — — ^  • 

^  fl'  -h  X» 

Supposons,  en  second  lieu,  cjue  le  coefficient  de  frotte- 
ment au  départ  ne  soit  pas  assez  considérable  pour  em- 

II.    7*  ÉDIT.  1 1 
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pécher  la  sphère  de  glisser  de  suite  après  Tépoque  t 

ce  qui  a  lieu  quand  ce  coefficient  est  inférieur  à ^ 

Alors  les  équations  qui  régissent  le  mouvement,  aprèd 
Tëpoque  t,  sont  les  suivantes  : 

A'  —  =:iiagcosa. 
Une  double  intégration  donne 

jr:  =  -  g{s\na  —  picosa)  (f  —  t)^  -f- c'(r  —  t)  H-  x', 

les  constantes  c',  x',  0'  ayanl  ici  les  mêmes  expressions 
que  dans  le  cas  précédent.  Il  faut  observer  que  la  quan- 
tité si  n  a  —  (X  cos  a  est  positive  ;  car  le  coefficient  de  frot- 
tement est  moindre  pondant  le  mouvement  qu'au  départ 
et  au  départ  ce  coefficient  est  moindre  que  tanga. 

Dans  Téiat  qui  nous  occupe,  il  y  a  à  la  fois  glissemenl 
et  roulement.  Il  nous  est  facile  de  trouver  l'espace  par- 
couru par  le  seul  elfet  du  glissement. 

En  efllet,  nommant  ^  Tespace  parcouru  par  glissement, 
depuis  l'époque  t  jusqu'à  Tépoque  A,  nous  avons 

d^       dx  dB  .  ,/.  a'-hA^\ 

d'où 

EuLKR,  Jcia  Acad.  Petrop.,  1781 ,  P.  II,  p.  i3i. 
6.   Un  cylindre  est  placé  horizontalement  sur  la  sur- 


Fig.  66. 
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face  concasse  d'un  grand  cjlindre  creux,  pareillement 
horizontal,  et  dans  lequel  une  fente,  pratiquée  suivant 
une  section  droite,  donne  passage  à  un  corps  solide  de 

forme  quelconque^  im^a- 
riablement  lié  au  petit 
cylindre.  L'ensemble  de 
ces  deux  derniers  corps 
forme  une  sorte  de  pen- 
dule composé.  On  pro^ 
pose  de  déterminer  la 
longueur  du  pendule  sim- 
ple qui  oscille  dans  le 
même  temps  que  ce  pen^ 
dule  composé^  en  ne  con- 
sidérant que  de  petites 
oscillations ,  et  admet- 
tant que  le.  cylindre  intérieur  roule  sans  glisser  sur  le 
cylindre  concave. 

Considérons  la  section  faite  par  un  plan  perpendicu- 
laire aux  cylindres,  et  contenant  le  rentre  de  gravité  G 
<lu  pendule  composé. 

Soient  O  et  C  les  centres  des  sections  du  cylindre 
creux  et  du  cylindre  mobile  ; 

OAX  un  rayon  vertical,  dirigé  dans  le  sens  de  la  pe- 
santeur, et  qui  sera  l'axe  des  x\ 

OY  un  rayon  horizontal,  qui  sera  Taxe  des  y\ 

X,  y  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G; 

ô  l'angle  AOC; 

0  l'angle  que  CG  fait  avec  la  direction  de  la  (lesanteur; 

E  le  point  de  la  section  du  petit  cylindre  qui  vient 
toucher  le  cylindre  extérieur  sur  Taxe  des  x,  quand  on 
•ait  rouler  convenablement  le  premier  corps  ; 

^  Tangle  constant  ECG  ; 

1 1 . 
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a^l  h  les  rayons  du  grand  et  du  peiil  cylindre; 

c  la  dislance  CG  ; 

m  la  masse  du  pendule; 

h  son  rayon  de  giration  autour  d'une  parallèle  aux  cy- 
lindres, menée  par  le  centre  de  gravité; 

Rla  réaction  normale  du  grand  cylindre  sur  le  cylindn^ 
mobile; 

F  la  force  de  frottement  qui  s'oppose  au  glissement  du 
second  cylindre  sur  le  premier. 

Les  équations  rigoureuses  du  problème  sont,  pour  \v 
mouvement  du  centre  de  gravité, 

m  -—  -  z  mg  —  R  cosO  —  F  sm  0 , 

m — ^   =  —  R  smO -h  Fcosô, 

et  pour  la  rotation  autour  du  centre  de  gravité, 

mA^  -j^  :-—  Rf  sin(e  -h<t)-f-  F[ccos(ô  -hç)—  ^]. 

Puisque  nous  avons  en  vue  seulement  le  calcul  des  pe- 
tites oscillations,  nous  pouvons  négliger  les  termes  du 

second  degré  par  rapport  à  0,  ^,  — -  et  -— •  Ceci  réduil 

nos  équations  aux  suivantes  : 

fi-x 

m  -Zz^  —  RO-I-F, 
mh'^zz.  -Rc(ÔH-7)H-F(c-^). 
Si  nous  éliminons  les  forces  inconnues  R  et  F  entre 
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ces  trois  équations,  il  vient,  au  même  degré  d'approxi- 


mation. 


Les  relations  géométriques 

^  TT^  (^  —  //)  sin9  —  r  sin© 

nous  permettent  d'éliminer  encore  les  NariaMes  y  et  Q  de 
la  dernière  équation.  Nous  obtenons  ainsi  Téquation  li- 
néaire 

^  '  ^  df  a  —  b  ^        a  —  b 

Faisant  disparaître  le  terme  tout  connu,  en  })osant 


b^-\-ac—  bc 
I  vient  finalement  l'équation 


--+. 


f^a—b)\/r-->,-{c  —  by]d'^ 


(,2^  fie—  te  (W  ^^ 

Elle  coïncide  avec  réqualion  qui  détermine  le  mou- 
vement d'un  pendule  simple  dont  l'angle  sur  la  verti- 
cale serait  ^^  et  dont    la    longueur    serait   égale    à   la 

fraction 

(a-b){k^j^{c^bY]^ 
b^  -h  ûc  —  bc 

^r  les  angles  ^  qI^  ne  dilîèrent  que  d'une  (juantitc  con- 
stante-, donc  la  fraction  précédente  mesure  la  longueur 
du  pendule  simple  qui  oscille  dans  le  même  temps  que  le 
pendule  donné. 

EuLER,  Acta  Âcad,  Pctrop,,  17B0,  P.  II,  p.   164. 
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7.  Un  cylindre  homogène  est  placé  horizontalenien 
sur  un  plan  incliné  parfaitement  uni.  Un  fil  sans  masse 

p.    g  fi^^  P^^'  "'ï^  de  ^^^  extrémité 

au  contour  du  cylindre^  s'en 

A^      ^ — s^  roule  sur  ce  corps  suiv^ant  h 

\v    \  /  \  section  droite  qui  contient  l 

^^^         J  centre  de  grov^ité^  et  s^attach 

^\"  par  Vautre  extrémité  à  ui 

a?X^         point  fixe  situé  dans  le  plai 

de  cette  section  y  à  une  hau 

teur,  au-dessus  du  plan  incliné^  égale  au  rayon  d\ 

cylindre.  Le  fil  étant  complètement  enroulé^  on  aban 

donne  le  cylindre  à  son  poids.  Déterminer,  pour  un 

position  donnée,  la  tension  T  du  ///,  et  la  vitesse  aue 

laquelle  décroît  Vaugle  0  que  le  fil  j  ait  avec  le  ,pla\ 

incliné. 

Soient  a  le  rayon  du  cylindre,  m  sa  masse,  h  son  rayoi 
de  giralion  autour  de  Taxe  et  a  rinclinaison  du  plan. 
On  trouve 

Jô'        2^/7sina(i  —  sinO]sin^O 
H^  '^      cos^e(^»-+-Pcos'0)      ' 

"  CCS 0  (a' -h  /^coh'Ô)* 

EuLEBy  Noifa  Acta  Acad,  Pctrop,^  i^g5-6,  p.  64< 

8.  Un  cylindre  homogène  est  couché  en  équilibre  su 
un  plan  horizontal  indéfini.  Déterminer  le  moui^emen 
que  prend  ce  corps,  lorsque  le  plan  vient  à  tourne 
uniformément  autour  de  la  ligne  de  contact  primiti%ft 
en  supposant  que  le  plan  mobile  exerce  assez  de  frotte 
ment  pour  empêcher  le  corps  de  glisser. 

Soient  tù  la  vitesse  angulaire  du  plan,  a  le  rayon  d 
cylindre,  m  sa  masse,  k  son  rayon  de  giralion  autour  d 
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Taxe,  X  le  chemin  parcouru  sur  le  plan  par  la  ligne  de 
coDtact. 
Tant  que  le  cylindre  reste  en  contact  avec  le  plan,  on  a 


et  la  pression  normale  qu^il  exerce  sur  le  plan  est 


25r    . 

r— sinwr, 
5w' 


I  p  gm  cos  «/  —  am w* — 

Le  cylindre  abandonne  le  plan  à  Tinstant  où  cette  pres- 
sion devient  nulle. 

•^'^  9.  On  dépose   sur  un  plan  incliné  et   dépoli  une 

sphère  homogène^  animée ^  autour  d'un  diamètre  hori^ 
zontal,  d\ine  rotation  contraire  à  celle  qui  la  ferait 
rouler  en  bas  du  plan.  Déterminer  le  mouvement  de  la 
sphèrey  en  supposant  le  coefficient  de  frottement^  pour 
l'état  de  glissement,  égal  à  la  tangente  de  V inclinai^ 
son  du  plan. 

Conservant  la  notation  du  problème  o,  et  posant 
Il  =:  tanga, 

on  arrive  aux  conclusions  suivantes. 
Jusqu'à  Tépoque 

/^  b)  2  /i  « 

T=   =   £ : ï 

^ag  cos  a        5^  sina 

'c  centre  de  la  sphère  reste  immobile,  bien  que  le  corps 
tourne  sur  lui-même  avec  une  vitesse  donnée  par  la  for- 
mule 

i^  dB  as  sin  a 

,  __  —  _ -2_ r  +  w. 

Jo  dt  k- 
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A  partir  de  Tépoque  ?,  la  sphère  roule  en  bas  du  plan 
sans  glisser,  comme  si  elle  était  partie  sans  vitesse  ini- 
tiale. 

EuLKB,  Acta  Acad.  Petrop.y  1781,  P.  II,  p.  i3i. 

10.  Un  cylindre  non  homogène ,  mais  dont  tous  les 
points  situés  sur  une  même  parallèle  à  l'axe  ont  la 
même  densité  y  est  posé  sur  un  plan  horizontal  et  par- 
faitement uni.  Déterminer  la  dureté  des  petites  oscilla^ 
tions  que  ce  cylindre  exécute  sous  l'action  de  la  pesan- 
teur, quand  le  centre  île  gras^ité  a  été  légèrement  écarté 
du  plan  vertical  qui  contient  l'axe. 

On  peut  se  borner  à  considérer  le  mouvement  d'une 
tranche  du  cylindre,  comprise  entre  deux  plans  perpen- 
diculaires a  l'axe  et  infiniment  rapprochés. 

Soient  c  la  dislance  du  centre  de  gravité  au  centre  de 
figure,  A  le  rayon  de  giratîon  autour  d'un  axe  mené  par 
le  centre  de  gravité  perpendirulairominl  nu  plan  de  la 
tranche,  a  Tanglc  qui  mesure  le  plus  grand  écart  entre 
la  verticale  et  la  ligne  qui  joint  les  deux  centres. 

La  durée  d'une  petite  oscillation  est 

On  peut  observer  que,  quelle  que  soit  l'amplitude  de! 
oscillations,  le  centre  de  gravité  se  meut  toujours  sur  une 
même  verticale-,  en  sorti»  que  la  droite  qui  joint  le  cenlrt 
de  gravité  au  centre  de  figure  se  meut  en  conservant  seî 
extrémités  sur  deux  droites  fixes,  l'une  horizontale, 
l'autre  verticale.  Il  en  résulte  que  tout  point  de  la  tran- 
che situé  en  ligne  droite  aucc  le  centre  de  grav^ité  et  h 
centre  de  figure  décrit  dans  l'espace  une  ellipse ^  don\ 
les  axes  sont  V horizontale  et  la  verticale  qui  se  cou- 
pent au  centre  de  figure  dans  la  position  d'équilibre 
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Les  longueurs  des  demi-axes  sont  les  distances  du  point 
considéré  au  centre  de  gravité  et  au  centre  de  figure. 
EuLsa,  Nova  Acta  Acad,  Petrop.,  1783,  p.  1 19. 

11.  Le  cylindre  considéré  dans  le  problème  précé^ 
dent  est  maintenu  sur  un  plan  horizontal  et  parfaite- 
ment uni,  dans  une  position  telle,  que  le  rayon  mené 
au  centre  de  grav^ité  fait  un  angle  a  av^ec  le  rayon  mené 
au  point  d^appui.  Dans  cet  état^  on  lui  imprime  une  vi- 
tesse angulaire  w,  autour  d'un  axe  mené  par  le  centre  de 
gravité  parallèlement  aux  génératrices.  Qnrlle  doit 
être  cette  vitesse  angulaire  pour  que  le  centre  de  gras^ité 
monte  au-dessus  du  centre  de  figure  sur  la  verticale  du 
point  d^  appui  y  et  s'y  maintienne  en  repos? 

Conservant  la  notation  du  problème  précédent,  on 
trouve 

W  :^  ?.  COS  -  i  /  -; ^-—. 

2  V   ^'  +  <^^sin'a 

EuLEB,  ibid. 

12.  Un  cyrlindre  non  homogène  roule  sur  un  plan  lio^ 
t^zontal,  qui  exerce  assez  de  frottement  pour  empêcher 
te  corps  de  glisser.  Déterminer  la  vitesse  angulaire  du 
cylindre  en  un  point  donné  de  sa  course. 

Soient  a  le  rayon  du  cylindre,  6  Tan ;;le  décrit  par  le 
rayon  mené  au  centre  de  gravité,  w  la  \itcssc  angulaire 
niiliale,  cetk  les  mêmes  quantités  (jue  dans  les  problèmes 
précédents. 

On  trouve 

(A»4.û2^_f2__  2tfccosô)  —  =.[Â-^-h{a  —  r)']w*—  /^cgsin'^-- 

EuLER,  ibid, 

«3.  On  introduit  plusieurs  points  matériels  dans  un 
tube  rectiligne^  tj-ès-étroit  et  pesant ^  libre  de  tourner 
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dans  un  plan  honzont al  autour  de  l'un  de  ses  points  qu 
est  fixe.  Les  points  matériels  étant  placés  à  des  distance 
connues  du  centre  de  rotation^  on  imprime  au  tube  un* 
vitesse  angulaire  donnée.  Déterminer  le  moui^ement  dk 
tube  et  des  points  matériels. 

'  Soient  M  la  masse  du  tube,  k  son  rayon  de  gi ration  au 
tour  de  Taice  de  rotation,  6  Tangle  dont  le  tube  a  tourné 
w  la  vitesse  angulaire  imprimée*,  m,  m',  1?/,  etc.,  le 
masses  des  points  matériels;  'S./*'^  '^'S  <^lc*9  leurs  distancei 
à  Taxe  de  rotation  ;  a,  a ,  a"^  elc.^  les  valeurs  initiales  d( 
ces  mêmes  distances. 
On  trouve 

r_r'_  r"  _ 

«  ""^"^  ' 

d^  MX ' -h  /wfl' -h  /w'  û' 2 -+- . . . 

—  -.^  ^ ^ 

a- 
lir'  ,  ,     M/2-f- ,wfl'-|- m'fl'^-f-.  .  . 


MA^ -f- —  (//irt»-f- m' fl'^ -♦-. . .) 

Si  Ton  faisait  abstraction  de  la  masse  du  tube,  on  aurai 

a  a' a"  

-  —  -_—  cos  , 

r^        r""        r"-" 

—  =  -;-  =  -7-  =.  .  .r=I  -hw'f^ 

Daniel  Bernoulli,  Mèin.  de  V  Acad,  des  Sciences  de  Berlin 
1745,  p.  63. 

SECTION  III. 

MOUVEMENT  QUELCONQUE    d'uK    COKPS    SOLIDE. 

Le  mouvement  le  plus  général  d'un  corps  solide  peu 
se  décomposer  en  une  translation  d'un  point  in  varia 
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blemeot  lié  avec  le  corps^  et  en  une  rotation  du  corps  au- 
tour de  C('  point.  Pour  déterminer  cette  rotation,  on 
peut  considérer  le  point  autour  duquel  elle  s'eil'ectue, 
comme  maintenu  fixe  dans  Tespace,  pourvu  que  Ton  ajoute 
à  chaque  molécule  une  nouvelle  force  accélératrice,  égale 
et  contraire  à  celle  qui  sollicite  réellement  le  point  pris 
pour  centre  de  la  rotation.  Il  y  a  grand  avantage  h  prendre 
le  centre  de  gravilé  pour  le  centre  de  la  rotaiion  ;  car  le 
mouvement  de  ce  point  est  celui  qui  aurait  lieu  si  toute 
la  masse  et  toutes  les  forces  accélératrices  y  étaient  réu- 
nies, et  de  plus  la  rotation  autour  de  ce  point,  supposé 
fixe,  s'obtient  sans  ajouter  de  nouvelles  forces  accéléra- 
trices. 

Nous  savons  déjà  résoudre  la  première  partie  du  pro- 
blèffle,  où  il  s'agit  de  déterminer  le  mouvement  du  centre 
de  gravité.  Il  reste  à  nous  occuper  de  la  seconde  partie, 
c'est-à-dire  de  la  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un 
poiui  fixe. 

Pendant  cette  rotation,  il  existe  à  c1)a(|ue  instant  une 
droite  fixe  dans  le  corps  et  dans  Tcspace.  Cette  droite 
^st  Taxe  instantané  de  rotation.  Elle  change  généralement 
de  position  dans  le  corps  et  dans  Tespace  d'un  instant  à 
Qn autre,  et  décrit  ainsi  dew^  cônes,  dont  Tun  est  fixe  dans 
le  corps,  et  l'autre  fixe  dans  l'espace.  Par  l'effet  de  la 
rotation,  le  premier  cône  roule  sur  le  second  sans  glisser; 
li  génératrice  de  contact  est  à  chaque  instant  Taxe  instan- 
Une  de  rotation.  Il  n'est  qu'un  seul  cas  où  ces  deux 
cônes  puissent  se  réduire  à  des  droites,  et  l'axe  instantané 
être  fixe;  c'est  le  cas  où,  le  corps  ayant  commencé  à  tour- 
ner autour  d'un  axe  principal  d'inertie  relatif  au  point 
fixe,  le  couple  accélérateur  est  dans  un  plan  perpendicu- 
laire à  cet  axe, 

Kous  représenterons  les  vitess€*s  de  rotation  par  des 
<lfoites  proportionnelles,  les  couples  par  des  droites  pro- 
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portionnelles  à  leurs  moments  el  perpendiculaires  a 
plans.  Ces  droîles  seront  dirigées  de  manière  qii'ui 
servateur  dont  les  pieds  seraient  au  point  fixe,  et  qui  i 
couché  sur  la  droite,  verrait  le  corps  tourner  devai 
de  gauche  à  droite  (*)  par  TelFet  de  la  rotation  o 
couple.  On  sait  que  ces  droites  se  composeront  suiva 
loi  du  parallélogramme,  comme  si  elles  représenl 
des  forces. 

Nous  conviendrons  encore  que  les  rotations  sur  les 
coordonnés    seront  positives  de  l'axe  des   .r  vers 
desj',  de  Taxe  des  7^  vers  Taxe  des  z  et  de  l'axe  des  z 
Taxe  des  x. 

Soient  O  le  point  fixej  qui  peut  èlre  Tun  qiielco 
des  points  du  corps  ; 

OX,  OY,  OZ  trois  axes  rectangulaires  fixes; 

0X1,  OY,,  OZi  les  axes  principaux  d'inertie  du  < 
relatifs  au  point  O; 

A,  B,  C  les  moments  d'inertie  principaux  autoi 
ces  axes  ; 

'0  l'angle  de  OZ  avec  OZ,,  angle  qui  sera  toujours 
pris  entre  o  et  tt; 

ON  celle  des  deux  directions  opposées  de  la  trac 
plan  X,OYi  sur  le  plan  XOY  pour  laquelle  la  rotai 
de  OZ  vers  OZ,  est  positive; 

y  et  ^|/  les  angles  que  fait  la  trace  ON  avec  les  di 
0X1  et  OX,  C(îs  angles  étant  comptés  positifs  dans  le 
direct,  le  premier  à  partir  de  la  trace,  le  second  à  f 
deOX; 

Cl)  la  vitesse  angulaire,  ou  la  vitesse  de  rotation  ai 
de  Taxe  instantané; 


(*)  Cet  usage,  qui  a  prévalu  dans  les  Traités  de  Mécanique,  e 
traire  aux  conventions  adoptées  dans  les  ouvrages  d'Astronomie. 
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p,  q^  r  lés  composantes  de  la  vitesse  de  rotation  w  sui- 
vant les  axes  OXi,  OYj,  0Z|  : 

L,  M,  N  les  sommes  dtîs  moments  des  forces  motrices 
autour  des  mêmes  axes,  exprimées  en  fonction  de  6,  9,  (p. 

Les  vitesses  angulaires  p,  q^  r  et  la  position  (0,  y,  '«p) 
des  axes  mobiles  sont  déterminées  par  les  six  équations 
simultanées 

B^+(A-C,V/.       M, 

('!*(»- 

/    •    «   •       ''^ 
[  sinO  sino  -r- 

'        .  ^/^> 

.  ^  dt  '  dt        ^ 

'  dt        dt 

Ceséquatîons,  données  par  Euler,  renferment  toute  la  so- 

'^lion  du  problème.  On  ne  sait  les  intégrer  que  dans  un 

P^lil  nombre  de  cas  particuliers  5  encore,  dans  ces  cas^ 

*  îniégration  conduit-elle  à  dos  quadratures  que  Ton  ne 

P^'iitetrectuer  en  quantités  finies. 

Le  problème  de  la  rotation  des  corps  est  un  de  ceux 
^^i  ont  le  plus  exercé  les  géomètres  par  les  difficultés 
^^'il  présente.  Le  premier  travail  important  sur  ce  sujet 
^*il  publié  par  d'Alemberl  en  1749^  dans  stîs  Recherches 
^^r  la  précession  des  équinoxes.  Un  an  plus  tard,  Kuler 
donna  son  Mémoire  intitulé  :  Dècouv^erte  d'un  nouv^eau 
principe  de  Mécanique  (*),  dans  lequel  il  traite  le  pro- 


A>r/: 

-Ni 

-  COSo 

dO 
dt 

-  bin^ 

dO 
dt 

\*)  ilémoires  de  V Académie  des  Sciences  tic  Deilm,  i  y.)0,  p.  i85. 
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bième  de  la  rotation  des  corps  sous  le  point  de  viie  lep 
général.  Mais  il  manquait  à  ces  géomètres  une  conna 
sance  de  la  plus  haute  importance  dans  cette  théorie, u< 
voulons  parler  des  trois  axes  principaux  d* inertie  et 
leur  propriété  d'être  axes  permanents  rie  rotation. 
professeur  de  Gœttingue,  Segner,  fit  cette  découverte  ( 
Euler(**),  puis  d'Alembert  (***)  en  profitèrent  bien 
pour  simplifier  leurs  formules.  Enfin  Euler  mit  au  j< 
son  bel  ouvrage  :  Tlicoria  motus  corporum  soUc 
mm  (1767),  qui  fui  regardé  comme  étant  à  peu  près  le  d< 
nier  mot  de  la  science  sur  cette  matière,  jusqu'en  Tanii 
i834i  où  M.  Po'insoi présenta  à  TAcadémie  des  Scienc 
sa  Nouvelle  Théorie  de  la  rotation  des  corps  (*♦♦♦ 
Dans  cette  théorie,  le  problème  est  traité  d'une  manie 
synthétique  et  figurée,  qui  jette  une  vive  lumière  sur  pi 
sieurs  points  restés  jusqu'alors  cachés  sous  la  complic 
tîon  des  formules. 

1.  Déterminer  le  mouv^ement  d'un  solide  de  réuol 
tion,  pesant  et  homogène ,  autour  d'un  point  fixe  siU 
sur  son  axe  défigure. 

Nos  calculs  s'appliqueront  à  tout  solide  dont  deux  m* 
ments  d'inertie  principaux  autour  du  point  fixe  auro: 
même  valeur,  et  dont  le  centre  de  gravité  sera  situé  sur 
troisième  axe  principal  d'inertie. 

Nous  conserverons  la  notation  adoptée  dans  les  prél 
minai res.  L'axe  OZ  sera  dirigé  en  sens  contraire  de 
pesanteur,  et  l'axe  0Z|  suivant  le  demi-axe  de  révoluti< 
qui  fait  un  angle  aigu  avec  OZ  au  commencement  < 
mouvement.  Le  centre  de  gravité  du  corps  sera  éviden 


(  *  )  Spécimen  thcoriœ  turbinum  ;  Halle,  1755. 

(**)  Ménioirrs  de  V Académie  des  Sciences  de  Berlin,  1758,  p.   154* 

(  •  **  )  Opuscules  mnihématiques^  1. 1  ;  1 761 . 

(*««*)  \oir  le  Journal  de  M.  Liouville,  t.  XVI,  p.  9  et  289;  i85i. 
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mène  situé  sur  Taxe  OZ^.  De  plus,  nous  nommerons  m 
limasse  du  corps,  a"  et  b"  les  cosinus  des  angles  que  les 
«es  OXi  et  OY,  font  avec  Taxe  OZ,  et  /  la  distance  du 
centre  de  gravité  G  au  point  fixe,  cette  distance  étant 
comptée  positive  dans  la  direction  OZi . 

Fig.  68. 

Zi/ 

/ 


^-.  N 


Lecor))8  peut  être  considéré  comme  sollicité  par  une 
force  unique,  égale  et  parallèle  à  son  poids,  appliquée 
tu  centre  de  gravité.  Le  moment  des  forces  appliquées 
relatif  à  Taxe  de  figure  est  nul;  comme  d'ailleurs 
A=B,  il  en  résulte  (équations  I)  que  la  vitesse  de  rota- 
^oar  autour  de  Taxe  de  figure  est  constante. 

Soit 


Ceci  posé,  appliquons  directement  les  principes  des 
forces  vives  et  des  aires.  Ces  principes  nous  fourniront 
deux  intégrales  premières,  qui  seront  suffisantes  pour 
runencr  le  problème  aux  quadratures. 

D  est  aisé  de  voir  qu'un  point  du  corps,  dont  les  coor- 
A)nnée8  relatives  aux  axes  OX,,  OYj,  OZj  sont  x,,  j-,, 
'il  A  pour  composantes  de  sa  vitesse,  suivant  les  direc- 
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lions  déterminées  que  possèdent  les  mêmes  axes  à  Tinstâ 
considéré, 

qz,  —  rj,,      r.r,  —  pz, ,     pjr,  —  qx,. 

Il  s'ensuit  que  la  somme  des  forces  vives  est 


/i 


Egalant  cette  somme  au  double  du  travail  de  la  foi 
et  désignant  par  0o  la  valeur  initiale  de  0,  on  obtient  1" 
tégrale 

(i)      A  (p^  -f-  q^)  -h  Cw*  =  2wg'/(cos0o  —  cosô)  -f-  const. 

Puisque  les  forces  appliquées  ont  un  moment  nul 
tour  de  Taxe  OZ,  le  principe  des  aires  est  applicable 
prenant  le  plan  XOY  pour  plan  de  projection.  Oi 
somme  des  produits  de  la  masse  de  chaque  molécule 
corps  et  de  Taire  décrite  par  cette  molécule  pendant  Y 
stant  infiniment  petit  dt^  en  vertu  de  la  rotation  autc 
d'un  axe  quelconque,  Taxe  OX,,  par  exemple,  est  ég 
au  produit  de  la  moitié  du  moment  d'inertie  A  relfi 
à  cet  axe  par  Tangle  pdt  décrit  autour  de  cet  axe;  et 
somme  des  projections  de  ces  aires  sur  le  plan  XOY  * 
égale  à  la  somme  des  aires  multipliée  par  le  cosinus 
l'angle  que  fait  l'axe  0X|  avec  Taxe  OZ;  sa  valeur 

donc  -  Apa'rit,  D'après  cela,  on  a  Téquation 

(a)  A  [pa''  -f-  qb")  -f-  C/î  cosô  —  const. 

A  l'aide  des  relations  (II),  et  des  valeurs 
a"  =  sin  Ô  sin  y,     b"  --  sîn  «0  cos  f^ 
il  est  facile  d'exprimer  les  relations  (i)  et  (2)  par 
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.seules  variables  (j/,  S.  On  trouve  d'abord 

«t,  par  suite,  on  a  les  équations  transformées 
(3)  A  (  sin'O  -^-^  -T^j  ^a'wg^/CcosG,— cosG)— C/f'-f-const., 

{4)  A  sin^ô  -~  =:  —  C/icosO  -4-  const. 

Éliminant  --r  9  on  obtiendra  une  équation  de  la  forme 

dt=/{0)iiB, 

<pii  fera  connaître  0  en  fonction  de  t  par  une  quadrature. 
Reportant  cette  valeur  dans  Téquation  (4),  on  aura  ^  en 
fonction  de  t  par  une  seconde  quadrature.  Enfin  la  der- 
nière équation  (II)  fera  connaître  (^  en  fonction  de  t^  et 
le  problème  sera  résolu.  Toutes  les  intégrales  se  rédui- 
ront aux  fonctions  elliptiques. 

Supposons,  en  particulier,  que  le  mouvement  initial 
soit  une  simple  rotation  autour  de  l'axe  de  figure,  en  sorte 

Que  les  valeurs  initiales  de  -r  et  de  -7-  soient  nulles. 
^  fit  dt 

Les  équations  (3)  et  (4)  se  réduisent  alors  aux  sui- 
vantes : 

(5)  A  [sin'ô  ^  -f-  —  j  =  2m^/(cos0,  —  cosô), 

(6)  A  sin»ô  ^z=Cn  (cosB,  —  cosG) . 

at 

^  première  de  ces  équations  montre  que  Ton  a  constam- 
ment ô>  e^  si  /  est  positif,  et  fl  <  6e  si  /  est  négatif.  Ainsi, 
IL  a«  ÉDiT.  12 
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riDcliDaison  de  Taxe  de  figure  sur  la  verticale  est  constan 
ment  supérieure  ou  constamment  inférieure  à  l'inclinaisc 
initiale,  suivant  que  le  centre  de  gravité  est  au-dessus  c 
au-dessous  du  point  fixe  dans  Fétat  initial.  On  voit  encor 

par  la  seconde  équation,  que  la  vitesse  --^9  avec  laquel 

tourne  la  trace  ON  de  Téquateur  XiOYi  sur  le  plan  6] 
XOY,  est  de  même  signe  que  la  vitesse  de  rotation  n 
e]>6oî  et  de  signe  contraire  si  6<^0o-  Empruntant  Ii 
termes  de  la  mécanique  céleste,  nous  dirons  que  le  mot 

renient  de  précession ^  dont  -^  mesure  la  vitesse,  e 

de  même  sens  que  le  moui^ement  de  rotation  autour  c 
Vaxe  défigure^  ou  bien  de  sens  contraire,  suiv^ant  qi 
le  centre  de  gras^ité  est  au-dessus  ou  au-dessous  du  poii 
fixe  au  commencement  du  mouvement. 

Éliminant  -^  entre  les  équations  (5)  et  (6),  il  vient 

{'j)dt=: 

'~  '"'  '(cosô,  — cos9) 


:i/(cosOo  — cosO)    nmgl 


Asin^G 

Pour  nous  fixer,  supposons  /  positif.  Alors  le  sccok 
facteur  du  radical  est  positif  au  commencement  du  moi 
vement,  qnand  S  =  Soi  p&f  suite,  le  premier  facteur  do 
aussi  être  positif,  c'est-à-dire  que  6  doit  commencer  pi 
croître.  Il  en  résulte  qu'il  faut  prendre  d'abord  le  radie 

avec  le  signe  4-.  La  dérivée  —étant  une  fonction  coni 

nue  de  6,  le  radical  qui  la  représente  ne  pourra  changer  < 
signe  qu'en  s^annulant.  On  doit  donc  garder  le  signe  H 
tant  que  0  n  aura  pas  atteint,  en  croissant,  une  valeur  q 
annule  le  second  facteur  du  radical.  Or  il  existe  toujou 
une  valeur  de  Fangle  6j  supérieure  à  6«,  qui  annule 
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frcteur  en  question;  car  ce  facteur  prend  des  signes  con- 
traires, quand  on  y  pose  successiTemeni  9  =  6e  et  6  =:  ir. 
Soit  01  cette  valeur. 

Le  temps  T,  nécessaire  pour  que  0  atteigne  la  valeur  6^ , 
est  donné  par  Tint^rale 

~    /       *  A      l            I7f         ]      C'/i'(cosG.-cosGn' 
J       y/(cos9.-cosG)[.^^/ L__ J 

Ce  temps  est  fini,  bien  que  Télément  de  l'intégrale  de- 
TÎeDiie  infini  aux  deux  limites.  En  effet,  posant 

cosG  =  j,     cosG«=j«,     cosG,  =j, , 
on  a 

Ads 


T 


i.  v^(*.-^ 


)[2mglA{i-s^)-^On^s.-s)] 


Or,  le  facteur  du  second  degré  en  5  qui  est  sous  le  ra- 
dical prenant  le  signe  —  pour  5  =  it  i,  et  le  signe  -+- 
poor  s  =  5o,  il  s'ensuit  que  St  est  une  racine  simple  de 
ce  facteur  égalé  à  zéro,  et  que  par  suite  les  facteurs  s  —  ^o 

etj,  —  5  n'entrent  sous  le  signe  |  qu'à  la  puissance 

Mais,  généralement,  f  (s)  étant  une  fonction  continue 
dans  le  voisinage  de  5  =  a,  et  e  étant  un  infiniment  petit 

XflH-«    /{s) 

ponre=:  o,  n'est  point  infinie;  car  cette  quantité  peut 
«'écrire 


/(a)liin 


lien  résulte  que  d  atteindra  la  valeur  dj. 
D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  s^  est  la  plus  petite 
racine  du  trinôme  de  second  degré  qui  forme  le  second 
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facteur  sous  le  radical,  s^  est  plus  grand  que  s^,  et, 
du  coefficient  négatif  du  terme  en  5*,  le  trinôme 
shif  pour  toute  valeur  de  s  comprise  entre  Si  et  ^t 
galif  pour  toute  valeur  moindre  que  ^i.  D'aill 
premier  facteur  5o  —  s  est  positif  pour  toute 
moindre  que  s^,  La  quantité  comprise  sous  le  rad 
viendrait  donc  négative,  si  s  prenait  une  valeur  inl 
k  Sij  et  cela  ne  peut  pas  être.  Donc  il  faut  que  Tanj 
minue  à  Tinstant  où.  il  est  arrivé  à  la  valeur  61 .  Da 
seconde  période,  le  radical  doit  être  pris  avec  le  si{ 
l'inclinaison  6  diminue  jusqu'à  la  valeur  do?  dans  li 
temps  T  quelle  a  mis  à  croître  de  60  à  di  ;  puis  1 
vement  recommence  de  la  même  manière.  L'axe  < 
ainsi  des  oscillations  isochrones  dans  le  plan  mobile 
Le  plan  vertical  ZOZi,  qui  contient  Taxe  de  ] 
tion,  ne  tourne  pas  uniformément;  mais  son  mou 
est  parfaitement  identique  pendant  chacune  des 
oscillations  de  Taxe.  Car  la  trace  ON  de  Téquateu 
constamment  perpendiculaire  aux  deux  droites  Oi 
son  mouvement  de  rotation  est  le  même  que  C( 
plan  ZOZi  ]  et,  d'après  l'équation  (6),  la  vitesse  d 

lion  de  cette  trace,  ou  -^»  ne  dépend  que  de  Tanj 

La  vitesse  angulaire  totale, 


w  =  ^n^  -f-  >E?*  -f-  q^y 

est  un  minimum  lorsque  p  eiq  sont  nuls,  ce  qui 
quand  9  =  60,  c'est-à-dire  quand  l'axe  OZj  est  ! 
rapproché  de  la  verticale  OZ. 

La    même   vitesse    eo   est   un   maximum,    lors 
somme 

P^-hfj^     ou     sin^O—L-h—     ou      2/wg'/(cosÔ,  — 
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est  elle-même  un  maximum,  c'est-à-dire  quand  Taxe  est 
le  plus  écarté  de  la  verticale. 

Considérant  le  mouvement  de  la  projection  du  centre 
de  gravi  lé  sur  le  plan  horizontal  XOY,  on  voit  que  cette 
projection  reste  toujours  comprise  entre  deux  circonfé- 
rences, décrites  du  point  fixe  comme  centre,  avec  les 
rayons  /sin^o  et  /sindi.  Elle  décrit,  toujours  dans  le 
même  sens,  une  courbe  formant  une  sorte  de  rosace,  dont 
les  feuilles  s'implantent  sur  la  circonférence  de  rayon 
IsinOe,  et  se  terminent  sur  la  circonférence  de  rayon 
iûnOi.  En  suivant  la  marche  du  rayon  vecteur,  ou  re- 
coDuait  facilement  que  celte  courbe  est  tangente  à  la 
seconde  circonférence,  et  normale  à  la  première.    En 

effet,  la  dérivée  du  rayon  vecteur,  -^ —  ou  IcosO  —  y 

est  nulle  pour  6  =  0,,  et  la  vitesse  angulaire  de  ce  rayon, 

fi-^  _  G/i(cosO«  —  cosô) 
rfr~  Âsm'9         ' 

n'est  point  nulle  pour  0  =  ô,  ;  en  sorte  que  le  rapport  de 
l'accroissement  du  rayon  vecteur  à  celui  de  l'angle  décrit, 

00-^-— — ,  s'annule  sur  la  circonférence  dont  le  rayon 

^t  l&inOi.  li  s'ensuit  que  la  courbe  est  tangente  à  cette 
circonférence.  On  verrait  de  même  que  ce  rapport  dé- 
cent infini  sur  la  circonférence  dont  le  rayon  est  /  sin^o  \ 
par  conséquent,  la  courbe  est  normale  à  celle  seconde 
circonférence. 

Si  la  distance  /  était  négative,  les  résultats  seraient 
Iw  mêmes,  sauf  que  l'angle  0,  serait  plus  peut  que 
''angle  Oo. 

A  l'inspection  du  binôme 

C*/ï'(cos0,  ~  cosô) 


imgl  ^ 


Asin'G 
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qni,  égalé  à  zéro,  a  pour  racine  0  =  0i^  on  voit  que,  s 
la  vitesse  angulaire  initiale  n  est  très-grande,  ou  bie 

SI  le  rapport  est  tres-petit,  un  petit  accroissemen 

donné  à  6  depuis  la  valeur  60  rendra  le  second  terin 
égal  au  premier  en  valeur  numérique,  la  racine  0^  ser 
très-peu  différente  de  do?  et,  par  conséquent,  Tinclinai 
son  de  Taxe  sur  la  verticale  variera  très-peu.  Dans  g 
cas^  les  intégrations  pourront  s'effectuer  par  approxima 
tion. 

Cas  particulier  où  r inclinaison  rie  l'axe  varie  très 
peu.  —  Soit 

ô  =r  Go  -f-  a. 

u  sera  un  petit  angle;  on  négligera  son  carré. 
Portant  cette  valeur  dans  la  formule  (7),  et  observai 
que  Ion  a,  au  degré  d'approximation  voulu, 

.    ^  cosô«  —  cosÔ  u 

cos  Oo  —  cosô  =  u  sm  ©<,     et     ; — r =  -; — T  » 

sm'O  smG, 

il  vient 

kdu 


dt  = 


Soient  encore,  poui  abréger, 

met  A  sinGo  C/i 

L'équation  devient 

,  _  du 


±^U(7.Ui  —  u) 

Son  intégrale  est 


±At  =  arc  cos  —  ■» 


sans  constante,  car  u  est  nul  à  Torigine  du  mouvement. 


k 
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Si  Ton  pose 

ô. -Mi,  =  0', 

cette  intégrale  pourra  s'écrire 

6  =  0'  —  Kl  CCS X/. 


n  •  L'équation   (6)  devient,  au  même   degré  d'approxi- 

mation, 


On  en  lire 


d'^        hu  kux  kux 

T"  =    ♦     ^    "^  -r— T : — —  CCS  ht, 

ai       smOo       smO»       sinO^ 


>L  =  const  -f-  -r-7-  t r-7-  sinX^^ 

sinO«         smO« 


on  bien,  en  négligeant  u\^  qui  est  de  même  ordre  de 
grandeur  que  i*', 

^  =:  const  -f-  ^— -  / .-  -  sm^r. 

^  sin  0'         sm  0' 

Enfin  la  dernière  équation  (II)  donne 

dt  di  ' 

d'où 

^  =z  const  -^  nt  —  cosO' .■»[<, 

f  r=  const  H-  (/»  —  Xi«,  cotô')r  -f-  i£,  coiô'  sin  A/. 

Le  mouvement  de  Taxe  est  susceptible  d'une  représen- 
Ution  géométrique  assez  simple.  Imaginons  un  axe,  pour 

>^uel  on  aurait  constamment  0  =  9',  et  d/  =  const  4-  t-^A, 

•  sinô' 

Cet  axe  fictif  décrira  autour  de  la  verticale  un  cône  cîr- 
^aire,  d'un  mouvement  uniforme,  tandis  que  l'axe  vrai 
tournera  autour  de  cet  axe  fictif,  avec  un  mouvement  re- 
'3lif  représenté  par  les  termes  périodiques 

«I      .    , 

—  tt,  cosX/     et T— 77  sm  A/, 

sinô' 

^"i  doivent  être  ajoutés  respectivement  aux  valeurs  de  6 
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et  de  ^  relatives  au  premier  axe.  Ces  termes  étant  très- 
petits  et  périodiques,  il  en  résulte  que  Taxe  fictif  peut 
être  considéré  comme  occupant,  à  chaque  instant,  une 
sorte  de  position  moyenne  entre  les  positions  successives 
que  prend  l'axe  vrai  aux  environs  de  l'époque  considérée. 
Décrivons  une  sphère  du  point  fixe  comme  centre,  avec 
un  rayon  égal  à  Tunilé.  Considérons  les  points  où  Taxe 
vrai  et  Taxe  moyen  percent  cette  surface,  et  nommons  ces 
points  le  pôle  vrai  et  le  pôle  moyen.  Nous  verrons  sans 
peine  que  le  pôle  vrai  décrit  autour  du  pôle  moyen, 
supposé  fixe,  un  petit  cercle^  dont  le  rayon  sphérique 
est  égal  à  u^  en  valeur  absolue.  Ce  mouvement  circu- 
laire est  toujours  uniforme.  Il  est  de  même  sens  que  la 
rotation  du  pôle  moyen  autour  de  la  verticale ^  ou  bien 
de  sens  contraire^  suivant  que  la  vitesse  angulaire  n  est 
positive  ou  négative,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  posi- 
tion du  centre  de  gravité  dans  l'état  initial,  au-dessus 
ou  au-dessous  du  point  Jixe.  En  effet,  la  distance  des  deui 
pôles  étant  de  même  ordre  que  u,  nous  pouvons,  dans 
Tétude  de  leur  mouvement  relatif,  confondre  la  surface 
de  la  sphère  avec  celle  du  plan  tangent  au  pôle  moyen. 
Rapportons  la  position  du  pôle  vrai  à  deux  axes  coordon- 
nés des  \  et  des  ^,  ayant  leur  origine  au  pôle  moyen,  ei 
dont  le  premier  sera  dirigé  suivant  la  tangente  au  méri- 
dien du  pôle  moyen  du  côté  de  la  verticale  OZ,  et  le  se- 
cond suivant  la  tangente  au  parallèle  du  pôle  moyen  er 
sens   contraire  du  mouvement  sur  ce   parallèle.    Nou; 
aurons 

et  n  sera  le  produit  de  -r-^^  s\nht  par  le  rayon  du  paral- 
lèle, sinô'-,  c'est-à-dire  que  nous  aurons 
ïj  =:«!  sinX/, 
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et,  par  suite, 

p  -h  „»  =r  «; , ^- —  Au]  =  -^  /»• 

Ces  valeurs  justifient  tout  ce  que  dous  avons  annoncé  ; 
carie  mouvement  relatif  du  pôle  vrai  est  de  même  sens 
que  le  mouvement  du  pôle  moyen,  quand  le  premier  pôle 
se  meut  de  Taxe  des  Ç  vers  l'axe  des  y)  ',  et  ceci  a  lieu, 

oofflme  ou  sait,  lorsque  la  quantité est  posi- 
tive. 

Ce  mouvement  de  l'axe  vrai  autour  de  l'axe  moyen 
constitue  la  natation  de  l'axe.  Son  amplitude  est 

1  msl  A  sîn  9« 
21/.  =  —^TTTl -^ 

et  la  durée  de  sa  période, 

2ir  _    27rA 

Le  mouvement   angulaire  de  uutation  sera  d'autant 

plus  rapide  que  la  vitesse  de  rotation  autour  de  l'axe  sera 

plus  grande.  Lorsque  r inclinaison  moyenne  de  Vaxesur 

«  Verticale  nest  pas  très-petite^  le  ntouv^ement  angu^ 

^rede  natation  est  bien  plus  rapide  que  celui  de  préces- 

iion^  car,  pour  la  précession  moyenne,  la  durée  de  la 

période  est 

2  7r  sinô' 

Tous  ces  résultats,  relatifs  au  cas  où  le  centre  de  gravité 
est  situé  au-Klessous  du  point  fixe,  concordent  a  peu  de 
chose  près  avec  les  phénomènes  que  l'observation  et  l'ana- 
'yse  ont  fait  découvrir  dans  le  mouvement  de  la  terre 
autour  de  son  centre  de  gravité.  La  diilerence  la  plus  sen- 
sible consiste  en  ce  que  le  pôle  vrai,  dans  son  mouvement 
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autour  du  pôle  moyen,  ne  décrit  pas  un  petit  cercle, 
mais  une  peu  le  ellipse  dont  le  grand  axe  est  situé  dans  le 
méridien  du  pôle  moyen.  Encore  faut-il  ajouter  que 
l'excentricité  de  cette  ellipse  est  assez  faible  pour  avoir 
échappé  à  Bradley,  le  premier  qui  signala  le  mouvement 
de  nutatiou. 

Lagrange,  dans  la  Mécanique  analytique  (part.  Il, 
sect.  IX,  n^  3o),  a  ramené  aux  quadratures  la  détermi- 
nation du  mouvement  d'un  solide  de  révolution,  pesant, 
et  retenu  par  un  point  quelconque  de  son  axe  de  figure, 
n  ne  parait  pas  que  ce  résultat  ait  été  obtenu  avant  lui. 

2.  Déterminer  le  mouvement  d'une  toupie  lancée  sur 
un  plan  horizontal,  qui  n^ exerce  aucun  frottement. 

La  toupie  est  un  corps  de  révolution,  qui  s'appuie  sur 
le  plan  horizontal  toujours 
par  un  même  point  P  de  sa 
surface.  Nous  supposerons  le 
centre  de  gravité  O  situé  sur 
Taxe  de  figure.  Cet  axe  sera  un 
axe  principal  d'inertie  relatif 
au  centre  de  gravité;  et  nous 
admettrons  que  les  deux  autres 
moments  d*ineriie  principaux 
autour  du  centre  de  gravité 
soient  égaux. 

Nous  conserverons  la  même  notation  que  dans  le  pro- 
blème précédent,  si  ce  n'est  que  l'origine  des  axes,  O, 
sera  le  centre  de  gravité,  et  que  la  distance  /  sera  celle 
qui  sépare  le  centre  de  gravité  et  la  pointe  P. 

Les  deux  forces  qui  agissent  sur  le  corps,  considéré 
comme  libre,  savoir,  son  poids  et  la  réaction  du  plan 
horizontal,  sont  deux  forces  verticales;  donc,  suivant  le 
principe  du  mouvement  du  centre  de  gravité,  ce  centre 
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se  meut  eo  projection  horizontale,  d'un  mouvement  rec- 
tilîgne  et  uniforme  dépendant  uniquement  de  l'impulsion 
initiale.  Le  même  principe,  appliqué  au  mouvement  ver- 
tical du  centre  de  gravité,  fait  connaître  l'intensité  de  la 
réaction  du  plan  fixe  sur  la  pointe  de  la  toupie;  car  cette 
réaction  n'est  antre  que  la  force  perdue  dans  le  mouve- 
ment vertical.  Si  donc  on  observe  que  la  hauteur  du 
Goiire  de  gravité  au-dessus  du  plan  horizontal  est  /cos0, 
on  trouvera  pour  la  mesure  de  cette  réaction 

d^.lcos9 
m  s  -4-  m  • 

D  reste  à  déterminer  le  mouvement  du  corps  autour  de 
son  centre  de  gravité.  Le  calcul  est  tout  semblable  n  celui 
de  la  question  précédente;  c'est  pourquoi  il  suffira  de  le 
tracer  rapidement. 

Le  moment  des  forces  appliquées  autour  de  Taxe  de 
figure  étant  nul,  on  a 

r=i:  coust.  =  n. 
Le  principe  des  forces  vives  donne  l'intégrale  première 

A(/>*-f-y*)-l-C/i'='i/w^/(cosôo—  œsô)  —  w/'sin^ô  -^  -h  const. 

Le  principe  des  aires,  quand  on  prend  le  plan  de  pro- 
jection horizontal,  donne 

A  (/?a"  H-  qh")-{'  C/i  cosô  =  const. 

Ces  deux  dernières  intégrales  peuvent  s'écrire 


(0 


Asin'ô -I--h(AH-m/^sin*Ô)  -— 

=  2 mgl (cosQ^ —  cosô)  —  Cn*-¥-  const., 


N  Asin'Ô^L 


,    __       C/icosO  +  const. 
dt 
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Elles  suffisent  pour  ramener  le  problème  aux  qoadi^.^* 
tures. 

Supposons,  en  particulier,  que  les  valeurs  initiales  d^^  p 

et  de  y,  et,  par  suite,  celles  de  ^-  et  de  -^  soient  null^e^s, 

ce  qui  revient  à  supposer  que  le  mouvement  initial  &oit 
une  rotation  autour  de  Taxe  de  figure,  accompagnée^  si 
l'on  veut,  d*une  translation  horizontale.  Ceci  détenu.! ne 
les  constantes,  et  il  vient 

Asin'ô— Y  -4-  (A  H-  /w/^sin^ô)  —  =  2//f^/(cosô,— cosO), 

d^ 
Asin'O  -j^  =C/î(cosôo— cosG). 
dt 


Liimmant  -j-?  on  arrive  a  J  équation 


dtz=r.± 


Raisonnant  sur  ces  formules  comme  on  Ta  fait  dans--  '^ 
problème  précédent  sur  les  formules  analogues,  on  ar^^^" 
vera  à  des  conclusions  toutes  semblables. 

L'axe  de  la  toupie  commence  par  s'incliner  sur  la  v<^r- 
ticale,  puis  il  se  relève  jusqu'à  reprendre  son  inclinai^ou 
première,  s'incline  de  nouveau,  et  ainsi  de  suite.  Toutes 
ces  demi-oscillations  ont  la  même  durée. 

La  vitesse  totale  de  rotation  est  un  minimum  au  com^ 
mencement  de  chaque  oscillation  descendante,  et  un 
maximum  à  la  fin. 

L'intersection  ON  du  plan  de  Téquateur  et  du  plan 
horizontal  XOY  tourne  constamment  dans  le  sens  de  la 
rotation  autour  de  l'axe  de  figuré.  Ce  mouvement  n  est- 
point  uniforme;  mais  il  se  reproduit  périodiquement  le? 
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I  k  chaque  demi-oscillation  de  Taxe,  descendante  ou 
■.flcendante. 

Regardant  comme  fixe  la  projection  du  centre  de  gra- 
vité sur  le  plan  horizontal  qui  porte  la  toupie,  on  verra 
Lapointe  de  la  toupie  tracer  sur  ce  plan  une  courbe  formée 
dTiiiie  suite  indéfinie  d'arcs  égaux,  tangents  a  une  même 
câiconféreuce  dont  le  centre  est  la  projection  du  centre  de 
finYité,  et  normaux  à  une  circonférence  concentrique,  de 
nyon  moindre. 

Poisson,  Traité  de  Mécanique f  t.  II,  p.  207;  2'  cdir. 
FncnL,  Nouv.  Annales  de  Mathématiques  y  t.  IX,  p.  3 10;  i85o« 

3.  Imaginons  quun  soMe  de  révolution,  pesant  et 
^mogène,  soit  posé  sur  un  plan  horizontal  parfaitement 
^*n£,  et  quon  lui  imprime  un  moui^ement  quelconque.  Si 
Ea  rfitesse  de  rotation  imprimée  autour  de  Vaxe  défigure 
'Si  suffisamment  grande,  r inclinaison  de  Vaxe  sur  la 
^^rticale  restera  toujours  aussi  peu  différente  quon 
^u^udra  de  sa  ^valeur  initiale^  quelles  que  soient  d  *  ailleurs 
^^9  autres  circonstances  du  mouvement  communiqué. 

Conservons  la  notation  du  problème  précédent. 

La  réaction  du  plan  étant  constamment  normale  à  la 

svtTfice  du  corps,  le  moment  de  cette  force  autour  de 

l^aiede  figure  est  nul^  par  suite,  la  vitesse  de  rotation 

autour  de  cet  axe  reste  constante.  Il  y  a  plus  :  tous  les 

i^soDuements  qui  nous  ont  conduit  aux  équations  (i) 

^(2)  de  la  question  précédente  subsistent  ici,  sauf  que  la 

Wteur  du  centre  de  gravité  au-dessus  du  plan  horizon- 

^  n'est  plus  proportionnelle  à  cos0. 

Représentons  cette  hauteur  par  ^.  La  réaction  du  plan 
^  le  corps  sera 
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et  le  travail  de  cette  force  aura  pour  expressioD 

m  r/(;' 
—  /lîfi'  Ç -h  const. 

Représenta nt  par  h  et  A^  deux  constantes^  les  ëquations  (j 
et  (a)  pourront  s'écrire 

d^ 
(2)  Asin'ô-— î-  -hC/i(cosô— -  cosôo)=  X. 

Ces  équations,  jointes  à  l'équation  de  la  surface  à\ 
corps,  suffisent  pour  déterminer  le  mouvement  autour  di 
centre  de  gravité. 

Pour  conclure  de  là  le  théorème  que  nous  avons  ei 
vue,  il  faut  faire  quelques  remarques  préliminaires  su 
les  constantes  qui  déterminent  l'état  initial. 

Soient po9  ^09  fo9  etc.,  les  valeurs  initiales  de  p,ç,^,etG 
Nous  pouvons  prendre  à  volonté  les  constantes  do?  fo»  ^« 
alors  Ço  sera  déterminé,  en  conséquence  de  la  valeur  pri» 
pour  d^,  par  la  condition  que  la  surface  soit  tangente  ai 
plan  *,  la  position  initiale  sera  fixée.  De  plus,  nous  pou 
vons  prendre  à  volonté  les  constantes  ^o>  ^o  ^^  qtii  reprc 
sentent  les  vitesses  angulaires  initiales;  alors  la  positioi 
qu'aura  le  corps,  à  la  fin  du  premier  instant  dt^  sera  dé 
terminée  par  les  rotations  p^dt^  q^dt^  ndi^  et  par  h 

condition  que  le  corps  touche  le  plan.  La  valeur  de  (  -^  J 

sera  donc  déterminée;  et  il  importe  d'observer  que  la  ra 
tation  mit  autour  de  l'axe  de  révolution  n'aura  aucune 
influence  sur  cette  valeur,  puisque  ^  reste  le  mèm< 
lorsque  le  point  de  contact  se  déplace  sur  un  mèmi 
parallèle. 
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En  résumé,  nos  constantes  arbitraires  seront  0»,  (f»,  (|/o9 
p,,^,  et  n;  les  valeurs  de  ^o  ci  de  l  —  \  s'ensuivront,  et 

MroDt  indépendantes  den. 
Venons  maintenant  à  la  question. 

Si  nous  éliminons -p  entre  les  équations  (i)  et  (a),  il 
YÎent 

rfO'  €fÇ»       ^  ^       [X  — C/i(cosô  — cosôoj? 

dfi  dt^  Asm'ô 

Le  premier  membre  de  cette  équation  étant  positif  de 
sanalure,  le  second  membre  devra  rester  positif  pendant 
tome  la  durée  du  mouvement.  Nous  aurons  donc  con- 
stamment 

*  —  C/ï(cosô  —  cosOoX  v'a(A  —  2/i?^2;)sin'0, 
k—  C/ï(cosô  —  cosO,)>  —  ^A{h—  2//i^Ç)sin'ô, 

ou  encore,  supposant  n  positif, 


COSO  —  COSOo  > ^^—^ ;; ^-^ , 


COSÔ  —  cosô.  < ^ — 

Or,  en  appliquant  les  équations  (i)  et  (a)  à  Tétat  ini- 
tî«l,  après  y  avoir  remplacé  (  formules  II)  sin'0  -^  -h  — 

d^ 
par  p*4-^*,    et    smô -^  par    p  sinç  4- ycosç,    nous 

▼oyons  que  les  constantes  h  et  A  ne  dépendent  que  de  p^^ 
?•'  '•?  To^  Co?  (^)  '  ^^'  P**"  conséquent,  ne  dépendent 
pas  de  n.  U  en  résulte  que  les  numérateurs  des  seconds 
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membres  de  nos  iuégalités  conserveront  des  valeurs  finie 
quelle  que  soit  la  vitesse  angulaire  n. 

Nommons  h'  la  valeur  numérique  de  A,  p  le  plus  pei 
rayon  que  Ton  puisse  mener  du  centre  de  gravité  i 
surface  du  corps,  et  e  un  nombre  donné  aussi  petit  qu\ 
voudra. 

Nous  serons  sûrs  que  la  valeur  numérique  de  Téca 
cosd  — cosd^  restera  constamment  inférieure  à  e,  si  no 
prenons 


^> 


X'H-  ^A(h—2mgp) 


Ce 


Fig.  70. 


sans  rien  changer  aux  autres  circonstances  de  Tétat  iniiii 
PuiSEux,  Journal  de  M.  Liouville,  t.  XIII,  p.  249;  18^ 

4.  Déterminer  le  mouvement  d^une  sphère  homogèi 

sur  un  plan  horizonti 
en  ayant  égard  i 
frottement. 

Nous    allons    trait 
directement     ce     pr 

j^    blême,    au    lieu    d'< 

ramener  la  solution 
l'intégration  des  équ 
tions  générales  d'E 
1er. 

Soient  : 

p  le  rayon  de  la  sphère  \ 

IJL  le  coefficient  du  frottement  de  glissement  ; 

OX,  OY  deux  axes  fixes  tracés  dans  le  plan,  et  OZ  u 
verticale  dirigée  en  sens  contraire  de  la  pesanteur; 

p,  ^,  r  les  vitesses  angulaires  autour  de  parallèles  2 
axes,  menées  par  le  centre; 

Xj  y  les  coordonnées  du  point  d'appui  ; 
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Uy  i^  les  vitesses  du  centre  estimées  suivant  les  axes, 
dx   dr 

X,  Y  les  composantes  suivant  les  axes  de  la  force  accé- 
lëratrice  due  au  frottement. 

Le  mouvement  de  translation  du  centre  de  figure,  qui 
est  aussi  le  centre  de  gravité,  est  régi  par  les  équations 

du  dv 

Les  équations  du  mouvement  de  rotation  autour  du 
oentre  s'obtiennent  en  exprimant  que  les  forces  appli- 
quées font  équilibre  aux  forces  etfectives,  autour  du 
€;<^nitre  considéré  comme  un  point  fixe.  Si  l'on  observe  que 
1^  rayon  de  giration  de  la  sphère  autour  d'un  diamètre 

e^t  1/7/9,  on  voit  que  les  équations  dont  il  s'agit  sont 
suivantes  : 

^     dp  1      dq  ^        ^r 

^^  dt  ^      S'^  di  dt 

Substituons  îci  —  9  -r  aux  forces  égales  X,  Y  ^  puis  in- 

;rons,  en  marquant  les  valeurs  initiales  de  Tindice  o. 
*l  vient 

^    '=^1  |p  {/'—/'•) -*'-•'•>   5P(7  — y^l^^"»  — «»   r-r.z=ro. 

Ces  équations  sont  susceptibles  d'une  interprétation 
^3«ez  remarquable.  En  effet,  considérons  le  centre  d'oscil- 
lation ou  de  percussion  de  la  sphère  par  rapport  à  un  axe 
^^  suspension  qui  passe  au  point  d'appui.  Ce  centre  est 

^^tué  au-dessus  du  centre  de  figure  à  la  distance  ^  p.  Ses 

11.  2*  ÉDiT.  1 3 
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vitc^sses  relatives  au  rentre  de  figure,  dirigées  suivant  les 
axes  OX,  OY,  sont 

(3)  U-|P7,      V=-.|p;,, 

et  sa  vitesse  verticale  est  nulle.  D'après  ces  valeurs,  les 
équations  (a)  peuvent  s'écrire 

(4)  r-h  Vz=:PoH"V,,      «H-U  =  «.H-U.,      rz=r.. 

Sous  cette  forme,  elles  nous  montrent  que  la  vitesse  du 
centre  et  la  vitesse  relatix^e  du  centre  de  peivussion  su- 
périeur par  rapport  au  centre  de  Jigure  ont  une  résul- 
tante invariable  en  grandeur  et  en  direction. 

Poursuivons  l'intégration. 

La  force  motrice  est  dirigée  en  sens  contrafre  du  glis- 
sement; par  suite,  les  composantes  de  cette  force,  suivant.^ 
les  axes,  sont  proportionnelles  aux  composantes  de  1^ 
vitesse  de  glissement,  u  —  pq,  i'-hpp.  De  là  les  équa--^ 
lions 

X  du  u  —  pq  2  ^ 


Y                dv 

' 

«'  -h  p/?               5  , 

9.  ^ 

«'.)  -t-  ^p. 

Si  Ton  pose 

<»)  '■-?(! 

ft,  - 

4-P70J,      ^-^(-fV 

-pp^y 

il  vient 

du        a  —  a 

dv         (»  —  ù 

d'où 

V  —  0 

et  par  conséquent 

X 

Wo  — -  n 
--  consl.  TTz j . 

Y 

P.-^ 

DYNAMIQUE.  igS 

Ceci  nous  apprend  que  la  force  de  frottement  n'est  pas 
seulement  constante  /en  intensité^  mais  encore  constante 
eu  direction.  Il  en  insulte  que  la  sphère  décrit  une  pa- 
mbole,  comme  un  projectile  pesant^  tant  if u  elle  ne  cesse 
pas  de  glisser  {*). 

ActueUement  il  nous  est  facile  dUo^^nir  les  valeurs  des 
forces  X  et  Y,  lesquelles,  il  ne  faut  pas  Toublier,  sont  de 
sens  contraire  au  glissement.  Nous  trouvons 


— 1 


en  posant,  pour  abréger, 

'^ortaot  ces  valeurs  dans  les  équations  (i),  et  intégrant,  il 
vient 

f^\  a  — .«.  h  —  v^ 

Ces  expressions  des  vitessc^s^  substituées  dans  leséqua- 
^'ons  (2),  nous  feraient  connaître  les  vitesses  angulaires 
^>  y,  r  en  fonction  du  temps. 

Remplaçons  m,  v  par  —  >  —  dans  les  intégrales  que  nous 

^^Hous  d^obteijjir,  et  intégrons  de  nouveau,  en  supposant 
^^e  la  sphère  parte  de  Torigine.  Il  vient 

Ces  formules  achèvent  de  déterminer  le  mouvement  de 


C*  )  Ce  théorème  est  de  J.- A.  Eiiler,  fils  du  célèbre  L.  Eiiler,  KLèmoires 
**«•  I  Académie  ih-  Berlin,  t-jhS,  p.  2S4. 

l3. 
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translation;  par  réliminatioii  de  f,  elles  nons  donnent 
l'éqaation  de  la  trajectoire, 

[(^  —  p,) X  —  (a  —  «o)  r? («'o*  —  ««r) (<'•«  —  Utb)=i  o. 

Cette  parabole  se  réduit  à  une  ligne  droite,  quand  ii«,  v^ 
sont  proportionnels  à  a,  &,  et  différents  de  ces  quantités. 
Ces  conditions  reviennent  à  celles-ci  : 

"•>»•  -♦-  '••7»  =  o,     et  p/?,  ^  —  *'•    o"     P  ^0  ^  «•• 

La  première  exprime  qu  à  Torigine  du  mouvement 
Taxe  instantané  de  rotation  est  dans  un  plan  vertical  per- 
pendiculaire a  la  translation;  les  dernières  expriment 
quHl  y  a  glissement.  Dans  ces  conditions,  la  sphère  se 
meut  en  ligne  droite,  d'un  mouvement  uniformément  re- 
tardé. 

Ceci  ne  s'applique  qu'à  l'état  de  glissement  *,  or  cet  état 
cessera  dès  que  l'on  aura 

u=qp,      Pr-.pp. 

Les  valeurs  de  u  et  de  (^  qui  satisfont  à  ces  relations  sont 
précisément  les  quantités  constantes  représentées  jusqu'ici 
para  et  b. 

En  effet,  si  l'on  se  reporte  aux  équations  (3),  on  voit 
que,  à  l'instant  où  la  sphère  cesse  de  glisser, 

2  '  2 

D'après  les  équations  (4))  ^es  dernières  relations  peu- 
vent s'écrire 

5  5 

7  7 
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et  puisque  (3) 
on  a 

ou  bien  (5) 

Ces  dernières  valeurs,  substituées  dans  Tune  on  l'autre 
des  équations  (6),  nous  font  connaître  Tëpoque  à  laquelle 

cessera  le  glissement, 

A 

Celte  valeur,  substituée  à  son  tour  dans  les  équa- 
tions (7),  nous  fait  connaître  le  point  où  ce  changement 
«un  lieu, 

r/  -4-  «0  ^                    b  -h  p. 
X—  A,       j  =  A. 

A  partir  de  ce  point  le  mouvement  est  rectiligne  et 
u&iforme  ;  car  X  et  Y  étant  devenus  nuls ,  li  et  1^  ou 

J-»  -^  restent  constants  d'après  les  équations  (1). 

La  droite  décrite  par  le  point  d^ appui  est  représentée 

•     par  l'équation 

b  av.  — bu. 

Y  =^  -  X  -\ A. 

a  3AfA^ 

U  est  aisé  de  vériâer  que  cette  droite  est  tangente  à  la  pa- 
rabole au  point  ou  cesse  le  glissement. 
Si  l'on  avait,  à  l'origine  du  mouvement, 

p/?,i=  — i'o,       p7o==^tt., 

le  mouvement  serait  dès  le  principe  rectiligne  et  uni- 
for  me. 

CuBioLis,  Théorie  malhèmaùnac  des  cfftts 
du  jeu  de  billard  y  cliap.  I. 
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5.  Déterminer  le  mouuement  de  la  terre  autour  de 
son  centre  de  grai^ité,  en  ayant  égard  aux  actions  du 
soleil  et  de  la  lune^  et  négligeant  les  excentricités  des 
orbites. 

Fig.  71. 
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Dans  le  calcul  du  mouvement  de  la  terre  autour  de  sor-^ 
centre  de  gravité,  ou  peut,  sans  aucune  erreur  appré  -= 
ciable,  considérer  les  masses  du  soleil  et  de  la  lune  comm  * 
réunies  à  leur  centre  de  gravité  respectif;  car  les  di^S 
mensions  de  ces  corps  sont  faibles  en  comparaison  de  leu=^ 
distances  à  la  terre;  eu  outre,  leur  figure  diffère  peu  ^ 
la  figure  sphérique,  et  Ton  sait  qu'une  sphère  homc^ë^^rj 
attire  un  point  extérieur,  comme  si  elle  était  tout  entî^^i 
condensée  à  son  centre.  Nous  sommes  donc  conduit^^ 
calculer  les  moments  de  V attraction  d*un  point  maté^^jf^ 
foit  éloigné  autour  des  axes  principaux  d'inertie  ^it 
corps  attiré  relatifs  au  centre  de  grai^ité. 

Dans  ce  calcul,  le  corps  attiré  pourra  être  un  cc^iTps 
quelconque;  mais,  pournous  fixer,  nous  supposeroiM.s  <lo 
iuilc  qu'il  s'agisse  de  la  terre. 
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Afio  de  nous  conformer  â  l'usage  des  astronomes,  nous 
regarderons  comne  positives  les' routions  qui  s'effectuent 
de  droite  k  gauche. 
Soient  : 

OX,  OY,  OZ  trois  axes  coordonnés,  dirigés  suivant  les 
axes  principaux  d'inertie  de  la  terre  autour  de  son  centre 
de  gravi  té; 
x\  jr\  z'  les  coordonnées  d'une  molécule  de  la  terre; 
Hni  l'a  masse  de  cette  molécule; 

X,  jy  z  les  coordonnées  d'un  point  matériel  très-éloi-> 
gné  :  ce  sera,  par  exemple,  le  soleil  ; 

rla  distance  de  ce  point  au  centre  de  gravité  de  la  terre; 
r'  la  distance  du  même  point  a  la  molécule  dm'\ 
m  le  prodnit  de  la  masse  de  ce  point  par  la  constante 
c}«jî  mesure  l'attraction  de  l'unité  de  masse  sur  l'unité  de 
Kxmasse  i  l'unité  de  distance; 

X,  Y,  Z  les  composantes  de  l'attraction  de  ce  point  sur 
i  'Sa  terre,  dirigées  suivant  les  axes  : 

L,  M,  N  les  moments  de  cette  attraction  autour  des 
a^esOX,  OY,OZ. 

Nous  avons  d'abord,  quelles  que  soient  la  forme  et  la 
constitution  de  la  terre, 

«es intégrales  s'étendant  à  toutes  les  molécules  delà  tcrrr. 
Il  s'ensuit 

/y'  r  z* 

'—  r///i' —  //i/   I   --  dm' y 

r  z'  rx' 

Mr^Xs-    7iX—  mx  I  -j-^dm'  -     mz  I      -dtn\ 
<  %^ 

îi  n:  Yj,-  -   X  y—-  m  y   \  —j-  dm'  —  mx  I   -—  dm' . 

*     /   r*  f   r  •• 
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Or 

l      ■      I    1  l    X  x'  Y    y  5  «' 

si  nous  développons  le  radical  par  la  formule  du  binôme, 
el  que  nous  négligions  dans  ce  développement  les  termes 
qui  contiennent  les  secondes  puissances  des  rapports  très- 

petits  —»—»-♦  vis-a-vis  des  rapports  -?—?-»  qui  sont 

comparables  à  l'unité,  il  reste 

I    _     I         ^  XX*  -f-  yy'  -h  «s' 

Substituant  cette  valeur  daus  les  expressions  des  mo- 
ments Ly  M,  N,  et  nommant  A,  B,  C  les  moments  dM- 
nertie  principaux  de  la  terre  autour  des  axes  OX,  OY, 
OZ,  il  vieni 

5/7î(C—  B) 

1^  '"  - 

M 

N-. 

Actuellement,  ayons  égard  à  ce  que  Tobservation  et  Isl 
théorie  nous  apprennent  sur  la  constitution  de  la  terre  . 
Le  centre  de  gravité  de  la  terre  étant  supposé  fixe,  le  mou- 
vement de  la  sphère  céleste  nous  apprend  que  la  terre 
tourne  autour  d^un  axe  qui  parait  absolument  fixe  dans  ce 
corps.  De  plus,  nous  savons  que  la  forme  de  la  terre  dif- 
fère peu  de  celle  d'une  sphère,  et  rien  ne  nous  porte  à  croire 
que  la  densité  soit  fort  inégalement  répartie  autour  du  cen- 
tre. Nous  pouvons  donc  admettre  que  les  différences  des 


r' 

./-  '. 

3^ 
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xy 
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moments  d'inertie,  et,  par  suite,  les  moments  L,  M,  N, 
sont  peu  considérables  vis-à-vis  de  la  masse  de  la  terre. 
Or,  si  r^xede  rotation  de  la  terre  était  réellement  fiie  dans 
ce  corps,  et  les  moments  L,  M,  N  tout  à  fait  nuls,  l'axe 
de  rotation  serait  un  axe  principal  d'inertie,  selon  la  pro- 
priété caractéristique  dont  jouissent  ces  axes,  d'être  axes 
permanents  de  rotation.  D'après  cela,  l'erreur  commise, 
ea  admettant  que  la  rotation  de  la  terre  s'effectue  autour 
d^un  axe  principal  d'inertie^  sera  fort  petite.  Un  calcul  ap- 
profondi montre  que  cette  erreur  est  tout  à  fait  négligeable. 
Les  mesures  géodésiques  nous  apprennent  que  la  figure 
de  la  terre  est  celle  d'un  solide  de  révolution  autour  de 
M>ii  axe  de  rotation.  Ceci,  et  plusieurs  autres  considéra- 
tions portent  à  croire  que  les  deux  axes  principaux  d'iner- 
tie relatifs  au  centre  de  gravité,  qui  sont  situés  dans  le 
pian  de  Téquateur,  ont  des  moments  égaux.  Nous  pren- 
ons le  plan  XOY  pour  celui  de  Téquateur,  et  nous  pose- 
>*ons 

Bit:  A. 

^  aplatissement  de  la  terre  vers  les  pôles  nous  porte  a 
^^naettre  que  l'axe  OZ  est  l'axe  du  plus  grand  moment. 
Kous  supposerons  donc 

C>A. 
Ainsi,  nous  aurons 

3m(C-A)  ^  3w(C-A)  ^" 

Mettons  de  suite  ces  valeurs  sous  une  forme  qui  se 
?r4te  mieux  au  calcul  numérique. 

Soit  n  la  vitesse  angulaire  moyenne  du  mouvement  de 
»a  terre  autour  du  soleil.  D'après  les  formules  du  mou- 
vement elliptique,  la  force  accélératrice  qui  retient  la 
terre  dans^ son  orbite,  rapportée  à  runité  Je  distance,  est 
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mesurée  par  le  produit  /i*r*.  D'un  autre  c6fé,  celte  mèn» 
force  a  pour  mesare  le  produit  de  la  somme  des  masse 
du  soleil  el  de  la  terre,  par  l'atlractioti  de  l'unité c^MBassi 
sur  runîlé  de  masse  à  Tunité  de  distanee.  Si  donc  nom 
nommons  k  le  rapport  de  la  masse  de  la  terre  à  cetle  di 
soleil,  nous  aurons 


7» 


n,  par  suite, 

,,,        3/i'(C~A)           ^,             3«2(C-A) 
(i)L.-=-T— ^^ — ; rz,     Mz= 1— -— —-.aa:       K=o 

^  '  (i-h/ijr^*    -^  (i-f- A)r» 

Le  rapport  h  étant  fort  petit,   r^-- au  plus,  nous  1< 

négligerons  dans  le  présent  calcul.  Mais,  quand  il  s'agin 
de  la  lune,  il  faudra  rétablir  dans  les  formules  le  rappor 
analogue,  savoir,  le  rapport  de  la  masse  de  la  terre  à  cell 
de  la  lune,  qui  est  égal  à  80. 

Dorénavant  nous  prendrons  Taxe  OX  constammen 
dirigé  vers  Téquinoxe  de  printemps,  et  Taxe  OY  dirig 
du  côté  du  solstice  d'été.  Ces  deux  axes  ne  cesseront  pa 
d'être  axes  principaux  d'inertie  de  la  terre. 

Nous  déterminerons  le  mouvement  par  la  méthode  d 
la  composition  des  couples.  Les  couples  L  et  M,  en  agis 
sant  pendant  Tinstant  dt  ^  communiquent  à  la  terre  deu 
vitesses  de  rotation  infiniment  petites,  autour  des  axes  O] 
vi  OY;  les  quantités  de  mouvement  qui  naissent  de  et 
vitesses  de  rotation  ont  pour  moments,  autour  des  même 
axos,  les  produits  hdtex.  Mdt^  car  les  moments  des  force 
eiFectives  sont  égaux  aux  moments  des  forces  appliquées 
Ainsi,  les  quantités  de  mouvement  que  possède  la  terr 
à  la  fin  de  l'instant  dt^  considérées  comme  des  forces  c 
transportées  à  roriglno,  donnent  naissance  à  trois  cou 
pies  autour  des  trois  axos  OX,  OY.  OZ.  Les  deux  prc 
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nden  ODt leur»  moments  égaux  kLdt,  lAdt]  le  troisième 
eslle  couple  des  quantités  de  mouyement  qui  animaient 
la  terre  au  commencement  de  Tinstant  considéré.  Si  l'on 
représente  son  moment  par  G,  et  que  Ton  nomme  p  la  vi- 
tesse de  rotation  de  la  terre  autour  de  son  axe,  on  a 

•G=:pC. 

Ces  trois  couples  se  composent  en  un  seul,  dont  l'axe  se 
confond,  pour  nous,  avec  Taxe  de  révolution  de  la  terre, 
dans  la  nouvelle  position  ^u'il  occupe  à  la  fin  de  T in- 
stant dt.  On  sait,  en  eflet,  que  trois  rotations  infiniment 
petites,  autour  de  trois  axes  rectangulaires,  se  réduisent  à 
une  rotation  autour  d'un  seul  axe  convenablement  déter- 
miné. Si  l'on  convient  de  représenter  un  couple  par  une 
droite  dirigée  suivant  Taxe  et  proportionnelle  au  rao- 
tnent,  le  couple  résultant  dont  il  s'agit  sera  représenté,  en 
grandeur  et  en  direction,  par  la  diagonale  du  parallélipi- 
pMe  rectangle  construit  sur  les  axes  OX,  OY,  OZ  avec 
des  longueurs  proportionnelles  à  Ldl,  Mdi^  G.  Les  deux 
premières  arêtes  du  parallélipipède  étant  infiniment  pe- 
rtes en  comparaison  de  la  troisième,  la  diagonale  fera  un 
^ogle  infiniment  petit  avec  la  troisième  arête  et,  par  suite, 
'Qra  même  longueur.  L'attraction  du  soleil  dévie  donc 
Uxede  la  terre,  à  chaque  instant,  sans  changer  la  vitesse 
de  rotation  autour  de  cet  axe  (  *  ) . 


(*)  La  théorie  des  forces  instantanées  rend  aussi  parraitement  compte 
^  la  méthode  de  la  composition  des  couples.  En  effet,  quand  des  forces 
lottaDianées  ▼iennent  à  agir  sur  un  système  de  points  matériels  assujettis 
*  ^  liaisons  queloonqaes,  si  Ton  considère  les  quantités  de  mouvement 
'•^•e  des  forces,  il  y  a  équilibre,  en  vertu  des  liaisons,  entre  les 
^Hotilés  de  moÙTement  que  possédait  le  système  avant  les  percussions» 
'^  qasutités  de  mouvement  qui  seraient  communiquées  par  les  percus- 
'iOttsi  toas  les  points  étaient  libres,  et  les  quantités  de  mouvement  que 
P'^xède  le  système  après  les  percussions,  ces  dernières  quantités  étant 
PH««8  en  signe  contraire. 

Or  o|i  peut  toujours  remplacer  les  forces  continues  qui  agissent  peu- 


2o4  MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

Étudions  isolément  les  mouvements  produits  par  cha^ 
cun  des  quatre  couples  moteurs,  en  commençant  par  les 
couples  qui  proviennent  de  Faction  du  soleil. 

Action  du  soleil. 

Il  nous  faut  substituer  aux  coordonnées  rectangulaires 
du  soleil  la  distance  r,  la  longitude  cp,  et  Tobliquité  0  9e 
TéquateurXOY  sur  Técliptique  XOE. 

Les  formules  de  transformagon  sont  les  suivantes  : 

xnzrcosf,    ^  =  rcDs9siny,     z  rzirsinO  sin^. 

Elles  dopneut 

L.--3/i*(C—  A)sindcosOsiD^(p, 
M=:  —  3/i*(C  —  A)sinOsînf  cosf. 

1°  Couple  L.  —  Composant  d'après  la  loi  du  parallé- 
logramme le  couple  Làdt  avec  le  couple  G,  on  obtient  un 
nouveau  couple,  dont  Taxe  OG'  représente  la  position 
que  prendrait  l'axe  terrestre  à  la  fin  de  Tinslant  dt^  si  le 
couple  \adt  agissait  seul.  Ainsi,  par  Teffet'du  couple  L</it, 
l'axe  terrestre  ou  la  perpendiculaire  à  l'équateur  tourne 
d'un  angle  infiniment  petit  dyj  autour  du  rayon  OY  de 
l'équateur.  Ce  rayon  étant  perpendiculaire  à  Tintersec* 
tîon  de  Téquateur  et  de  l'écHp tique,  il  s'ensuit  que  la  ro- 


dant rinstant  dt  par  des  percussions  appliquées  à  la  fin  de  cet  instant  el 
capables  de  produire  sur  chaque  point  du  système,  supposé  libre,  U 
quantité  de  mouTement  qui  lui  serait  communiquée  par  les  forces  con- 
tinues pendant  Tinstant  dt.  Par  là  on  n*a  plus  à  considérer  que  des  per- 
cussions; en  sorte  que  le  mouvement  communiqué  se  détermine,  d*aprèi 
le  théorème  général  qu'on  vient  de  ràj^peler,  en  exprimant  que  les  quan* 
tités  de  mouvement  se  font  équilibre. 

Dans  notre  cas,  les  liaisons  réduisent  les  conditions  d'équilibre  à  cetl» 
ci,  que  la  somme  des  moments  autour  de  chacun  des  trois  axes  soi 
nulle.  Il  s'ensuit  que  les  moments,  représentes  par  des  droites,  se  corn- 
posent  suivant  la  loi  ^lu  parallélogramme. 
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la&ion  dit  a  pour  unique  effet tle  déplacer  Tintersection  do 
i'^^ateur  sur  récliptique,  sans  changer  Tangle  des  deux 
pi  sus. 

Soit  df^  l'angle  XOX'  dont  la  ligne  des  équinoxes  a 
rétrogradé  dans  le  plan  de  Técliptique.  Cet  angle  est  le 
KMmAme  que  Tangle  décrit  par  la  projection  de  l'axe  ter- 
fc^^tre  sur  l'écUptique,  car  cette  projection  est  constara- 
KKm.cnt  perpendiculaire  à  la  ligne  des  équinoxes.  Nous 
m^vons  donc 

smG 
e«:  d'aiUwrs 

^        Ldi       3/i'(C— A)   .  ,       ^  . 

SlOtfV      ou      tfv  -::i:  -j^  =  i— SinO  COSO  iltl^nfii, 

Cj  pC 

Prenons  Torigine  du  temps  à  Téquinoxe  de  printemps 
pour  une  année  déterminée,  et  nommons  4'  Tangle  dont 
^^  ligne  des  équinoxes  a  rétrogradé  sur  le  plan  de  l'éclip- 

tm€|iie  depuis  Torigine  du  temps.  Alors,  négligeant  Tex- 

^^eatricité  de  l'orbite  terrestre,  nous  avons 

9:=z:  fit  -h  -J». 

Mais,  dans  la  valeur  de  df^^  nous  pouvons  négliger  l'an- 
gle ^  au  même  titre  que  nous  négligeons  les  déplace- 
^»nits  produits  par  les  autres  couples  moteurs.  Par  con- 
séquent, 

,,       3/ï'(C  — A)       ,  .  ,     ^ 

d'^::^  —t; COS  0  SIO'  nt  dt. 

En  outre,  l'observation  fait  voir  que  l'obliquité  de  Té- 
quiteor  sur  l'écliptique  reste  a  peu  près  constante,  car 
cUe  ne  s'écarte  pas  de  sa  valeur  moyenne  de  plus  de  lo'^^ 
Noos  pouvons  donc,  dans  l'équation  précédente,  supposer 
i  t  une  valeur  constante  ^^  comprise  entre  la  plus  grande 
c^  la  plus  petite  des  valeurs  de  cet  angle.  D'après  cela,  il 


; 
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vient,  <m  intégrant  et  i*emplaçant  ensuite  nt  par  f , 
3/i>(C  — A)cosO' 


?.'  f /  _  ^'"^^\ 


2  pC 

Cet  angle  ^  mesure  U  préceasion  des  équinoises  d 
l'action  du  soleil.  La  valeur  moyeune  de  cet  ariglo 
proportionnellement  au  temps.  Or  1  obaervation  app 
que  la  ligne  des  nœuds  emploie  environ  a6  ooo  9»% 
accomplir  une  révolution   entière;  donc  le    cœffii 

— - —  est  fort  petit.  Il  en  résulte  que  le  terme  qui 

VI 

tient  Je  facteur  périodique jie  peut  jamais  acqi 

UBe  valeur  bien  sensible.  Aussi  nous  bornerons  notn 
mule  à  la  précession  moyenne 

,    ,  .        3/?MC--A)cosG' 

(^)  +  =  ^ — jé — ^- 

2^  Couple  M.  —  Composant  le  couple  M/ie  av4 
couple  G,  on  obtient  un  nouveau  couple,  dont  Taxe 
représente  la  position  que  prendrait  Taxe  terrestre 
fin  de  Tinstant^/f,  si  le  couple  Mdt  agissait  seul.  On 
que  TeiTet  de  ce  couple  se  réduit  à  faire  varier  Toblii 
de  Téquateur  sur  Técliptique  d*un  angle 

GOG"  =  d^  =  — -  = ^- di 

G  2pC 

Il  vient,  en  intégrant  avec  la  même  approximation 
dans  le  calcul  précédent, 

^       3«(C  — A)   .   ^, 
4        pC 

La  variation  de  Fangle  6,  donnée  par  cette  fora 
mesure  la  nutation  de  Taxe  terrestre  due  à  Tactioi 
soleil.  Cette  nutation  périodique  est  peu  sensible,  à  c 


f 
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^im très-petil  facteur — - — •  Ainsi,  Vaxe  de  la  rotation 

'^^la  terœ  resterait  à  peu  près  fixe  dans  l' espace j  si  le 
^^s^leil'agissaii  seul. 


Action  de  la  /une. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  lune.  Conservons  aux 
Açttrei  la  même  signi6cation,  mais  marquons  de  Tindioe  i 
csàlesqni  se  rapportent  à  la  lune;  Se  plus,  nommons  i 
l*~iiidînaison  de  Torbîte  lunaire  sur  Tëcliptique,  ejt  A  la 
loaptude^u  nœud  ascendant  de  la  lune. 

No«s  avons,  d'après  les  formules  (i), 

'*'«>  Jtj  ^t  étant  les  coordonnées  de  la  lune  par  rapport 
^ux  axes  OX,  OY,  OZ. 

Il  nous  faut  exprimer  ces  coordonnées  en  fonction  de 

'^  longitude  de  la  lune.  Pour  cela,  figurons  une  sphère 

Fig.  72.  décrite  du  centre  de  gra- 

m,  vîté  de  la   terre  comme 

^  A-'        /  centre,  avec  un  rayon  égal 

"-    ■"  à   l'unité;    et  marquons 

sur  cette  sphère  la  trace 

m  y  du  rayon  vecteur  de  la 

*  •  lune,  l'équateurXY,  ré- 

<^iptique  XN  et  Torbite  lunaire  N/n,.  L'arc  XN  sera  la 

longitude  du  nœud,  et  la  somme  des  deux  arcs  XN,  Nm,, 

^on  situés  dans  un  même  plan,  sera  la  longitude  de  la 

lune,  ou  (ft. 

Nous  cherchons  les  valeurs  des  coordonnées,  en  vue 

^e  les  substituer  dans  les  expressions  de  p^  et  de  — ^ , 
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lesquelles  contieoneBl  le  facteur  très-petit  — - — •  Il  est 

donc  inutile  de  calculer  ces  valeurs   fort  exactement. 
Aussi  nous  négligerons  dans  ce  calcul  le  carré  de  Tan- 

gle  I,  angle  dont  la  valeur  est  à  peu  près  5*^9'  ou  —  du 

rayon. 

Soient  x,,  jr\j  z\  les  coordonnées  de  la  lune,  prises 
par  rapport  à  trois  axes  dont  l'origine  est  au  centre  de 
grayité  de  la  terre,  et  oui  sont  dirigés',  le  premier  suivant 
la  direction  OX  de  l'é[]uinoxe  de  printemps,  le  second 
suivant  une  perpendiculaire  située  dans  le  plan  de  Té- 
cliptique,  et  le  troisième  suivant  une  perpendiculaire  «^^ 
Téeliptique. 

Nous  avons  d'abord 

x\  —  r,  cosç,,     y\  —  r.siny,,     z,  —  r,  /  sin(<p,  —  \)\ 

puis,  par  les  formules  de  transformation  jdes  coordonnét ^ s 

en  géométrie  plane^ 

«,  =:x\::r_  r.cOSf,, 

y^z=:y\  cosô  —  z',  sinO  i=z  r,  [sinç,  cosô  —  /  sin  (ç,  —  \)  sin^^  "]» 

»,  =7,  sin 0  -h  z^  cosO  =  r,  [sinf ,  sin ô  -f- 1  sin  (9,  —  X)  cos  ^B  ]. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  Li         «t 
de  M|,  et  négligeant  toujours  1*,  il  vient 

3/iî(C-A)-  .   ^       ^  .  , 
L,  =:  — — — 7— —  [smô  cas  9  sin^©, 

-+-  '  (cos'ô  —  sin'Ô)  sin^ ,  sin  (9,  —   "^  T^J» 

M,  = r^ — j-r — [smGsm»,  cos<p, 

(I-+-A,) 

-h  «cosô  ces  y,  sin  (y,  —  X)]. 

I**  Couple  L,.  —  Si  l'on  nomme  ^j^  Fangle  dont  fétwr^O' 
grade  la  ligne  des  équinoxes  pendant  le  temps  f,  en  ver~  ^" 
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J^  laction  du  couple  L,,  on  a  Téquatioii 

^       Gsinô* 

oia  l'on  doit  remplacer  L,  par  la  valeur  précédente,  et  G 
par  sa  valeur  pC. 

Dans  l'intégralion  qui  doit  nous  fournir  Tangle  ^,  nous 
pourrons  regarder  comme  constants,  non-seulement  Tan- 
gle  6,  mais  aussi  l'angle  i]  car  T inclinaison  de  Torbile 
lunaire  sur  Técliptique  reste  à  peu  près  constante.  Nous 
pourrons  encore  remplacer  la  longitude  Çi  par  fï,f4-const. 
Quant  à  la  longitude  du  nœud,  A,  nous  savons  qu'elle 

<iiminue  d'une  circonférence  en  18  ans  ^  environ,  d'un 

'Mouvement  à  peu  près  uniforme;  en  sorte  que,  en  nom- 
niant  —  a  la  vitesse  angulaire  moyenne  du  nœud,  nous 
Pourrons  remplacer  A  par  — ««4-const.;  et  il  importe 
^'observer  que  a  sera  beaucoup  plus  petit  que  /i,. 

Ceci  posé,  il  suiBt  de  remplacer  les  produits  de  sinuf 
P^r  les  cosinus  de  la  somme  et  de  la  différence  des  arcs, 
^*  rînlégration  se  fera  immédiatement.  Mais,  parmi  les 
^^rnies  périodiques  de  la  différentielle,  nous  conserve- 
'^^Us  seulement  le  terme  indépendant  de  (pi;  car  l'intégrale 
^^  autres  termes  aura  en  diviseur  le  nombre  n,,  tandis 
H^e  l'intégrale  de  celui-ci  aura  en  diviseur  le  nombre  a, 
*^uel  est  beaucoup  plus  petit  que  /ij. 

La  diiTérenticlle£f(p  se  réduit  donc  à  la  valeur  suivante 

w,       3/i;(C  — A)r      ^,     /COS2Ô'       ,  n^ 

'*+  —  -  ,         ,        '    cosÔ'h .--T-  cos  —  «^  -^  const.)    di. 

On  en  tire 

(\\         .       3/îî(C-.A)/      ^,  /COS2Ô'   .     \ 

^3)         ^  —  ^-J^  J^    cosô'.r -j-sinXj. 

^       a(i-hA,)pC\  asmô'         / 

II.   1<  ÉDIT.  ]4 
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2^  Couple  Mf.  —  Si  Ton  nomme  dQ  la  variation  i 
l'obliquité  de  Téqualeur,  due  à  Taction  du  couple  î 
pendant  l'instant  dt^  on  a 

G 

En  opérant  comme  pour  le  calcul  de  vp,  la  différentielles 
se  réduit  à  la  valeur  suivante  : 

^«       3/if(C  — A)icose'   .    ^ 

2         (I  -!-  /i,)pC  '  ' 

Quand  on  détermine  convenablement  la  constante  ( 
riutcgrale  est 

.,,  ^       ^,       3 /î?  (C  —  A)/cos0' 

^^'  2       (i-f-A,)p(:a 

Réunissant  toutes  les  parties  obtenues  (2),  (3),  (4 
on  a  la  représentation  complète  du  mouvement  de  Ta 
'terrestre,  par  les  formules 

h 


(5)                                ^:=.[c^C,)t- 

sin  G'         ' 

(6)                        G~ô'-i-«co5>, 

où  l'on  a  posé 

3C  — A/i*cosô' 
'^l      C           p       '          ^' 

3C  —  A  /ifcosG' 

2      C       (i  +  >i,)p' 

3C  — A /if/cos2G' 

b  — .:  — j      a  ■ 

2       C        (l-hA,)pa 

3C—  A    /if/cosô' 

2       C       (i-h^,)pa 

Représentation  géométrique. — Ces  formules  (5)  et  (( 
sont  semblables  à  celles  que  nous  avons  discutées  au  prc 
blême  i,  page  1849  si  ce  n'est  que  les  coefficients  des  tei 
mes  périodiques  de  ^  et  de  d  ne  sont  pas  égaux  dans  \ 
problème  actuel.  Elles  sont  susceptibles  d'une  représeï 
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131100  géomëtriqae  toute  semblable,  qui  se  reconnaît  de 
la  même  manière. 

Imaginons  un  axe  mené  par  le  centre  de  gravité  de  !a 
Serre,  et  dont  le  mouvement  soit  détini  par  les  valeurs 

^Zet  axe  coïncidera  périodiquement  avec  Taxe  de  rota- 
tion de  la  terre;  c'est  pourquoi  nous  le  nommerons  axe 
jrmqyen. 

Décrivons  une  sphère  autour  du  centre  de  gravité  de  la 

C«rre  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  Tunité;  et  con- 

^"idérons  les  intersections  de  cette  surface  par  Taxe  vrai 

^s^i  par  Taxe  moyen,  intersections  que  nous  nommerons 

^::^ôle  "vrai  et  pôle  moyen . 

Le  pôle  moyen  décrit  sur  la  sphère,  d'un  mouvement 
'■.^miforme,  un  petit  cercle  dont  le  rayon  sphérique  est  B\ 
^Es-tdont  le  centre  est  le  point  qui  marque  sur  la  sphère  le 
^p^le  de  récliptique.  Ce  mouvement  de  rotation  est  de 
^K^ns  contraire  a  celui  de  la  rotation  de  la  terre  autour  de 
^s-on  axe. 

Pendant  ce  mouvement,  le  pôle  vrai  tourne  autour  du 

If^le  moyen  dans  le  même  sens  que  le  pôle  moyen  autour 

^lupole  de  récliptique.  Si  l'on  considère  le  pôle  moyen 

^^omme  fixe»  on  voit  le  pôle  vrai  décrire  autour  de  ce 

'F^int,  comme  centre,  une  très-petite  ellipse  dont  les 

^emi-axes  sont  a  et  6,  le  premier  de  ces  axes  étant  dirigé 

^^ers  le  pôle  de  l'écliptique.  En  effet,  une  ellipse  dont  les 

^emi-axes  sont  a  et  ft  peut  se  représenter,  soit  par  Téqua- 

tion 


^il  par  les  deux  équations  simultanées 


.4. 
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où  A  désigne  Tangle  connu  sous  le  nom  d^ anomalie 
centrique  du  poînl  (f  9  y7).  Cet  angle  croit  ici  d*un  m 
veulent  uniforme. 

Le  rapport  des  axes  de  cette  petite  ellipse  est 

b COS3Ô' 

a        cosG' 

Comme  6'  est  un  angle  aigu,  il  s'ensuit  que  a  est  j 
grand  que  5,  en  sorle  que  Taxe  dirigé  vers  le  pôle  de 
cliptique  est  le  plus  grand  des  deux. 

Le  pôle  moyen  accomplit  sa  révolution  dans  le  tel 

5  et  le  pôle  vrai  parcourt  sa  petite  ellipse  dau 

C  -r*  Cl 

même  temps  que  le  nœud  de  Torbite  lunaire  fait  le  t 

de  Fécliptique,  c'est-à-dire  en  18  ans  -  environ. 

Calcul  numérique,  —  Dans  ce  calcul-,  Tunilé  de  I 
gueur  sera  la  seconde  d'arc,  et  l'unité  de  temps  s 
Tannée  julienne  composée  de  365, a5  jours  solai 
moyens.  Nous  pourrons  confondre  cette  année  avec  l' 
née  sidérale,  dont  elle  diffère  très-peu  5  par  suite,  n 
aurons 

n  ■=!  nombre  de  secondes  en  36o<»  =  1296000''. 

Les  autres  données,  fournies  par  Tobservation,  se 
pour  Tépoque  actuelle, 

/î, 365, a5       n 6793,4       n 86164 

n       27,321       a       365,25       p       86400 X  365, a5 


9'=--23«27'3o",     ir=  18528^, 


I 


h,       81 


Il  faut  encore  connaître  le  rapport  des  moments  d'in 

.      C— A  .  .  1       ^        .  . 

tie,  ;  mais  notre  ignorance  sur  la  répartition 

A 

la  densité  dans  Tintérieur  de  la  terre  ne  nous  permet  c 
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des  conjectures.  D'après  une  hypothèse  (*),  imaginée  par 
X^iCgendre  et  discntée  par  Laplace  dans  la  Mécanique  ee- 
I^ste  (livre  XI,  §§  i  et  6),  qui  s'accorde  assez  bien  avec 
la  plapart  des  phénomènes  observes,  on  trouve 

—  - —  :=o,oo3255. 
Ci 

9otis  admettrons  celte  valeur. 

Substituant  ces  nombres  dans  les  formules  obtenues, 
ml  vient  d'abord 

h       COS2  0'  ..^ 

a        cosô'  '^^ 

cfuel  que  soit  le  rapport  du  moment  d'inertie  \  tandis 
que  l'observation  donne  -  =  0,746a.  L'erreur  relative 

1 
5oo 
Nous  trouvons  ensuite 

e  =  i5^,8,  pour  la  précession  solaire  annuelle, 
c,  =  34'%99  pour  la  précession  lunaire  annuelle, 
c  +  c,  =  5o",7,  pour  la  précessioh  annuelle  totale; 

tandis  que  la  précession  annuelle  observée  est  5o'\  a. 

U  vient  enfin 

«  =  9'',3o; 

tandis  que  la  valeur  observée  est  9", 65. 

On  sait  que  la  théorie  des  couples  a  été  imaginée  par 
M.  Poinsot.  Elle  constitue  une  partie  importante  de  Tad- 
tttirable  Traité  de  Statique  publié  par  cet  auteur.  L'ap- 


(*)  Cette  hypothèse  consiste  à  regarder  la  terre  comme  une  niAMe 
^de  et  tellement  compressible,  que  raccroisscmcnt  de  prffchion  néces- 
^re  pour  produire  un  accroissement  donné  de  la  densité  soit  propor- 
^niiel  à  la  densité  elle-même. 
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plîcatîon  de  la  méthode  à  la  détermination  du  mouve- 
ment de  )a  terre  autour  de  son' centre  est  également  du< 
à  Tillustre  géomètre  (*). 

Corollaire.  —  INous  pouvons,  en  suivant  une  marclM 
inverse,  nous  servir  des  mêmes  formules  pour  calculer  h 

rapport  des  moments  d'inertie  de  la  terre,  — - — >  et  auss 

VI 

le  rapport  de  la  massé  de  la  terre  à  celle  de  la  lune,  qu 
est  encore  assez  incertain.  Il  nous  suffit  dVgaler  les  ex* 
pressions  de  c  4-  Cj  et  de  a  aux  valeurs  observées  So'^,»  e 
9^,65,  puis  de  résoudre  les  deux  équations  obtenues  pa 

rapport  aux  quantitt's  — - —  et  A,.  Nous  trouvons  ainsi 


=  -{- — 77 T- =0,002857, 

3  /i  cos  0'  \     /ï  i       n     1  * 

—  ij  —  I    -67,5. 


:9^65 

Cette  valeur  du  rapport  des  masses  est  sans  doute  tro] 
faible,  bien  qu'elle  se  déduise  de  formules  assez  exactes 
Il  faut  en  conclure  que  la  précession  et  la  nutation  n( 
fournissent  pas  aux  astronomes  un  bon  moyen  pour  dé 
terminer  la  masse  de  la  lune,  en  ce  sens  qu'une  petit 
erreur  dans  la  précession  ou  la  nutation  produit  une  er 
reur  considérable  dans  le  rapport  des  masses. 

6.  Considérons  l'orbite  de  la  lune  comme  un  anneak 
circulaire  très-mince,  et  partout  d^ égale  épaisseur^  anim 
d'une  vitesse  de  rotation  autour  de  son  axe  de  Jigure 
égale  au  moyen  mouvement  de  la  lune;  et  cherchon 
quel  déplacement  du  plan  de  V orbite  pfxyduiraît  l'ai 
traction  du  soleil^  dans  cette  hypothèse. 


{  *)  Voir  la  Théorie  des  cônes  circulaires  roulaots  {Journal  de  M,  Lioë 
W//e,t.   XVIII,  p.  ',1  ;  i853). 
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La  distance  moyenne  de  la  lune  a  la  terre  ëtant  à  peu 
près  la  4oo*  partie  de  celle  du  soleil,  nous  pouvons  appli- 
€juer  k  Tannean  6ctif  les  formules  établies  pour  le  mou- 
vement de  la  terre  dans  le  problème  précédent;  car  ces 
formules  supposent  seulement  que  le  corps  est  de  rérolu- 
tion,  et  de  dimensions  petites  relativement  à  la  distance 
du  soleil.  Le  plan  de  Tanneau  nous  représentera  le  plan 
de  Tëquateur,  son  axe  de  rotation  nous  représentera  la 
ligne  des  pôles,  etc. 

Diaprés  cela,  transportant  a  cet  anneau  la  notation  em- 
plo3rée  pour  la  terre  au  problème  cité,  nous  avons 

d'^  = -  c«»sO  (i  —  cos?.f  )ar, 

lÛKà 

3/1» (C  — A)    .    ^  . 
dB  -= — - — --  sin9sin2«^. 

Ici  le  rapport  — - —  est  égal  à  -»  et  Tangle  6  reste  ton- 

jours  assez  petit,  5** 9'  environ.  Il  vient  donc,  en  négli- 
geant le  carré  de  Fanglc  d, 

3/ï\  .^ 

tf^  z=:i  -y—  ^  I   —   COS7.  tf)  dty 

4P 
i/ônr r—  9sin2<9///. 

Dans  ces  formules,  n  est  le  mouvement  moyen  du  soleil, 
P  le  mouvement  moyen  de  la  lune  dans  son  orbite^  ^  Tin- 
clinaison  du  plan  de  l'orbite  lunaire,  — ^  la  lougitude 
du  nœud  de  la  lune,  (p  la  diflerence  entre  la  longitude 
inoyenne  du  soleil  et  la  longitude  du  nœud  de  la  lune. 
Elles  coïncident  exactement  avec  les  équations  auxquelles 
on  parvient,  quand  on  cherche  à  déterminer  le  mouve- 


) 
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ment  du  plan  de  Torbite  de  la  lune  par  la  méthode  com- 
mune de  la  variation  des  constantes  arbitraires  (*), 

Si  Ton  néglige  les  termes  périodiques,  pour  ne  consi- 
dérer que  le  mouvement  moyen,  on  voit  que  rinclinai- 
son  reste  constante,  et  que  le  nœud  rétrograde  d^ui: 

mouvement  uniforme,  avec  la  vitesse  -7— • 

4p 
Newton  a  traité  cette  question  dans  leLiWe  des  Priti^ 

cipes  (lib.  I,  prop.  66).  L*anneau  qu'il  considère  est  k 
portion  du  globe  terrestre  qui  forme  le  renflement  équa* 
torial.  Il  avait  en  vue  de  calculer  la  précession  des  équi- 
noxes;  mais  il  se  trompa  dans  le  passage  du  cas  d'un  an- 
neau libre  au  cas  réel  d'un  anneau  qui  est  lié  avec  1< 
noyau  spliérîque  de  la  terre,  et  l'entraîne  dans  son  mou- 
vement. Laplace  a  corrigé  le  calcul  de  Newton,  dans  h 
Mécanique  céleste  (liv.  XIV,  §1). 

7.  Supposons  un  corps  retenu  par  un  point  fixe,  tjii 
ne  soit  sollicité  par  aucun  couple  accélérateur»  Ce  sercj 
si  l'on  "Veut,  un  corps  pesant  retenu  par  son  centre  dt 
gravité. 

Nommons  G  le  moment  du  couple  résultant  de  toute: 
les  quantités  de  mouvement; 

h  la  distance  du  centre  fixe  au  plan  qui  touche  Tellip- 
soïde  central,  relatif  à  ce  centre,  sur  l'axe  instantané  d< 
rotation  ; 

Xi,  ji^  Zi  les  coordonnées  du  point  de  contact  pai 
rapport  aux  axes  principaux  d^inerlie  du  corps  ; 

k  le  rapport  constant  de  j:i,  j-j,  Zi  k  p^  q^  r\ 

X,  fx,  V  les  angles  que  forment  les  axes  principaux  d'i- 
nertie sur  Taxe  fixe  du  couple  G. 


(*)  Cette  remarque  se  trouve  dans  une  thèse  présentée  en  i855,  à  li 
Faculté  de  Parii,  par  M.  Charles  Simon. 
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Le  couple  G  est  constant  en  grandeur  et  en  direction, 
d'après  le  principe  des  aires  ;  la  distance  h  reste  invariable 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  car  elle  est  égale 
au  quotient  de  la  racine  carrée  de  la  somme  des  forces 
vives  par  le  moment  G;  le  plan  tangent  à  Tellipsoïde 
cCDtral  sur  Taxe  instantané  coïncide  avec  le  plan  du 
couple  G.  Ce  sont  là  des  propositions  démontrées  dans 
tous  les  Traités  de  Mécanique  postérieurs  aux  travaux  de 
M.  Poinsot. 

De  plus,  on  a  les  équations 


(A'xi 

-f-B'rî 

-t-C'zî) 

a 

A, 

A';>' 

+  B'î»  +C»r»=: 

G', 

cosX 
kp 

Bq 

COSv 
~    Cr   ' 

I 

"g' 

d'où 

l'on 

lire 

cosX 

Ax, 

CCS  fi 

COSV 

-  Cz, 

=  A. 

De  ces  relations  on  déduira  sans  peine  plusieurs  pro- 
priétés du  mouvement  des  axes  principaux  d'inertie  re* 
bti&  au  centre  fixe  : 

1®  La  somme  des  carrés  des  distances  des  trois  som- 
fnets  de  r ellipsoïde  central  à  Vaxe  fixe  du  couple  ré- 
sultant  des  quantités  de  mous^ement  est  constante  pen- 
dont  toute  la  durée  du  moui^ement, 

a®  La  somme  des  moments  d'inertie  principaux,  res- 
pectivement multipliés  par  les  carrés  des  distances  va- 
f^les  des  sommets  de  l'ellipsoïde  central  à  Vaxe  fixe 
du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement ^  est 
constante  pendant  toute  la  durée  du  mouvement, 

3®  Si  Fon  nomme  p^,  p^,  p^  les  longueurs  interceptées 
^ur  les  axes  principaux  de  V ellipsoïde  central  par  le 


« 
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centre  fixe  et  par  le  plan  tangent  à  r  ellipsoïde  sur  raxe 
instantané  de  rotation ,  on  a  les  relations 

I         I         I         I  III 

pi       pi       p!        ^'  Api       Bpl       Cp* 

4*^  Si 9  à  partir  du  centre  fixe^  on  porte  sur  les  axes 
principanx  d^inertie  du  corps  trois  lignes  égales  entre 
elles  et  d^une  longueur  quelconque  R,  la  somme  des  aires 
décrites  par  leurs  trois  projections  sur  le  plan  fixe  du 
couple  résultant  des  quantités  de  mouvement  sera  pro- 
portionnelle au  temps  ^  et  elle  aura  pour  valeur  le  produit 

de  aR'  t  par  la  vitesse  de  rotation  j  autour  de  V axe  fixe 

du  couple, 

5®  Si  Von  porte  sur  les  mêmes  axes  principaux  trois 
lignes  proportionnelles  aux  racines  carrées  des  trois 
moments  d'inertie  relatifs  à  ces  axes,  la  somme  des  trois 
aires  décrites  par  leurs  projections  sur  le  plan  du  couple 
sera  aussi  proportionnelle  au  temps. 

En  s'appuyant  sur  celte  propriété  de  Pellipsoïde,  que  le 
volume  du  parallélipipède  construit  sur  trois  demi-dia- 
mètres conjugués  est  constant,  on  démontrera  que  Vellip- 
soïde  central  est  perpétuellement  coupé  par  le  plan  dia- 
métral conjugué  à  Vaxe  instantané  de  rotation,  suivant 
une  ellipse  dont  l'aire  est  constante,  bien  que  la  forme 

varie, 

PoiNSOT,   Théorie  nouvelle  de  la  rotation  lies  corps, 
part,  m,  chap.  m,  n®'  47"^^  ^^  ^y* 

•8.  Considérant  toujours  le  même  corps  y  imaginons  ^ 
autour  du  point  fixe  comme  centre,  un  ellipsoïde  dont 
les  axes  soient  dirigés  suivant  les  axes  principaux  d'i- 
nertie du  corps,  et  aient  pour  longueurs  les  doubles  des 
racines  carrées  des  moments  d'inertie  relatifs  à  ces  axes. 
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Pendant  toute  la  durée  du  mouuement,  la  surface  de 

cet  ellipsoïde  intercepte  la  même  longueur  -  sur  l'axe 

fixe  du  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement 
mené  du  centre  /  en  sorte  que  cet  axe  fixe  trace  sur  la 
surface  de  r ellipsoïde  la  courbe  qui  résulterait  de  V in- 
tersection de  cette  surface  par  une  sphère  concentrique 

de  rayon  égal  à  -•  Démontrer  directement  ce  théoième, 

Dins  le  langage  de  la  Géométrie  nouvelle,  Tellipsoïde 
((ne  nous  considérons  ici  est  la  figure  polaire  réciproque 
de  Fellipsoïde  central  par  rapport  à  uoe  sphère  concen- 
trique dont  le  rayon  est  égal  à  Tunité.  D'après  le  principe 
de  dualùé  en  Géométrie,  établi  par  M.  Chasies  dans  son 
Aperçu  historique^  à  une  propriété  de  Tellipsoïde  central 
coocemant  des  points,  des  droites  et  des  plans,  répond 
one  propriété  semblable  du  second  ellipsoïde  concernant 
des  plans,  des  droites  et  des  points.  La  propriété  qui  fait 
Vobjet  do  théorème  actuel  répond  à  cette  propriété  de 
l'ellipsoïde  central,  découverte  par  M.  Poinsot  :  le  plan 
tangent  à  rellipsoïde  central ,  et  perpendiculaire  à  l'axe 
da  couple  résultant  des  quantités  de  mouvement,  coupe 
cet  Vie  à  une  même  distance  du  ceutre,  pendant  toute  la 
dorée  du  mouvement.  Ce  nouvel  ellipsoïde  a  été  consi- 
déré pour  la  première  fois  par  Mac-Cullagh. 
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CHAPITRE  X. 

MOUVEMENTS  RELATIFS.  CHANGEMENT  DE  VARIABLES. 


La  détermination  du  mouvement  d'un  système  < 
points  matériels,  relativement  à  des  axes  mobiles  suiva: 
une  loi  donnée,  exige  un  changement  de  variables,  se 
après  {^intégration  des  équations  différentielles  qui  r 
gissent  le  mouvement  absolu,  soit  avant  cette  intégratioi 
Cette  seconde  marche  est  généralement  préférable;  noi 
Tétudierons  seule. 

Pour  substituer  de  nouvelles  variables  aux  coordonné 
rectangulaires  x^  y^  z,  dans  Téquation  généralede  la  d; 
namique, 

il  semble  au  premier  abord  qu'il  faut  calculer  sépare 

ment  les  expressions  des  quantités  -       j  -—i . . . ,  dx^  dj, . 

en  fonction  des  nouvelles  variables,  puis  substituer  les  va 
leurs  obtenues  ;  mais  le  calcul  ainsi  fait  serait  parfois  foi 
pénible.  On  l'abrégera  beaucoup  en  se  servant  d'un  ihéc 
rème  de  Lagrange  (*),  d'après  lequel  toute  la  partie  p< 
nible  de  la  transformation  se  réduit  à  trouver  Texpressio 
de  la  demi-somme  des  forces  vives  de  tout  le  système,  e 
fonction  des  variables  nouvelles.  Quoique  ce  théorèn: 
ne  soit  nullement  nécessaire  pour  la  théorie  des  mouvt 

(*)  Mêcanitiue  analytiijuey  seconde  Partie,  sect.  4' 
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ments  relatifs,  ni  même  pour  la  résolulion  d'aucun  pro- 
blème de  mécanique,  nous  le  rapporterons  ici,  a  raison 
de  sa  commodité  pratique  dans  un  grand  nombre  de 
questions,  et,  comme  application,  nous  en  déduii^ons  les 
équations  générales  du  mouvement  relatif  en  coordonnées 
rectangulaires. 

Formule  de  Lagrange,  —  Soient  a,  jS,  etc.,  les  nou- 
velles variables,  que  nous  supposons  liées  aux  coordon- 
nées rectangulaires  x,  y^  z,  etc.,  par  des  équations  finies 
quelconques,  pouvant  contenir  le  temps  explicitement; 
ces  nouvelles  variables  peuvent  d'ailleurs  être  en  nombre 
différent  de  celui  des  coordonnées  x^  y^  z,  etc. 

Posons,  d'après  Lagrange, 

^_.^       ^-^-r'       '^'--z' 

et 

en  sorte  que  T  soit  la  demi-somme  des  forces  vives  de 
tout  le  système. 
L*équation  générale  de  la  dynamique  pourra  s'écrire 

VI     Idx' ,       dy ,      ^^W 

—  ^[Xêjn  -h  Y^x  -h  ZSz)       G. 

Le  théorème  de  Lagrange  consiste  en  ce  que  la  quan- 
tité 

^      (dj/  ^  dy  .      ^    dz\  \ 
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s'exprime  d'une  manière  simple  à  l'aide  des  dériva 
fonction  T. 

Pour  le  démontrer)  observons  d'abord  que,  les  i 
et  i  pouvant  être  intervertis,  on  a 

(i.8x  d.Sjr 

d*où  il  résulte 

2/dx'  ^  dy  .  dz'\ 

(3)  /        -- — -V/yi(x'^.r-|-y^j-f- z'^z) 

Il  reste  à  transformer  les  deux  sommes  qui  figu 
second  membre. 

Pour  cela,  on  imagine  que,  à  laide  des  équati< 
lient  les  nouvelles  variables  aux  anciennes  et  au 
on  ait  exprimé  x,  r,  ^v  en  «,  a,  jS,...;  etx',  y\  r' 
en  f,  a,  (3,...,  a\  (3',....  Alors,  en  commençant 
première  somme,  on  a  identiquement 

'^m[x'Sx-^y$y  -\-z'$z) 

U'ailleurs,  si  l'on  représente  par  (-T-)  'a  dérivé 
tielle  de  x  par  rapport  à  f  en  tant  que  t  figure  exp 


(4) 
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ment  dans  Texpression  de  x  en  f,  a,  j3,.  .,  on  a 

d'où 

rAr' dx        dx^  dx 

5V"^'      lïf'dl'"''' 

«l  de  même 

^  _  ^  dz'        dz^ 

dyf        doL  da'        dct. 


Kn  ayant  égard  à  ces  dernières  relations,  Téquation  (4) 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

OU  bien 

2  m  (x'Sx  -f.  yôx  -h  z'(Î2    —  i—  ^a  -+-  ^  ^B  -r 

ï^ar  suite, 

^^m{x'$x-hy9j-  -f-  l'^z) 

£/T  dj 

'da\  'd^'^  dl  ^  ,       r/T,,, 


dt  dt       "^  da!  dp 

Quant  à  la  somme  qui  forme  la  dernière  partie  de  l'équa- 
lïon  (3),  elle  est  évidemment  égale  à  5T,  c'est-à-dire  à 

«'T  ,         dT  ^^  dl  ^  ,      dl  .^, 
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Ainsi,  en  réunissant  les  deux  valeurs  obtenues,  il  vient 


^      fdx'  dy'  di!      \ 


d—d  — 

'  da'  ^  'W\.  ^T  ^  dT  ^^ 

dt  dt       ^  da  dH    ^ 

Telle  est  l'expression  donnée  par  Lagran^e. 
Pour  achever    la   transformation  de  Téquation  gêné — 
raie  (2),  il  faut  encore  calculer  la  quantité 

en  fonction  des  nouvelles  variables. 

Ce  calcul  s'effectuera  généralement  sans  artifice  parti- 
culier. 

Toutefois,  dans  le  cas  où  cette  expression  serait  la  varia- 
tion exacte  d'une  fonction  F  des  coordonnées  jc,  y,  2,..., 
considérées  comme  variables  indépendantes,  pour  la  trans- 
former, il  suffirait  de  substituer  les  nouvelles  variables 
aux  anciennes  dans  la  fonction  F,  et  de  prendre  la  varia- 
tion par  rapport  à  a,  j3,...,  sans  faire  varier  t. 

En  tout  cas,  si  Ton  représente  la  valeur  de  la  somme 
en  question  par 

kSoi  -k-  B<îp-|-.  .  .  , 

l'équation  générale  de  la  dynamique  sera 

dT  \ 


(■ 


Si  les  variables  a,  ^,...  étaient  réduites  au  moindre 
nombre  possible,  on  égalerait  séparément  à  zéro  les 
coefficients  des  variations  $a,  $|3,.... 

Il  ne  faut  pas  oublier  que,  dans  cette  équation,  les 
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lërivées  par  rapport  à  a,  j3,...,  a  ,  â',...  sont  des  dérivées 
partielles,  et  les  dérivées  par  rapport  à  t  des  dérivées  to- 
tales prises  en  considérant  a,  j3,...,  a',  l^'?**-  comme  des 
(onctions  inconnues  du  temps. 

Formules  d'Hamillon.  —  La  formule  de  Lagrange 
prend  une  forme  souvent  plus  commode,  quand  on  y  rem- 
place les  variables  a!,  (3',...  par  de  nouvelles  variables  p. 
^,...  en  même  nombre  que  les  premières,  et  liées  à  celles- 
ci  par  les  équations 

Avant  d'effectuer  cette  substitution,  remarquons  que  T 
est  une  fonction  homogène  de  second  degré  des  variables 
x', y,  z', . . .  (i),  et  que  j/,  y^  z\, . .  sont  des  fonctions 
bomogènes  et  du  premier  degré  de  a',  P',  •  ••  (5 ). 

n  s'ensuit  que  T  est  une  fonction  homogène  et  de  se- 
cond degré  des  variables  a',  ^'j....  D'après  une  propriété 
bien  connue  des  fonctions  de  cette  forme,  on  a 

^       dJ    ,       dT  ^, 

^^d^-^df^-^-"-^^ 
et,  par  suite, 

iQ\    ^r^         ,  •  ^T        ^, .   dT  dT  ^         dj  ^^ 

Remplaçons  maintenant  dans  la  fonction  T  les  varia- 
Wesûc',  ^',.. .  par  les  variables p,^,.  . .  (7),  et  prenons  la 
variation  de  la  fonction.  Nous  aurons 
3^      ^T,         dT  ^  dT  ^        dT  ^^ 

dp     '^         dq  doL  ^P 

^tte  expression  est  Identique  à  celle  que  nous  obtien- 
drions en  substituant  les  variables  p^  q^, . ,  aux  varia- 
bles oc',  P', . ..  dans  le  second  membre  de  la  formule  (8). 

Par  ces  substitutions,  5.  -rr  >  ^•"t^?  •  •  •  deviendraient  5w, 
da.  ap  ^ 

II.    1*  ÉDIT.  i5 
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^^,...(7).  Les  équations  qui  expriment  rideo 
deux  expressions  sont  donc,  outre  les  équations  ( 

Il  faut  se  souvenir  que  dans  ces  équations,  com: 
les  équations  (7),  le  premier  membre  est  exp: 
fonction  des  variables  a,  P,...,  /?,  ^,...  etje  secon 
bre  en  fonction  des  variables  a,  ô,...,  a',  [5', 

Les  formules  (7)  et  (10)  nous  donnent  immédi 
le  résultat  de  la  substitution  des  nouvelles  variab 
la  formule  de  Lagrange  (6), 

«■■)(f-S-*)'-(|-^-B).p... 

Cette  équation,  jointe  aux  équations  (9), 
r/«       dT       dp       dT 

-7— —t—  9         —7-  —7—5  •  •  M 

dt  dp  dt  dq 

est  une  nouvelle  forme  de  l'équation  générale  de 
mique. 

Quand  les  variables  a,  (S, . . .  sont  réduites  au  1 
nombre  possible,  on  a  séparément 

dp       dT        ^  ^q       dT       ^ 

dt         doL  dt         dp  ' 

Si,  de  plus,  A^/a -j- Br/j3  +  . .  .  est  une  difféi 
exacte  rfU,  en  posant  U  — T  =  H,  les  équations 
blême  deviennent 


dp_ 
dt 

r/H 

dq 
dt 

d\\ 

doL 

dt    ~ 

dp' 

dp 
dt 

dq 

Ce 

sont 

là  les  formules  d'Hamilton. 
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application  aux  mom*ements  relatifs,  —  Supposons 
<jae  les  nouvelles  variables  a,  j3,  y, . . .  soient  des  coor- 
données relatives  à  des  axes  rectangulaires,  mobiles  f  :ii- 
^%rant  une  loi  donnée. 

Soient 

«  =  Zo  -4-  û"  a  -h  ^^  P  -h  c"  7, 

1  es  formules  de  transformation,  dans  lesquelles  Xo,  Jo^  ^o 
^t  les  cosinus  a,  6,  c,  a',...  sont  des  fonctions  connues 
du  temps. 

Pour    abréger  l'écriture,    supprimons   le   signe  \^î 

oomme  s'il  ne  s'agissait  que  d'un  seul  point,  et  supposons 
la  masse  m  égale  à  Tunité. 

En  ayant  égard  aux  relations  finies  qui  lient  les  neuf  co- 
sinus, ainsi  qu'aux  relations  diflérentielles  qui  en  déri- 
vent, nous  obtenons  successivement 

Il  =2/'  -f-y -h  ::"=  a'^  -h  p"  -f-  /  ' 

/     da        ^  db  de        dx,y 

-ha—  -f-p  —  -4-7  —  -f--;- 
\     dt         ^  dt  '  dt  dt  I 

I    da'         ,db'  de'        dy.y- 

l    da"       ^db"  de"       dz.y 

.    .  ,^  I     da           db            de        dx^\ 

.  ,J    da'       ^db'          de'       dr^X 

.      .       „  .J   da"      ^db"         de"      tfz,\ 

i5. 


+  2 


+  2  a' 
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,        ,/     db  ,db'  „db"\ 

^\    dt  dt  dt  ) 

(     de  ,de  „dd'\           dx.            dy. 

\    dt  dt  dt  I           dt             dt 

àTda/    ^       ^db  de       dxA 

doi''  dtydt'^^li'^^Tt'^  "dt) 

da'  (    da'        ^db'  de'        dx.\ 

dt  \      dt        ^  dt        '  dt         dt  ) 

doT  1    da"       ^db''  de''       dz.\ 

dt  \     dt         ^  dt        '   dt         dt  J 


(12) 


cy 


d. 


dj 

do,' 


dt 


dJ 

dx 


d^a  (d-'x^       d^a  dH  ^        d^c 

'dF^''\-dF^liF''^ltF^^-dF' 

Jd'Y,       d'à'  d'b' ^        d^c' 

\  dt'  dt'  dt'   ^         dt^  ' 

Jd'z.        d'à"  d'b"  ^ 

-^^[-dF^-dF-'^-dF-^ 

\^\    dt  dt  dt  j  dt 

\     dt  dt  dt  )  dt 


Celle  dernière  quanlllé,  augmenlëe  de  la  force 
sollicite  le  point  dans  la  direction  de  Taxe  des  a,  c 


d'<f 
dt'  ' 

7 
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^coefficient  deâa  dans  l'équation  générale  du  mouvement 
.K-elatif. 

Les  coefficients  de  dj3,  ây  sont  de  même  forme;  on  les 
Réduit  du  coefficient  de  âa  par  la  permutation  circulaire 
^Jes  lettres  a,  |3,  y  et  a,  bj  c. 

On  peut  considérer  les  termes  ajoutés  à  — •  dans  l'ex- 

j>ression  (i s),  et  les  termes  analogues  relatifs  aux  autres 
coordonnées,  comme  représentant  des  forces  fictives  telles 
^ue,  sous  Faction  de  ces  forces  et  des  forces  réellement 
appliquées,  le  système  prendrait  un  mouvement  absolu 
:identique  au  mouvement  relatif  qu'il  s'agit  de  déterminer, 
la  formation  des  équations  du  mouvement  relatif  con- 
siste tout  entière  dans  la  recherche  de  ces  forces  fictives. 
C'est  ainsi  que  Clairaut  (*)  et,  après  lui,  Coriolîs  {**) 
ont  envisagé  la  théorie  des  mouvements  relatifs. 

Reprenons  la  question  sous  ce  nouveau  point  de  vue, 
en  usant  de  considérations  géométriques  :  les  démonstra- 
tions en  seront  plus  simples  et  surtout  plus  lumineuses. 

Exposé  géométrique  de  la  théorie  des  mouv^ements 
relatifs,  —  Observons  d'abord  que,  si  les  axes  ont  un 
simple  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme^ 
ce  mouvement  des  axes  ne  modifie  en  rien  les  dérivées 
ies  vitesses  relatives,  lesquelles  dérivées  mesurent  les 
forces  accélératrices  capables  de  produire  un  mouvement 
^I^lu  égal  au  mouvement  relatif  considéré.  Il  en  résulte 
4^6,  dans  ce  cas,  les  équations  différentielles  du  mouve- 
Oient  relatif  aux  axes  mobiles  sont  tout  à  fait  identiques 
dux  équations  différentielles  du  mouvement  absolu  par 


(*)  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris t  174^,  p.  i>  Clairaut 
^nmet  une  erreur  dans  rexposé  de  la  méthode;  mais  il  l'applique 
^n^tement  à  plusieurs  questions.  Quelques-unes  de  ces  questions  ont 
•^wsolues  directement  dans  cet  ouvrage. 

i**)ioMrnal  de  V École  Poljtechnitiue,  XXl«  et  XX1V<^  Cahiers. 
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rapport  à  des  axes  fixes,  parallèles  aux  premiers.  Seu 
ment,  quaiid  on  intégrera  les  équations,  les  constan 
introduites  devront  être  déterminées  différemment  pc 
le  mouvement  relatif  et  pour  le  mouvement  absolu. 

Actuellement  supposons  les  axes  animés  d^un  moui 
ment  de  Tespèce  la  plus  générale,  et  considérons  pendj 
un  instant  infiniment  petit  dt  le  mouvement  relatif  d' 
point  matériel  M,  entièrement  libre,  et  sollicité  par  \ 
forces  quelconques.  Ce  mouvement  relatif  ne  sera  ] 


Rg.  73. 


M'.» 


!/' 


W" 


\  -M" 


7  /'/' 


O, 


X,       /T 


V 


changé  si,  à  la  fin  de  Tinstant  dt^  nous  imprimons  à  h 
Tensemble  des  axes  et  du  point  matériel  un  mouvem 
commun  qui  ramène  les  axes  à  la  position  qu'ils  occu 
raient,  dans  la  supposition  que  leur  mouvement  pend 
Tinstant  dl  ait  été  une  translation  uniforme,  due  à  1 
vitesse  acquise,  égale  et  parallèle  à  celle  que  possède 
point  M  au  commencement  de  V instant  dt.  Mais  alor 
mouvement  du  système  est  ramené  au  cas  simple  \ 
nous  avons  considéré  d'abord,  où  les  équations  différ 
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rîelles  du  mouvement  relatif  sont  identiques  à  celles  du 

«mouvement  absolu.  Donc  nous  pouvons  traiter  le  mou- 

-^ement  relatif  comme  un  mouvement  absolu,  si  nous 

.joutons  aux  forces  qui  sollicitent  réellement  le  point  M 

pendant  l'instant  dt  des  forces  capables  de  lui  faire  par- 

C!oarir,  pendant  le  même  instant,  le  chemin  que  nous  lui 

avons  fait  parcourir  par  le  mouvement  imprimé  fictive* 

ment  au  système. 

D  nous  reste  à  calculer  ces  foi'ces.  Soient  : 
OX,  OY,  OZ  les  positions  des  axes  au  commencement 
dePinstant  dt-^ 

O'X',  O'Y',  O'Z'  les  positions  des  mêmes  axes  à  la  fin 
de  r instant  dt] 

OiXi,  OiYj,  OiZj  les  positions  qu'occuperaient  ces 
ues  à  la  fin  de  Tinstant  df^  si,  pendant  cet  instant,  leur 
monvcment  avait  été  une  translation  uniforme,  due  tout 
entière  à  la  vitesse  acquise  qui  anime  le  point  M  au  com- 
oiencemcnt  de  l'instant  considéré; 

Ojl  une  parallèle  à  Taxe  instantané  autour  duquel  les 
^Xes  ont  tourné  pendant  Tinstant  dt-^ 

ta  leur  vitesse  de  rotation  autour  de  cet  axe; 
M  la  position  du  point  mobile  au  commencement  de 
linsunt  dt] 

M' la  position  qu'aurait  prise  le  point  mobile  à  la  fin 
deTiustant  dt^  si  pendant  cet  instant  il  eut  été  lié  aux 
axes  mobiles  ; 

M'' la  position  du  même  point  à  la  fin  de  l'instant  dt] 
eu  sorte  que  M'iVF  sera  le  déplacement  relatif  du  point 
pendant  l'instant  dt] 

Ml  la  position  qu'occuperait  ce  même  point  à  la  fin  de 

cet  instant,  si  son  mouvement  avait  été  une  translation 

uniforme,  due  tout  entière  à  sa  vitesse  acquise  an  com- 

nient  de  l'instant  considéré. 

Imaginons  de  nouveaux  axes  mobiles  dont  l'origine  est 
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en  M  au  commencement  de  l'instant  dt^  qui  sont  invaria- 
blement liés  aux  premiers  axes  mobiles  et  leur  sont  paral- 
lèles. 

Soient  M'^',  M'y?',  M'Ç'  les  positions  de  ces  nouveaux 
axes  à  la  fin  de  l'instant  dt^  et  Mi  ^i,  • . .  les  positions  que 
prennent  ces  nouveaux  axes  quand  les  premiers  ont  la 
position  OjXi,. . .  . 

Pour  amener  les  axes  O^X',.--  à  la  position  OjXi,...^ 
il  suffit  d'amener  les  axes  M'Ç',. . .,  qui  leur  sont  invaria- 
blement liés,  à  la  position  Migi,. . .  •  Cela  se  peut  faire 
par  deux  mouvements  successifs  :  une  translation  paral- 
lèle qui  amène  Torigine  M' en  Mi,  et  une  rotation  — wdt 
autour  d'une  parallèle  à  OiI  menée  par  le  point  Mf. 

Dans  le  premier  mouvement,  le  point  M",  que  nous 
supposons  entraîné  dans  le  mouvement  donné  aux  axes, 
décrit  une  droite  M''M'^  égale  et  parallèle  à  M'Mj.Ce 
déplacement  serait  produit  par  une  force  égale  et  con- 
traire à  celle  qui  forcerait  le  point  matériel  à  rester  in- 
variablement lié  aux  axes  mobiles,  en  supposant  qu'il  ait 
au  commencement  de  l'instant  considéré  la  même  vitesse 
qu^un  point  fictif  coïncidant  avec  lui  et  invariablement 
lié  aux  axes. 

Dans  le  second  mouvement,  le  point  M",  décrit,  en  sens 
contraire  de  la  rotation  des  axes,  un  petit  arc  M'  M'^  per- 
pendiculaire à  OiI  et  à  la  direction  MiM'  de  la  vitesse 
relative.  La  longueur  de  ce  petit  arc  est  le  produit  de  tùdl 
par  la  projection  du  déplacement  relatif  MiM*[  sur  un  _ 
plan  perpendiculaire  à  Taxe  OiI.  Si  nous  nommons  v  la^ 

projection  de  la  vitesse  relative  sur  ce  plan  perpendicu 

laire^  la  longueur  de  cet  arc  infiniment  petit  sera  «urf/* 
et  la  force  accélératrice  constante  capable  de  le  faire  pai  ^^ 
courir  pendant  l'instant  dt^  en  agissant  dans  la  directii^-   : 
de  ce  petit  chemin,  sera  awu. 

&iOus  avons  donc  ce  théorème  :  Pour  avoir  les  équ 
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^Mons  du  moui^ement  relatif  d^  un  point  libre,  il  faut  ajou- 

^^r  aux  termes  existants  pour  le  mouvement  absolu  ^ 

^^ abord  ceux  qui  représentent  une  Jorce  égale  et  con~ 

braire  à  ce  fie  qui  forcerait  le  point  considéré  à  rester 

Mnvariablement  lié  aux  axes  mobiles  y  et  y  en  outre  y  ceux 

^ui  proviendraient  d\ine  force  perpendiculaire  à  la 

-ifitesse  relative  et  à  Vaxe  instantané  de  rotation  des 

éixes  mobiles,  dirigée  dans  le  sens  contraire  au  mouve^ 

ment  de  rotation^  égale  à  deux  fois  le  produit  de  la 

^vitesse  angulaire  de  rotation  des  axes  mobiles  par  la 

vitesse  relative  projetée  sur  un  plan  perpendiculaire  à 

cet  axe. 

On  aurait  pu  abréger  cette  démonstration  en  observant 
que,  pour  le  calcul  des  forces  additionnelles^  il  est  permis 
de  remplacer  les  axes  mobiles  OX,  OY,  OZ  par  les  axes 
MÇ,  Mw,  M^;  car  les  dérivées  des  vitesses,  qui  mesurent 
ces  forces,  sont  les  mêmes  par  rapport  aux  derniers  axes 
et  par  rapj)ort  aux  premiers.  Alors  les  points  M  et  O, 
Mj  et  Oi,  M'  et  O'  se  confondent.  C'est  ainsi  que  fait 
M.  J.  Bertrand  (*),  auquel  nous  empruntons  ces  consi- 
dérations géométriques^  mais  on  pénètre  mieux  la  rai- 
son du  théorème  eu  n'usant  pas  d'abord  de  cette  simpli- 
fication. 

La  première  force  additionnelle,  prise  en  sens  con- 
traire, est  nommée  par  Coriolis  force  d'critratnement, 
^t  la  seconde  est  nommée  forge  centrifuge  composée, 
parce  que,  de  môme  que  la  force  centrifuge,  elle  est  per- 
pendiculaire à  la  vitesse  et  à  Taxe  de  rotation. 

Les  équations  du  mouvement  relatif  d'un  système  assu- 
jetti à  des  liaisons  quelconques  se  déduisent  des  équations 
du  mouvement  relatif  d'un  point  libre,  comme  s'il  s'agis- 
sait du  mouvement  absolu. 

OJourital  de  l'Ecole  Polrtechni^uc,  WWl'' Cahier,  p.   1/19. 
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Soient  x,  y^  z  les  coordonnées  absolues  d'un  point  d 
système,  x\  y\  z'  les  coordonnées  relatives,  a,  (3,  f  l 
coordonnées  de  l'origine  des  axes  mobiles,  et 

x  =r  a  -h  ax'  -h  hy'  -\-  c»', 

les  formules  de  transformations. 

Nommons  X,,  Y,,  Z^  les  composantes  de  la  force  ace 
lératrice  d'entraînement  suivant  les  axes  fixes,  et  XI,  Y 
Z|,  les  composantes  de  la  même  force  suivant  les  axes  mi 
biles.  X,5  Y^,  Z,  seront  les  dérivées  secondes  de  x,  y^ 
calculées  en  supposant  invariables  les  coordonnées  a 
y' ^  z'.  Par  conséquent^ 


et 


X. 

,d'a 

■+y 

d'b 
de 

-ht' 

d'c 
dt' 

Y. 

_d'P 
~   dt' 

+  ..., 

Z. 

d'y 

~   dt' 

+  ...; 

X 

----rtX,+ 

«'Y, 

+  a" 

z„ 

X 

=:6X,-I- 

6' Y. 

-h  h" 

Z,, 

K 

=  cX,+ 

C'Y. 

-hc" 

Z,. 

Soient  p,  ^,  r  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire 
autour  des  axes  mobiles,  t^^  la  vitesse  relative,  i  Tang 
qu'elle  fait  avec  Taxe  instantané  de  rotation  des  ait 
mobiles,  et  A,  fx,  v  les  angles  que  la  force  centrifuge  cor 
posée  fait  avec  les  axes  mobiles. 

La  force  centrifuge  composée  étant  perpendiculaire 
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l*axe  instantané  et  à  la  vitesse  relative,  on  a  les  relations 

p  QO%\  -I-  q  cosfA  -f-  r  cosv  =  o, 
dx'       ^       dy'  dz' 

— 7-  COS>  -f-  -V"  CCS  a  H —  COSv  z=i  O  , 

dt  dt         ^        dt 

COS'>  -f-  COS*fi  ■+■  COS'v  =:  I  ; 

d'où  l'on  tire 

COS^  CCS  pi  COSv 

1h'  dp  ~~     d,r;  ^      M  ~^  '~dP  d^ 

^~dt~~^~d7       '''W^lii      ^It^'^'dt 


I 


On  a  pris  le  radical  négativement,  parce  que  le  mou- 
vement de  la  demi-droite  qui  représente  la  rotation  «, 
vers  la  demi-droite  qui  représente  la  vitesse  relative,  est 
nécessairement  rétrograde  pour  un  observateur  couché 
sur  la  droite  qui  représente  la  force  centrifuge  com- 
posée. 

D'après  ces  valeurs,  si  Ton  nomme  X',  Y',  TJ  les  com- 
posantes suivant  les  axes  mobiles  des  forces  accéléra- 
trices réellement  appliquées  au  point  considéré,  et  m  la 
inasse  de  ce  point,  Téquation  générale  du  mouvement 
i^latif  du  système  sera  la  suivante  : 
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On  reconnaît  aisément,  sous  une  notation  différente 
Téquation  à  laquelle  nous  sommes  arrivés  par  le  théorèmi 
de  Lagrange  (12). 

Admettons  que  les  liaisons  ne  dépendent  que  des  coor 
données  relatives  aux  axes  mobiles^  alors  nous  pourroD 
appliquer  le  principe  des  Jorces  vives  au  mouvemen 
relatif.  Les  forces  centrifuges  composées  disparaîtront 
puisqu'elles  sont  perpendiculaires  à  la  vitesse  relative,  e 
nous  aurons  la  formule 


(B) 


1»  Un  point  pesant  est  assujetti  à  se  moui^oir  sur  um 
courbe  qui  tourne  autour  d'un  axe  vertical  ai^ec  une  vi- 
fesse  constante  et  connue.  Déterminer  la  courbe  par  h 
condition  que  le  point  se  meui^e  suivant  une  loi  donnée 

Prenons  Taxe  des  z  dirigé  suivant  Taxe  de  rotation,  ei 
sens  contraire  de  la  pesanteur;  nommons  ^,  x^  j  le 
coordonnées  du  mobile  par  rapport  à  cet  axe  et  à  deu: 
axes  horizontaux  rectangulaires,  entraînés  dans  le  mou 
vement  de  rotation;  et  soient  o)  la  vitesse  angulaire 
/(^,  v-ï'  -^y^)  l'expression  donnée  de  la  vitesse  du  mo 
bile  sur  la* courbe  au  point  (x,  j^,  z), 

La  force  d'entraînement,  changée  de  sens,  est  égale 
la  force  centrifuge  qui  naît  du  mouvement  circulaire  de  I 
courbe;  par  suite,  la  formule  (B)  nous  donne 

[/(«,  Slj^^r')\  =  —  ^gz-h  w»  (jc'-hx^)  -h  consl. 

Cette  équation  représente  une  surface  de  révolution  ;  € 
la  courbe  cherchée  est  assujettie  à  cette  seule  conditioi 
d'être  située  sur  cette  surface. 
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La  surface  est  du  second  degré,  quand  la  fonction /"est 
de  l'une  des  formes  A«  4-  C,  By/x*  -hj* ,  A,  B,  C  repré- 
sentant des  constantes.  Elle  est  engendrée  par  une 
CTOurbe  du  second  degré,  quand  la  fonction  /  est  de  la 
Forme  Az  +  B  y/x^-i-y^  -h  C. 

Supposons  que  le  mobile  soit  soustrait  à  Faction  de  la 
pesanteur,  et  que  la  vitesse  soit  exprimée  en  fonction  de 
l'arc  parcouru  5,  par  Téquation 

f^  =  w'  .V'  -I-  CODSt. 

Dans  ce  cas,  si  nous  représentons  par  r  la  distance  du 
mobile  à  l'axe  de  rotation,  et  par  a  la  valeur  de  r  à  Tori- 
gÎDedes  arcs,  la  formule  (B)  nous  donne  la  relation 


Toutes  les  courbes  qui  vérifient  cette  relation  satisfont 
à  la  question  proposée.  En  particulier,  si  la  courbe  est 
plane,  elle  n'est  autre  que  la  chaînette 


itki^ 


I 


r  =  \{^-'--)' 


l'origine  des  distances  z  étant  à  la  même  hauteur  que 
l'origine  des  arcs. 

2.  Étant  données  les  forces,  dirigées  vers  un  centre 
fixe  et  fonction  de  la  distance  à  ce  centre^  par  Faction 
desquelles  un  point  matériel  se  meut  dans  une  orbite, 
fjuelles  sont  les  forces  à  ajouter,  pour  que  le  point  ma- 
tériel continue  à  décrire  la  même  orbite,  dans  le  cas  oit 
celle-ci  viendrait  à  tourner  autour  d'un  axe  perpendi" 
culaire  à  son  plan  et  mené  par  la  centre  des  forces ^ 
^^ec  une  vitesse  angulaire  gui  soit  dans  un  rapport 
donné,  /i,  auec  la  vitesse  angulaire  du  point  matériel 
circulant  dans  l'orbite  ? 
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Nous  allons  déterminer  les  forces  qu'il  faut  ajoute] 
aux  forces  qui  sollicitent  le  mobile  lorsqu'il  décrit  Torbiti 
révolvante,  pour  que  le  mouvement  relatif  â  des  axe 
entraînés  dans  la  rotation  de  Torbite  puisse  être  déter 
miné  à  la  manière  d'un  mouvement  absolu,  en  regardao 
les  axes  comme  fixes.  Ces  forces  additionnelles,  changée: 
de  sens,  seront  les  forces  cherchées. 

Soient  /'  la  distance  du  mobile  au  centre  des  forces,  ei 
Q  Tangle  décrit  par  le  rayon  vecteur  dans  le  mouvement 
relatif  aux  axes  mobiles.  Supposons,  pour  nous  fixer, 
que  la  rotation  de  T orbite  soit  de  même  sens  que  le  mou- 
vement du  point  sur  la  courbe.  Les  formules  obtenues 
dans  cette  hypothèse  conviendront  au  cas  contraire,  c[uand 
on  y  supposera  n  négatif. 

La  force  d'entraînement,  changée  de  sens,  se  compost 
d'une  force  dirigée  suivant  le  prolongement  du  rayoi 
vecteur,  égale  à  la  force  centrifuge  dans  le  raouvemen 
circulaire  des  axes  supposé  uniforme;  et  d'une  force  per 
pendiculaire  au  rayon  vecteur,  dirigée  en  sens  contraire 
du  mouvement,  égale  et  contraire  à  celle  qui  produirai 
Taccélération  du  mouvement  circulaire.  Les  valeurs  d< 
ces  deux  composantes  sont  respectivement 

dt^  di* 

La  force  centrifuge  composée  est  dirigée  suivant  la  nor* 
inale  extérieure  à  Torbite.  Son  intensité  est 


d9      /dr^-i-r^dQ^ 

dt  V      dt^ 

Elle  fait  avec  le  prolongement  du  rayon  vecteur  ui 
angle  dont  la  tangente  est-^-  Par  suite,  sa  composante 
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suivant  le  prolongement  du  rayon  vecteur  est 


et  sa  composante  suivant  la  perpendiculaire  au  rayon 
yecteur  dirigée  en  sens  contraire  du  mouvement  est 

d^dr 
dt  dt 

Or  les  deux  composantes  perpendiculaires  au  rayon 
vecteur  se  détruisent;  car,  d'après  le  principe  des  aires, 
ODa 

r^  —-  z=.  const.  =  C- 
dt 


et,  en  difierentiant, 


drd^  ^/'Ô 

2 —   -f-  r rr:  O. 

dtdt  dO 

Déplus,  la  même  équation  des  aires  donne 

Substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  la  somme 
des  composantes  dirigées  suivant  le  rayon  vecteur,  et 
changeant  les  signes,  on  obtient  finalement  pour  la 
force  cherchée  une  force  dirigée  vers  le  centre  d'action, 
^aleà 

C»(/l^-f-2/l) 

r» 

Ainsi,  pour  que  le  point  matériel  continue  à  décrire 
^'orbite  réuohante,  il  faut  ajouter  aux  forces  déjà  exis* 
^tes  une  attraction  inversement  proportionnelle  au 
cube  de  la  distance.  Cette  attraction  se  changerait  en  ré- 
pulsion, si  n  était  compris  entre  o  et  — a.  Elle  serait 


a40  MÉCANIQUE    BATIONHBLLE. 

nulle,  si  n  était  égale  à  —  a\  c'est  qu  alors  la  courbe  dé 
crite  dans  Fespace  ne  serait  pas  altérée  par  la  rotation  d 
Torbite,  le  sens  du  mouvement  sur  la  courbe  serait  sei 
changé. 

Pour  avoir  Téquation  de  la  courbe  décrite  dans  l'espac 
quand  l'orbite  tourne,  il  suffit  de  remplacer,  dans  Féqua 

tion  de  l'orbite,  0  par 0. 

Si  Ton  suppose  que  Torbite  soit  une  ellipse,  on  rc 
trouve  les  formules  données  au  tome  I,  page  343.  H  fai 
pourtant  observer  que  la  constante  C  n'a  pas  la  mèm 
valeur  dans  les  deux  problèmes.  Ici  elle  se  rapporte  a 
mouvement  relatif;  dans  le  passage  cité,  elle  se  rapport 
au  mouvement  absolu  :  elle  est  alors  plus  grande  dans  1 
rapport  de  i  H-  n  à  l'unité. 

Nkwton,  Principia^  lib.  I,  prop.  44* 

3.  Déterminer  le  mouifement  apparent  d'un  projecUi 
lancé  dans  le  vide  à  la  surface  de  la  terre,  en  tenar^ 
compte  du  mous^ement  de  la  terre. 

Nous  pouvons  considérer  le  centre  de  gravité  de  la  ten 
comme  fixe,  pourvu  que  nous  appliquions  au  projectil 
une  force  accélératrice  égale  à  la  différence  entre  la  fore 
accélératrice  qui  maintient  la  terre  dans  son  orbite  et  1 
force  accélératrice  avec  laquelle  le  soleil  sollicite  le  me 
bile  considéré.  Cette  différence  étant  extrêmement  petit< 
nous  n'aurons  à  nous  occuper  que  de  la  rotation  de  ] 
terre  autour  de  la  ligne  des  pôles ,  supposée  tout  à  fa 
immobile. 

Les  forces  réellement  appliquées  se  réduisent  alors 
l'attraction  terrestre.  La  force  d'entraînement,  changi 
de  signe,  que  nous  devons  ajouter  dans  les  équations,  e 
ici  la  force 'centrifuge  due  à  la  rotation  de  la  terre.  O. 
cette  force  centrifuge  et  l'attraction  terrestre  ont  poi 
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résultante  le  poids  du  corps,  mg^  di  rigé  suivant  la  verticale 
du  lieu.  On  voit  donc  que,  pour  tenir  /compte  de  la  force 
d'entraînement,  il  nous  suffit  de  substituer  le  poids  du 
corps,  m^,  à  l'attraction  terrestre,  comme  nous  Pavons  fait 
jusqu'ici,  lorsque  nous  supposions  la  terre  immobile. 

Admettons,  pour  nous  fixer,  que  le  point  de  départ  soit 
situé  dans  F  hémisphère  boréal. 
Nommons  : 

X  la  latitude  du  point  de  départ; 

h  la  distance  de  ce  point  à  Taxe  de  rotation  de  la 
terre  5 
h  la  distance  du  même  point  à  Téquateur  ; 
tù  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre. 
L'origine  des  axes  mobiles  des  a:',  des  y'  et  des  z'  sera 
situé  au  point  de  départ;  le  premier  axe  sera  rhorizon- 
tale  dirigée  vers  le  nord;  le  second  sera  T  horizon  taie  di- 
rigée vers  Test  ;  le  troisième  sera  dirigé  dans  le  sens  de  la 
pesanteur,  et,  par  suite,  fera  sur  le  plan  de  Téquateur  un 
angle  égal  à  la  latitude  X. 

Les  vitesses  de  rotation  autour  des  axes  mobiles,  con- 
sidérées comme  positives  quand  la  rotation  s'etrectpe  de 
droite  à  gauche,  sont 

/?  =  wcos>,     ^  =  0,      rzzz  —  usinX. 

Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  générale  (A), 
galant  à  zéro  les  coefficients  des  variations,  et  suppri- 
mant les  accents,  il  vient 

l    dt^  dt 

f,\  )  ^'r  .    .dx  ^  ^        V 

l'j         \  — rr  —  2wsinX~ ^wcosX- Y  — -  o, 

J    di^  dt  dt 

\d^z  dy       ^ 

\    dt"  di 

11.  a«  ÉoiT.  16 
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Les  forces  X,  Y,  Z,  nous  Pavons  dit,  se  réduisent  à  la 
pesanteur.  Dans  la  question  présente,  nous  pouvons,  sans 
erreur  sensible,  supposer  cette  force  constante  en  gran- 
deur et  en  direction  pendant  toute  la  durée  du  mouve- 
ment. En  effet,  on  démontre  en  Mécanique  céleste  que 
la  partie  variable  de  Tattraction  terrestre  se  compose  de 
termes  contenant  en  facteurs  les  produits  w'x,  «"j^,  &>*j&, 
ou  des  puissances  de  o)*  supérieures  à  la  première^  il  en 
est  évidemment  de  même  pour  la  partie  variable  de  la 
force  centrifuge  et,  par  suite,  pour  les  variations  de  la  pe- 
santeur elle-môme.  D'autre  part,  les  coordonnées  x,/,  z 
sont  de  très-petites  fractions  du  rayon  terrestre,  et  la  vi- 
tesse de  rotation  de  la  terre  est  une  très-petite  quantité, 

savoir  ^,.  ...  ou  -= — r*  quand  on  prend  la  seconde  Je 
86104         13713     ^  ^ 

temps  solaire  moyen  pour  unité  de  temps.  Nous  pouvons 
donc  négliger  les  variations  de  la  pesanteur,  pourvu  que 
dans  les  calculs  ultérieurs  nous  n^ligions  pareillement 
les  termes  en  w*a:,  w*/,  w'z. 

D'après  cela,  les  équations  (i)  deviennent  les  sui- 
vantes (*)  : 

ei^x  .       dy 

_^.,sinX-=zo, 

/    V  I  ^"^X  .    ,  dx  dz 

(2)  (  -5^  -  ^«  sin.  —  -  oweosX  di"^''' 

d'z  ,  dr 

\    dt^  dt        ^ 

Il  serait  facile  de  les  intégrer  rigoureusement,  puisqu'elle^ 
sont  linéaires  à  coefficients  constants-,  mais  il  faut  négifc 


{*)  Ces  équations  ont  été  données  par  Poisson  (Journal  de  VÉ^:^, 
Poly  technique f  XXVl*"  Cahier,  p.  ai).  Il  y  ajoute  un  terme  qui  représ^t; 
la  résistance  de  1*air. 
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ger  les  produits  w'x,  w*  7^,  w'z,  comme  nous  Pavons  fait 
en  négligeant  les  variations  de  la  pesanteur. 

Appelant  a,  i,  c  les  composantes  de  la  vitesse  initiale, 
on  obtient,  par  une  première  intégration, 

dx 

(3)  — fl -+- 2wsin)i.j  z=  o, 

(4)  .      ~7 ^ — 2wsin>..x — 2wcos>,2  =  o, 

(5) 1:  -+-  a w  cos>  ,x  —  gt  =  o. 

Si  Ton  porte  dans  la  seconde  équation  (a)  les  valeurs 

dx  fiz, 

de  — et  de  —  données  par  les  équations  (3)  et  (5),  il 
vient,  au  degré  d'approximation  voulu, 

-7=^  —  2oi>(asinX  -hccosX)  —  7.tàiCOs\.gt=:o; 

d'où 

j'  ^=  bt  -h  oi  {a  sin>  -+-  rcosX)  /'  -f-  ^  f»  cosl. gt\ 

ï^^iiant  aux  équations  (3)  et  (5),  on  doit  y  poser  j^  =  i/, 
puisque  y  n'y  figure  que  multiplié  par  o)^  alors  elles  ont 
pour  intégrales 

ar:z=zat  —  u  sin  A .  bt\ 


et  -h  (  -  ^  —  w  cos> .  ^  )  f. 


Examinons  quelques  cas  particuliers. 

I®  Si  le  corps  tombe  sans  vitesse  initiale ,  on  a 

x  =  o,     j=^«cos>.^/S     z=^gt'. 

Les  deux  premières  valeurs  montrent  que  la  déviation 
lieu  vers  l'est,  et  la  dernière,  que  fa  durée  de  la  chute 

16. 
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verticale  n'est  pas  altérée  par  la  rotation  de  la  terre 
M.  Reich  a  constaté  Texactitude  de  la  formule  de  dévia- 
tion par  plusieurs  expériences  faites  dans  un  puits  d . 

mines,  à  Freyberg. 

La  trajectoire  est  une  parabole  cubique,  représentas 
par  Téquation 

>cos>.  .z  '• 


=i\/î- 


2**  Si  le  corps  est  lancé  verticalement  de  bas  en  hc 
avec  la  vitesse  s^^y  on  a 

.rz=:o,    y^=  —  wi'flCosX.r' -+- -  wcosX.^/*, 

La  dernière  valeur  montre  que  le  mouvement  vertic 
est  encore  celui  qui  aurait  lieu  si  la  terre  ne  tourne 

pas.  Le  mobile  s'élève  à  la  hauteur  z,  =  -->  pendant 

temps       ^  S  puis  redescend  dans  le  même  temps  à 
hauteur  du  point  de  départ;  en  sorte  que  la  durée  c 

7.\f2gZ, 


mouvement  esl-^- — —-  Il  en  résulte,  d'après  Texprcï 

o 

sion  de  jr,  que  la  déviation  finale  au  bout  de  la  chia 
est 


«       /2 


cosX.z, 


Cette  déviation  a  lieu  vers  r ouest;  elle  est  égale  nur^ — ^ 
nquement  à  quatre  fois  la  déviation  qui  est  due  à  la  //-«^sw 
teur  z,  quand  le  corps  tombe  sans  vitesse  initiale, 

i^  Enfin,  si  Von  suppose  que  le  corps  soit  lancé ^^^f- 
pendiculairement  au  méridien  avec  la  vitesse  v^^  dans 
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une  direction  inclinée  rie  l'angle  a  sur  V horizontale  qui 
s 'aisance  vers  l'est,  on  a 

/?  =  o,     b:=^9^  cos  a ,     r  =  —  (^9  sin  a. 

Dans  ce  cas,  z  redevient  nul,  et  le  corps  retombe  sur 
le  sol  après  un  temps  dont  l'expression  est,  au  degré 
<i' approximation  voulu, 


2c«sina 


I  H cos  A .  p,  cosa  I  • 

\  S  I 


I^es  coordonnées  du  point  de  chute  sont,  toujours  au 
Oléine  degré  d'approximation. 


j",  =  —  4^  sinli  •  —  cos  a  sin'  a , 


1,2  4  p3 

r,  =  -i  sin2a  -f-  î  oacosX-  -4  sina(3cos'a  —  sin^a). 

Les  termes  qui  dépendent  de  ci>,  dans  ces  valeurs,  me- 
surent la  déviation  due  à  la  rotation  de  la  terre.  La  valeur 
de  Xi  montre  que  le  corps  déifie  vers  le  sud  ou  vers  le 
^ordj  suii^ant  que  l'angle  a.  est  aigu  ou  obtus,  La  valeur 
de  j'  montre  que  la  portée  est  augmentée  ou  diminuée^ 
^tiîvant  que  la  difTérence  3  cos'a  —  sin' a  est  positive  ou 
*ïégative,  c'est-à-dire  suiv'ant  que  Vinclinaison  de  la 
'Vitesse  initiale  sur  l^ horizon  est  inférieure  ou  supérieure 
à  6o  degrés. 

Si  le  point  de  départ  était  situé  dans  Fhémisphère  aus- 
tral, les  formules  resteraient  les  mêmes,  mais  X  serait  né- 
gatif. 

4.  Déterminer  les  petits  mouvements  apparents  du 
pendule  simple  à  la  surface  de  la  terre  ^  en  tenant 
compte  du  mouyemcnt  de  la  terre  (pendule  de  M.  Fou- 
cault). 

Comme  au  problème  précédent,  nous  n'avons  à  nous 
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occuper  qae  de  la  rotation  de  la  terre  autonr  de  la  li: 
des  pôles  supposée  fixe. 

Soient  /  la  longueur  du  pendule,  R  la  tension  du 
Plaçons  Toriginc  des  axes  mobiles  au  point  de  susp 
sion,  et  conservons  d^ailleurs  la  notation  du  problj 
précédent. 

Les  équations  du  mouvement  seront  encore  les  éq 
tions  (i)  (p.  241),  dans  lesquelles  X,  Y,  Z  représeï 
ront  les  composantes  de  l'attraction  terrestre  et  de  la  1 
sion  du  (il.  A  ces  équations  il  faudra  joindre  la  relatic 

x^  -^  x^  -\-z*=z  /^ 

De  même  que  dans  le  problème  précédent,  nous  né 
gérons  les  termes  en  w'x,  c«)*j^,  w'z;  alors  les  forces 
Y,  Z  se  réduiront  aux  valeurs  suivantes  : 

et  les  équations  du  mouvement  seront 

---  -f-  2.W  sm  A  — -  H-  R  -  =:  o, 
dr  dt  l 

,  K      ]  ^^y  .  .dx  >  ^«     «  r 

(i)         < —r- 2wsm^-; 20*  cos> -7-  -f- R^  =  o, 

^  ^         \   di^  di  dt  t  * 

Nous  allons  intégrer  ces  équations,  en  supposant  T 
plitude  des  oscillations  très-petite.  Nous  pourrons  m 
ger  les  secondes  puissances  des  coordonnées  x^  jr  e 
leurs  dérivées  vis-à-vis  de  l]  alors  z  se  réduira  à  la  ] 
gueur  même  du  pendule,  /,  et  nous  n'aurons  plus  à  < 
dîer  que  le  mouvement  de  la  projection  du  point  pe 
sur  le  plan  horizontal  XOY. 
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Dans  cette  hypothèse,  la  troisième  équation  devient 

^wcosX -7- H- R  —  g=^o. 
fie  ** 


Tirons  d'ici  la  valeur  de  la  tension  pour  la  reporter  dans 

dz 
dt 


les  deux  premières  équations  (1),  où  le  terme  en  -j-  a  dis- 


paru, et  posons,  pour  abréger, 

—  w  sin  X  =:  r, 

en  lorte  que  r  soit  la  composante  de  la  rotation  de  la  terre 
suivant  la  direction  de  la  pesanteur  au  point  de  suspen- 
sion. Il  vient 

/  //'x  dr  X 

fa)  \ 

d^  V  dx  Y 

dr  de      ^  l 

l^ellessont  les  équations  qui  déterminent  le  mouvement 
''u  pendule  en  projection  horizontale. 

?fous  rapporterons  le  mouvement  du  point  à  des  axes 
C^^,  Or;,  dont  Torigine  est  au  point  de  départ,  et  qui 
^^lirnent  autour  de  la  verticale  Oz  en  sens  contraire  de 
■^  terre  avec  la  même  vitesse,  c'est-à-dire  avec  la  vitesse 
"■"--r.  L'axe  O»  sera  dirigé  vers  Test  quand  Taxe  0|  sera 
dirigé  vers  le  nord,  et  Tinclinaison  initiale  de  l'axe  OÇ 
^^r  l'axe  OX,  comptée  positive  de  Test  à  l'ouest  à  partir 
^^OX,  sera  représentée  par  c. 

Les  formules  de  transformation  seront 

x=z  icos(re  -h  «)  -hï)sin(r/-h  c), 
X  ^^  — Çsin(r/  -+-  i)  -f-ï)C08(/Tf  H-  «). 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (a),  et  négli- 
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géant  r*|,  r"»,  il  vient 

Ces  équations  se  réduisent  à  celles-ci  : 

On  s'en  assure  en  ajoutant  les  carrés. 
Elles  ont  pour  intégrales  générales 

?  =  Acos(^Y/^r)-f.Bsin(y/f/y 

ri  =  X'cos(i/fi\  -^B'sinU/^tjy 

A,  B,  A',  ly  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Si  Von  suppose  le  pendule  abandonné  sans  vitesse  i 
tiale,  après  qu^on  Ta  écarté  de  la  verticale  dans  la  dii 
tion  de  Taxe  OH,  et  que  Ton  nomme  a  la  valeur  init 
de  Ç,  on  a,  pour  V époque  i  =  o, 

5  =  «>        >î=o, 
rfÇ  dn 

par  suite,  les  intégrales  deviennent 

La  courbe  décrite  sur  le  plan  horizontal  entraîné  t 
les  axes  mobiles  est  une  ellipse^  représentée  par  Vé(^ 
tion 


ii'r*  — 
S 
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Cette  ellipse  est  extrêmement  allongée,  puisque  le  rap- 
port des  axes,  —  r  i/  -  ou  bien  o)  sîn  ^  t/  -  >  est  de  inême 
ordre  de  grandeur  que  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre. 
JLc  point  pesant  emploie  le  temps  a  t:  i/  -  pour  décrire 

l'*ciUpse  entière  y  il  la  parcourt  dans  le  sens  de  la  rota- 
tian  de  la  terre  estimée  autour  de  la  verticale,  et  son  ano- 

malie  excentrique  i/f^  croit  proportionnellement  au 

temps.  Pendant  ce  temps  t ellipse  se  déplace  elle-même, 
en.  tournant  en  sens  contraire,  auec  une  vitesse  égale  et 
opposée  à  la  vitesse  angulaire  de  la  terre  estimée  autour 
de  la  verticale. 

J.  BiHET,  Comptes  rendus  de  VAcad.  des  Se.  de  Paris, 
t.  XXXII,  i85i,  I"  sem.,  p.  197. 

5.  Un  solide  homogène  de  réi^olution  tourne  autour 
de  son  axe  dejigure^  son  centre  de  granité  est  fixé  à  la 
surface  de  la  terre ^  son  axe  de  figure  est  astreint  à  ne 
p€Ms  sortir  d^un  plan  déterminé,  qui  est  aussi  fixe  sur  la 
^^rre,  mais  il  a  la  liberté  de  tourner  dans  ce  plan  direc^ 
^^ar.  Déterminer  les  mouvements  que  Vaxe  du  corps 
^^océcute,  lorsque  le  centre  de  grav^ité  et  le  plan  directeur 
^^>nt  emportés  dans  le  mouvement  de  la  terre. 

Ce  système  est  réalisé  par  le  gyroscope  de  M.  Fou- 
^^oll  dans  Tune  des  dispositions  de  T appareil. 

Nous  avons  uniquement  en  vue  de  déterminer  le  mou- 

^^  ornent  apparent  du  corps  autour  de  son  centre  de  gra- 

^^  îté,  lequel  est  fixé  à  la  surface  de  la  terre.  Or  on  sait  que 

^^^ mouvement  n'est  point  altéré  par  une  translation  quel- 

^^CDnque  du  centre  de  gravité.  Nous  pourrons  donc  faire 

^Complètement  abstraction  de  la  translation  du  centre  de 

gravité,  considérer  ce  point  comme  situé  au  centre  de  la 

^erre,  et  regarder  le  centre  de  la  terre  comme  fixe. 
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Dès  lors,  le  mouvement  apparent  du  corps  autour  d*a» 
menés  par  son  centre  de  gravité,  et  entraînés  dans  la  rotj 
tion  de  la  terre,  sera  donné  par  les  équations  générait 
du  mouvement  absolu  d'un  corps  solide  retenu  par  q 
point  fixe  (p.  173)^  dans  lesquelles  on  remplacera  l 
forces  motrices  par  les  forces  d'entraînement  changé 
de  sens^  et  par  les  forces  centrifuges  composées.  Il  faudj 
de  plus  avoir  égard  à  la  liaison  qui  assujettit  Taxe  i 
figure  à  rester  dans  le  plan  directeur. 

Or  les  forces  d'entraînement  se  réduisent  au  couple  qi 
serait  capable  de  maintenir  le  corps,  supposé  libre,  dai 
une  rotation  égale  à  celle  de  la  terre.  Nous  sommes  doi 
conduits  à  cette  question  incidente  : 

Déterminer  le  couple  accélérateur  nécessaire  poi 
maintenir  un  solide  de  résolution  dans  une  rotatic 
uniforme,  autour  d'un  axe  fixe  qui  passe  au  cent 
de  gravité^  et  fait  un  angle  constant  0  av^ec  Vaxe  c 
réifolution . 

Reprenons  les  équations  générales  de  la  rotation  d 
corps  (p.   173),  dans  lesquelles  nous  ferons  B  =  A, 
nous  supposerons  constantes  les  quantités  9,  w,  r  et,  pj 
suite,  p'  -H  q*.  Ces  équations  deviennent 

A^-f-(C-A)9r  =  L, 


N; 


smôsinç— i-  =p, 
^  de      '^ 

(2)  ^  smGcos^-^—y, 

d^        d9 
dt         dt 
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Ajoulant  les  carrés  des  deux  premières  équations  (2),  il 
vient 

sm^ô --^  =p*  -^q^^  const.; 

et  cette  relation,  combinée  avec  la  troisième  équation  (  2  ), 
donne 

-^  =zr  —  cotô.\//?'  H- 7'  =  const. 

Par  conséquent,  -r-  et  -r  sont  des  constantes. 
^         ^  fit        dt 

Différencions  maintenant  les  deux  premières  équa- 
tions (2).  Nous  obtenons 

^  =  q-l=qr  —  COtô.y  \/p' -h  q\ 
-1=  —  p-1  =^  pr-^  COi^.p  sjp^  H-  q' . 

Reportant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i),  il  vient 


^  représente  ici  le  moment  du  couple  accélérateur  ca- 
P^l>le  d'entretenir  un  mouvement  semblable  à  celui  d'un 
^^He  droit,  décrit  autour  de  l'axe  de  révolution  du  solide 
^^i^sidéré,  qui  roulerait  sans  glisser  sur  la  surface  d'un 
^^tre  cône  droit,  de  même  sommet,  et  dont  l'axe  ferait, 
^Vec  celui  du  premier  cône,  un  angle  égal  à  B  {*). 

Supposons  que  le  cône  fixe  se  réduise  à  une  droite,  ce 


(  *  )  M.  Poioftot  est  arrivé  au  même  résultat  d'une  manière  difierenle, 
^^ns  la  Théorie  des  cônes  circulaires  roulants  {Journal  de  M.  Liouville, 
^-   XVni,  p.  41;  i853). 
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Les  forces  X,  Y,  Z,  nous  Tavons  dit,  se  réduisent  à  l 
pesanteur.  Dans  la  question  présente,  nous  pouvons,  san 
eueur  sensible,  supposer  cette  force  constante  en  gran 
deur  et  en  direction  pendant  toute  la  durée  du  mouve 
ment.  En  effet,  on  démontre  en  Mécanique  céleste  qu 
la  partie  variable  de  Tattraction  terrestre  se  compose  d 
termes  contenant  en  facteurs  les  produits  w'x,  ci)*j^,  a)*x 
ou  des  puissances  de  co'  supérieures  à  la  première;  il  ei 
est  évidemment  de  même  pour  la  partie  variable  de  h 
force  centrifuge  et,  par  suite,  pour  les  variations  de  la  pe- 
santeur elle-même.  D'autre  part,  les  coordonnées  x^y,  z 
sont  de  très-petites  fractions  du  rayon  terrestre,  et  la  vi- 
tesse de  rotation  de  la  terre  est  une  très-petite  quantité. 

savoir  ^75-757  ou  -= — ri  quand  on  prend  la  seconde  Je 

temps  solaire  moyen  pour  unité  de  temps.  Nous  pou  von: 
donc  négliger  les  variations  de  la  pesanteur,  pourvu  qa( 
dans  les  calculs  ultérieurs  nous  négligions  pareillemem 
les  termes  en  w'x,  w'^,  w'z. 

D'après  cela,  les  équations  (i)  deviennent  les  sui- 
vantes (*)  : 

d'^  .  ,  dr 

—  ^.o>sinX-=zo, 

/     .  /  d^y  .    ,  dx  ^  dz 

(2;  [   __.2«sm.  —  ~2«C0SX-^z=:0, 

d'z  ,  dy 

dt*  de       ^ 

Il  serait  facile  de  les  intégrer  rigoureusement,  puisqu*elle' 
sont  linéaires  k  coefficients  constants*,  mais  il  faut  négl- 


(*)  Ces  équations  ont  été  données  par  Poisson  {Journal  de  l'Êc^ 
Poixtrchnit/uef  XX VI'  Cahier,  p.  21).  Il  y  ajoute  un  terme  qui  rcprése  ^ 
la  résistance  de  Tair. 
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ger  les  produits  ci>'x,  ot>'^,  (o'z,  comme  nous  l'avons  fait 
en  négligeant  les  variations  de  la  pesanteur. 

Appelant  a,  &,  c  les  composantes  de  la  vitesse  initiale, 
OD  obtient,  par  une  première  intégration, 

(3) fl -h  ?.«sin>.j=r  o, 

(4)  ,      -T b  —  2(k>sin>.x  —  2wcos>.z  =  o, 

f5)  -j c -+- ?.ù>cos>.j — gt-^o. 

Si  ToD  porte  dans  la  seconde  équation  (2)  les  valeurs 
de  — et  de  —  données  par  les  équations  (3)  et  (5),  il 
vient,  au  degré  d'approximation  voulu, 

--=^  —  2  w(asinX  -f-ccosX)  —  awcosX.^f  =  0; 

d'où 

r  ^=  be  -h  (>>  {a  sinX  H-  ccosX)  f '  -f-  x  wcosX,^/\ 

C^uant  aux  équations  (3)  et  (5),  on  doit  y  j)oser  y  =  i/, 
puisque  y  n'y  figure  que  multiplié  par  co-,  alors  elles  ont 
pour  intégrales 

xT=zat  —  &>  sin  A .  bt^y 


\=zct  -^  [-g  —  6>  cosX .  ^  j  f'. 


Examinons  quelques  cas  particuliers. 

*°  Si  le  corps  tombe  sans  vitesse  initiale^  on  a 

x=o,     7==-»cosX.^r%     2i=-^r». 

Les  deux  premières  valeurs  montrent  que  la  déviation 
^  lieu  vers  l'est,  et  la  dernière,  que  /a  durée  de  la  chute 

16. 
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verticale  n'est  pas  altérée  par  la  rotation  de  la  terre 
M.  Reicli  a  constaté  Texaciitude  de  la  formule  de  dévia- 
tion par  plusieurs  expériences  faites  dans  un  puits  d^ 
mines,  à  Freyberg. 

La  trajectoire  est  une  parabole  cubique,  représenta 
par  Téquation 

2°  Si  le  corps  est  lancé  verticalement  de  bas  en  hc^ 
ai^ec  la  vitesse  i^o?  oii  a 

.rrrrO,      y  z=  —  WC»  COS>  .r' H-  -  w  COSX.^/*, 

z=z  —  v,e-h^gt\ 

La  dernière  valeur  montre  que  le  moui^ement  veniez 
est  encore  celui  qui  aurait  lieu  si  la  terre  ne  tourn^:^ 

pas.  Le  mobile  s'élève  à  la  hauteur  z,  =-->  pendant 


temps       ^  '»  puis  redescend  dans  le  même  temps  à 


l'2-gZx 

g  ^ 

hauteur  du  point  de  départ;  en  sorte  que  la  durée  C^ 
mouvement  est -^^ — —*  Il  en  résulte,  d'après  Texpre.  - 

sion  de  ^,  que  la  déviation  finale  au  bout  de  la  chu  "^ 
est 

-  &>COS^.2|  ^« 

S 


8     /i 


Cette  déviation  a  lieu  vers  V ouest ^  elle  est  égale  nur^^ 
riquement  à  quatre  fois  la  déviation  qui  est  due  à  la  lia^ 
teur  Zx  quand  le  corps  tombe  sans  vitesse  initiale, 

Z^  Enfin,  si  Von  suppose  que  le  corps  soit  lancé  f^^ 
pendiculairement  au  méridien  avec  la  vitesse  v^^  rt^»- 
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iMJie  direction  inclinée  de  Vangle  a  sur  l'horizontale  qui 
•^ 'aisance  vers  l'est,  on  a 

/?  =  o,     ^  =  p,cosa,     rr=  —  Posina. 

Dans  ce  cas,  z  redevient  nul,  et  le  corps  retombe  sur 
le  sol  après  un  temps  dont  l'expression  est,  au  degré 
^l'approximation  voulu, 

2«'oSina  /         2«        ^  \ 

I  H cos  A .  p,  cosa  1  • 

g        \  g  I 

Les  coordonnées  du  point  de  chute  sont,  toujours  au 
«nème  degré  d'approximation, 

,,  » 
x,  =rz  —  4  *>  sinl  •  —  cos  a  sin*  a , 

r,  =  —  sin2a  H-  TT  wcos>--4  sina  (3cos'a  —  sin^a). 
g  ^  g' 

Les  termes  qui  dépendent  de  ci>,  dans  ces  valeurs,  me- 
surent la  déviation  due  à  la  rotation  de  la  terre.  La  valeur 
de  Xi  montre  que  le  corps  déifie  vers  le  sud  ou  vers  le 
^<ird,  suii^ant  que  l'angle  a  est  aigu  ou  obtus,  La  valeur 
de  j^  montre  que  la  portée  est  augmentée  ou  diminuée, 
suivant  que  la  difTérence  3  cos' a  —  sin'a  est  positive  ou 
uégative,  c'est-à-dire  suii*ant  que  V inclinaison  de  la 
'Vitesse  initiale  sur  l^ horizon  est  inférieure  ou  supérieure 
A  60  degrés. 

Si  le  point  de  départ  était  situé  dans  l'hémisphère  aus- 
tral, les  formules  resteraient  les  mêmes,  mais  X  serait  né- 
gatif. 

4.  Déterminer  les  petits  mouvements  apparents  du 
pendule  simple  à  la  surface  de  la  terre  ^  en  tenant 
oampte  du  moui^ement  de  la  terre  (pendule  de  M.  Fou- 
cault). 

Conune  au  problème  précédent,  nous  n'avons  à  nous 
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occuper  qae  de  la  rotation  de  la  terre  autonr  de  la  ligni 

des  pôles  supposée  fixe. 

Soient  /  la  longueur  du  pendule,  R  la  tension  du  Gl 
Plaçons  Toriginc  des  axes  mobiles  au  point  de  suspen 
sion,  et  conservons  d'ailleurs  la  notation  du  problèm 
précédent. 

Les  équations  du  uiouvement  seront  encore  les  équa 
tions  (i)  (p.  241),  dans  lesquelles  X,  Y,  Z  représente^ 
ront  les  composantes  de  l'attraction  terrestre  et  de  la  ten 
sion  du  (il.  A  ces  équations  il  faudra  joindre  la  relation 

x^  -h  X'  -^z^=z  IK 

De  même  que  dans  le  problème  précédent,  nous  n^li 
gérons  les  termes  en  w'x,  od*j^,  c«)*z;  alors  les  forces  X 
Y,  Z  se  réduiront  aux  valeurs  suivantes  : 

X=:-R^,     Y=:-R-^,     Z  =  ^-R^^; 

et  les  équations  du  mouvement  seront 

-r—  -h  2.«  sin  A  -7-  H-  R  -7  =  o, 
i  dr  dt  l 

/  »         1  d^y  .   ^  dx  ^  dz       ^  Y 

il)  {  —^ 2WSIDA— 2W  COS>  ~  H- R^  =r  O, 

^   *  \   dO  dt  dt  l  ' 

I  d^z  ^  dr        ^  z 

Nous  allons  intégrer  ces  équations,  en  supposant  Tai. 
plitude  des  oscillations  très-petite.  Nous  pourrons  né^ 
ger  les  secondes  puissances  des  coordonnées  x,  ^  et 
leurs  dérivées  vis-à-vis  de  l]  alors  z  se  réduira  à  la  lo 
gueur  même  du  pendule,  /,  et  nous  n'aurons  plus  à  et 
dier  que  le  mouvement  de  la  projection  du  point  pes£ 
sur  le  plan  horizontal  XOY. 
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Dans  cette  hypothèse,  la  troisième  équation  devient 

îwcosX -^ -h  R  —  g  =  o. 
de  ** 

Tirons  d^ici  la  valeur  de  la  tension  pour  la  reporter  dans 
les  deux  premières  équations  (i),  où  le  terme  en  -j-  a  dis- 
paru, et  posons,  pour  abréger, 

—  w  sin  X  1=  r, 

^n  sorte  que  r  soit  la  composante  de  la  rotation  de  la  terre 
suivant  la  direction  de  la  pesanteur  au  point  de  suspen- 
sion. II  vient 


(^) 


d'^  y  dx  Y 

dt^  dt        ^  l 


belles  sont  les  équations  qui  déterminent  le  mouvement 
^^  pendule  en  projection  horizontale. 

Nous  rapporterons  le  mouvement  du  point  k  des  axes 
^^,  Oyî,  dont  Torigine  est  au  point  de  départ,  et  qui 
tournent  autour  de  la  verticale  Oz  en  sens  contraire  de 
'^  terre  avec  la  même  vitesse,  c'est-à-dire  avec  la  vitesse 
'^  r.  L^axe  O»  sera  dirigé  vers  Test  quand  l'axe  0|  sera 
dirigé  vers  le  nord,  et  l'inclinaison  initiale  de  l'axe  OÇ 
^^r  Taxe  OX,  comptée  positive  de  Test  à  l'ouest  à  partir 
^^OX,  sera  représentée  par  e. 

Les  formules  de  transformation  seront 

X  =:  Ç  cos(rr  H-  e)  -4-  ï)  sin(rt  -+-  c), 
X  =  — -Çsin(r/  H- c)  H-  ncos(n  -h  g). 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (a),  et  négli* 
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géant  r*Ç,  r'yj,  il  vient 

(]es  équations  se  réduisent  à  celles-ci  : 

di'       ^  i  '      dO       ^  l 

On  s'en  assure  en  ajoutant  les  carrés. 
Elles  ont  pour  intégrales  générales 

?::=Acos(^y/^/)4-Bsin(y/f:/)> 

„=zA'cosfi/|r)  -4-B'sinfi/5A, 

A,  B,  A',  \y  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Si  Ton  suppose  le  pendule  abandonné  sans  vitesse  îni  -^" 
liale,  après  qu'on  Ta  écarté  de  la  verticale  dans  la  direc  ^^^" 
tîon  de  Taxe  OH,  et  que  l'on  nomme  a  la  valeur  initiaK  »**^ 
de  g,  on  a,  pour  T époque  i  =  o, 

Ç  — fl,        >j— o, 
rfÇ  dn 

par  suite,  les  intégrales  deviennent 

La  courbe  décrite  sur  le  plan  horizon  tal  entraîné  as^     ^^c 
les  axes  mobiles  est  une  ellipse^  représentée  par  Véqi^^o- 
tion 
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Hte  ellipse  est  extrêmement  allongée^  puisque  le  rap- 

des  axes, — ri /-ou  bien  wsînXi/-»  est  de  même 

'  V  ^  Vf 

e  de  grandeur  que  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre. 

wint  pesant  emploie  le  temps  a  t:  i/  —  pour  décrire 

ipse  entière^  il  la  parcourt  dans  le  sens  de  la  rota- 
de  la  terre  estimée  autour  de  la  verticale,  et  son  ano- 

«  excentrique  i/f^  crott  proportionnellement  au 

7S.  Pendant  ce  temps  F  ellipse  se  déplace  elle-même, 
tournant  en  sens  contraire,  av^ec  une  vitesse  égale  et 
jsée  à  la  vitesse  angulaire  de  la  terre  estimée  autour 
a  ^verticale. 

J.  BiHET,  Comptes  rendus  de  VAcad.  des  Se.  de  Paris^ 
t.  XXXII,  i85i,  i*"^  sem.,  p.  197. 

.  Un  solide  homogène  de  rév^olution  tourne  autour 
on  axe  défigure  y  son  centre  de  gravité  est  fixé  à  la 
"ace  de  la  terre ^  son  axe  défigure  est  astreint  à  ne 
sortir  d^un  plan  déterminé,  qui  est  aussi  fixe  sur  la 
e,  mais  il  a  la  liberté  de  tourner  dans  ce  plan  direc^ 
\  Déterminer  les  mouv^ements  que  Vaxe  du  corps 
cute,  lorsque  le  centre  de  gratuité  et  le  plan  directeur 
t  emportés  dans  le  moui^ement  de  la  terre, 

le  système  est  réalisé  par  le  gyroscope  de  M.  Fou- 
it dans  Tune  des  dispositions  de  T  appareil. 
Tous  avons  uniquement  en  vue  de  déterminer  le  mou- 
lent apparent  du  corps  autour  de  son  centre  de  gra- 
I,  lequel  est  fixé  à  la  surface  de  la  terre.  Or  on  sait  que 
aouvement  n'est  point  altéré  par  une  translation  quel- 
que du  centre  de  gravité.  Nous  pourrons  donc  faire 
aplétement  abstraction  de  la  translation  du  centre  de 
vite,  considérer  ce  point  comme  situé  au  centre  de  la 
re,  et  regarder  le  centre  de  la  terre  comme  fixe. 
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Dès  lors,  le  mouvement  apparent  du  corps  autour  d*axe 
menés  par  son  centre  de  gravite,  et  entraînés  dans  la  rota 
tîon  de  la  terre,  sera  donné  par  les  équations  générale 
du  mouvement  absolu  d'un  corps  solide  retenu  par  ui 
point  fixe  (p.  173)^  dans  lesquelles  on  remplacera  le 
forces  motrices  par  les  forces  d'entraînement  changée 
de  sens>  et  par  les  forces  centrifuges  composées.  Il  faudr 
de  plus  avoir  égard  à  la  liaison  qui  assujettit  Taxe  d 
figure  à  rester  dans  le  plan  directeur. 

Or  les  forces  d'entraînement  se  réduisent  au  couple  qc 
serait  capable  de  maintenir  le  corps,  supposé  libre,  dan 
une  rotation  égale  à  celle  de  la  terre.  Nous  sommes  don 
conduits  à  cette  question  incidente  : 

Déterminer  le  couple  accélérateur  nécessaire  pou 
maintenir  un  solide  de  rév^olution  dans  une  rotatio 
uniforme  y  autour  d^un  axe  fixe  qui  passe  au  centr 
de  grauité^  et  fait  un  angle  constant  6  avec  Vaxe  d 
révolution . 

Reprenons  les  équations  générales  de  la  rotation  de 
corps  (p.  173),  dans  lesquelles  nous  ferons  B  =  A,  c 
nous  supposerons  constantes  les  quantités  Q,  &>,  r  et,  pa 
suite,  p*  -h(f*'  Ces  équations  deviennent 


(') 


('•) 


4'- 

(C-A)gr  = 

L, 

*â- 

(A-^C)rp  = 

M, 

0  =: 

:N; 

sin  9  sin  ^ 

d-1^ 

smBcosf-^=:q, 

cosO-^ 
di 

dff 

di 
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Ajoutant  les  carrés  des  deux  premières  équatious  (2),  il 
vient 

sm'O  -^  z=zp^  -^q^zzz  const.; 

et  cette  relation,  combinée  avec  la  troisième  équalion  ( 2  ], 

donne 

dff  I 

-^  =z  r  —  cet  G .  v/?'  -f-  ^'  =  const. 

Par  conséquent,  -^  et  •—  sont  des  constantes. 

Différentions  maintenant  les  deux  premières  équa- 
tions (3).  Nous  obtenons 

dp  d  o  / 

^  =  7  ^  =  ^r  -  cotO.y  V>'  -h  q\ 

^^  =  -^  p  -£  ==  -  pr-h  coiQ.p  ^^^'^K 

Reportant  ces  valeurs  dans  les  équations  (1),  il  vient 

r:= =  Cr  — AcotO.VP»  -h  ûr'=  ^  = 

"f  P  ^  ^p7^g7        s/p'-^q' 

'^  représente  ici  le  moment  du  couple  accélérateur  ca* 
P^le  d'entretenir  un  mouvement  semblable  à  celui  d'un 
^Oe  droit,  décrit  autour  de  Taxe  de  révolution  du  solide 
^i^sidéré,  qui  roulerait  sans  glisser  sur  la  surface  d'un 
^^trecône  droit,  de  même  sommet,  et  dont  Taxe  ferait, 
*^^c  celui  du  premier  cône,  un  angle  égal  à  0  (*). 

Supposons  que  le  cône  fixe  se  réduise  k  une  droite,  ce 


C  "*  )  M.  Poinsot  est  arrivé  au  même  résultat  d'une  manière  diflerente, 
******  la  Théorie  des  cônes  circulaires  roulants  (Journal  de  M.  Liouville^ 
^'  XVIII,  p.  41;  i853). 
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qui  est  le  cas  de  notre  problème.  Alors  il  vient,  par  la 
composition  des  rotations, 


r=»cosO,       ^p^  -h  9»  =:  «  sinG, 

el,  par  conséquent,  le  couple  des  forces  d'entraînement  a 
pour  moment  la  quantité 

K=z(C  — A)«»sînOcosô. 

Cette  valeur  est  du  même  ordre  de  grandeur  que  w*. 
Or  oi),  qui  représente  ici  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre, 
est  une  très-petite  fraction.  Nous  négligerons  son  carré. 
A  ce  degré  d'approximation,  les  forces  d'entrainenient 
disparaissent;  par  suite,  la  somme  des  forces  vives  est 
constante  dans  le  mouvement  apparent. 

Ceci  posé,  nommons  toujours  oi)  la  vitesse  de  rotation 
de  la  terre  autour  de  l'axe  qui  se  dirige  vers  le  pôle  bo- 
réal, et  considérons  comme  positives  les  rotations  qn 
s'effectuent  de  droite  à  gauche. 

Soient  OX,  OY,  OZ  les  axes  entraînés  dans  la  rota- 
tion de  la  terre.  L'axe  des  x  sera  la  projection  sur  le  plar 
directeur  d'une  parallèle  à  la  partie  de  Taxe  terrestre  qu 
se  dirige  vers  le  pôle  boréal  5  l'axe  àesj  sera  situé  dans  1< 
plan  directeur  et  dirigé  vers  l'est  -,  l'axe  des  z  sera  la  per 
pendiculaire  au  plan  directeur,  pour  laquelle  la  rotatioi 
de  OX  vers  OY  est  positive  :  cette  perpendiculaire  es 
celle  qui,  lorsque  le  système  est  à  la  surface  de  la  terre 
se  trouve  par  rapport  au  plan  directeur  du  côté  du  centn 
de  la  terre.  Soient  encore  OXj,  OY,,  OZi  des  axes  coor 
donnés  liés  Invariablement  au  corps,  dirigés  suivant  le 
axes  principaux  d'inertie  relatifs  au  centre  de  gravité 
OZj  sera  dirigé  suivant  l'axe  de  révolution 5  OYi,  OX 
seront  disposés  de  manière  que  la  rotation  de  OXt  ver 
OY,  soit  directe  pour  un  observateur  couché  sur  Taxe  OZi 
les  pieds  au  point  O. 
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Nommons  : 

(a,  i,  c),  (a,  b\c')  et  (a!\b'\d')  les  cosinus  des 
angles  que  forment  respectivement  les  axes  OX,  OY  et 
0ZavecOX,,OY,,OZ,  ; 

^,  q^  r  les  composantes  de  la  vitesse  de  rotation  appa- 
rente autour  des  axes  OXj,  OY,,  OZ,  ; 

Pli  ^M  ''i  '^s  composantes  de  la  vitesse  de  rotation  de 
la  terre  autour  des  mêmes  axes  ; 

ON  celle  des  deux  directions  opposées  de  la  trace  du 
plan  XiOYi  sur  le  plan  XOY,  pour  laquelle  la  rotation 
({ui  amène  OZ  sur  OZ,,  en  lui  faisant  décrire  un  angle 
de 90 degrés,  est  positive; 

oetip  les  angles  que  la  trace  ON  fait  avec  les  axes  OX, 
et  OX,  ces  angles  étant  comptés  positifs  de  droite  à 
gauche,  le  premier  à  partir  de  la  trace,  le  second  à  partir 
de  0X5 

C  le  moment  d'inertie  du  corps  autour  de  son  axe  de 
fignre; 
A  le  moment  d'inertie  du  corps  autour  des  deux  axes 

0X.,OY.; 

l  l'angle  que  la  direction  du  pôle  boréal  fait  avec  Taxe 
OZ. 

L'équation  des  forces  vives  sera 

A  (p^  -h  7')  -h  Cr^  =  const. 

Si  nous  nommons  N  la  somme  des  moments  des  forces 
centrifuges  composées  autour  de  Taxe  de  révolution,  nous 
aurons,  d'après  les  formules  d'Euler  (p.  178), 

Ces  denx  équations  suffiront  pour  déterminer  le  mouve- 
incnt,  quand  /?,  7  et  N  seront  exprimés  en  fonction  de  r 
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et  de  ip;  car,  d'après  les  relations  (a),  où  Ton  doit  fai  r« 

fl  :=  ->  on  a  ç  =    I  rrff  ;  et  d'ailleurs  il  est  évident  que    ^^ 

deux  variables  f  et  (p  suffisent  pour  fixer  la  position      ^z^i 
corps. 

Les  relations  (a)  donnent,  en  faisant  6  =  -» 

en  sorte  que  Téqualion  des  forces  vives  devient 

(3)  A -^ -+- Cr»  =  const. 

Il  reste  à  calculer  la  somme  de  moments  désignée  pa  r  A*. 
Ne  considérant  d'abord  qu'une  seule  molécule  (xi,j^i ,  .^==1), 
on  trouve,  pour  expression  du  moment  de  la  force  ccr^n- 
trifuge  composée  qui  la  sollicite, 

/      é/z,  d.T^\  [    djr,  dzA 

"*'  [p^  li-''^)-  "•^'  [''  -ai  -  'l' Â  j  ' 

ou,  si  l'on  remplace  -^9  -~  »  -7^  par  leurs  valeurs, 

—  '^y\r,{r  X,  —  pz,)  —  q,{py,'~qx,)\ 

Pour  obtenir  la  somme  N,  il  faut  multiplier  Texpressi   ^^" 
•  précédente  par  Télément  de  masse,  et  intégrer  entre    M^^ 
limites  du  corps.  Cette  intégrale  se  réduit  au  binôme 

d^ 
^(P^i  —  qpt)  =  C-^(qxSinf-'p^cos^). 

Or,  si  l'on  nomme  ^',  q\  /  les  composantes  de  la  vites^^^ 
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le  rotation  de  la  terre  saivant  les  axesOX,  OY,  OZ,  on  a 

p' =tasïn\f     9'=ro,      r'=»cos>, 
Pt  =:ap'  -ha'q'  -^a^r'  =  ta  (sïïïkcosfcos'^  -hcosX  sinf  ), 
y,  =  6//-h  b'q'  -f-  b"r'  =«( — sinXsinf  cos^  -I-  cosXcosy); 

a  r  conséquent, 

ilr  d-^ 

N     ou     C-r=^ — C»sinXcos\p--^» 
dt  ^  iU 

t  en  intégrant, 

î-  )  r  +  b)  sin  >  sin  4^  =  const. 

'die  est  Téquation  qui  déterminera  le  mouvement,  con- 
>intemeiit  avec  celle  des  forces  vives. 

Remplaçons  Tangle  ^  par  l'angle  li  =  i{/ 9  que  Taxe 

e  révolution  OZi  fait  avec  la  projection  de  Taxe  terrest- 
re sur  le  plan  directeur,  et  nommons  p,  u,  J3  les  valeurs 

cftitiales  de  r,  a,  — •  Les  équations  (3)  et  (4)  pourront 

'écrire 

(du}         \ 
__p.j  +  C(r'-p.)  =  o. 

r  —  p  +  «»  sinX  (cosa  —  cosw)  =  o, 

^  dernière  montre  que  la  vitesse  de  rotation  apparente 
lu  corps  autour  de  son  axe  de  figure,  et  la  composante 
suivant  le  même  axe  de  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre, 
Tontune  somme  qui  reste  constante  pendant  toute  la  du- 
rée du  mouvement. 

On  tire  de  ces  équations,  en  éliminant  /'  et  négligeant 
le  terme  en  co*,  lequel  est  indépendant  de  p, 

--—  —  6»  =r  2  -  p«  smX  (costt  —  cosu  ). 
«1'  A 

^tte  équation  est  celle  d'un  pendule  simple,  de  Ion- 
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gueur  égale  à  l'unité,  dont  rextrémité  serait  fi 

centre  de  gravité  du  corps,  et  qui  serait  sollicité  p 

C         .  .  . 

force  égale  à  -  pot>sinX,  dirigée  dans  le  plan  directe 

vant  la  projection  de  la  droite  qui  va  au  pôle  1 
L'angle  u  représente  Tangle  que  la  direction  du  p 
fait  avec  celle  de  la  force  5  et  la  force  elle-même  es 
ti  ve  ou  négative  suivant  que  p  est  positif  ou  néga 
demi^axe  de  réi^olution  du  corps,  OZi,  oscillera  d 
ta  même  manière  que  ce  pendule. 

Plaçons  le  plan  directeur  dans  une  position  hc 
taie.  La  position  moyenne  autour  de  laquelle  o^ 
Vaxe  de  résolution  sera  la  méridienne  du  L'eu, 
position  et  la  direction  connue  de  la  verticale  no 
termineront  le  plan  méridien.  Plaçons  alors  le  p 
recteur  dans  le  méridien.  La  position  moyenne  di 
de  révolution^  dans  ses  oscillations  successiveSy 
dera  ai^ec  la  ligne  des  pôles  ;  le  demi-axe  sur  fc^ 
observateur  doit  être  placé  pour  voir  la  rotation . 
tuer  de  droite  à  gauche  dans  le  plan  équatorial  '. 
sera  dirigé  vers  le  pôle  boréal.  En  effet,  la  p 
moyenne  du  pendule  répond  à  un  état  d'équilibre 
par  conséquent  la  somme  des  forces  vives  est  un 
mum  dans  cette  position.  Or  on  voit  que  le  maxim 
forces  vives  répond  à  u=oouu  =  7r,  suivant  qu 
positif  ou  négatif. 

Conservons  le  plan  directeur  en  coïncidence 
plan  méridien,  et  faisons  en  sorte  que  les  oscillai 
l'axe  soient  très-petites.  La  durée  de  ces  oscilla  tic 


V  cr>« 


A_ 


Cette  durée  nous  fera  connattj'e  la  vitesse  de  rota 
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la  terre^  car  on  lire  de  la  formule  précédenle 

_  A  ^ 

Tous  ces  résultats  intéressants  se  vérifient  à  Taide  du 
gyroscope  àe.  M.  Foucault. 

On  peut  encore  faire  plusieurs  autres  remai*ques  qui 
ne  sont  point  sans  intérêt.  Ainsi,  Vaxe  du  corps  se  dirige 
SMiivant  la  ligne  des  pôles ^  toutes  les  fois  que  le  plan 
rfirecteur  est  parallèle  à  celte  ligne. 

Si  Von  compare  les  carrés  des  nombres  de  petites  os^ 
dilations  accomplies  pendant  un  même  temps  y  dans  le 
plan  horizontal  et  dans  le  plan  méridien,  pour  une 
wnëtne  "vitesse  initiale  de  rotation^  leur  rapport  donne  le 
€^osinus  de  la  latitude  du  lieu  de  l'observation. 

Lorsque  le  plan  directeur  est  parallèle  à  Véquateur 
:terrestre^  Vaxe  du  corps  tourne  d'un  mous^ement  uni- 
forme dans  le  plan  directeur,  comme  si  la  terre  ne  tour- 
inait  pas. 

Cette  question  et  plusieurs  autres  du  même  genre  sont 
discutées  en  détail  dans  un  Mémoire  de  M.  Quet,  inséré  au 
Jfoumal  de  M,  Lioui^ille,  t.  XVIII,  p.  21 3  ;  i853. 

6.  Déterminer  le  moui^ement  d'un  point  pesant,  assu- 
jetti à  rester  sur  une  droite  qui  tourna  ai^cc  une  vitesse 
uniforme  autour  d'un  axe  vertical,  non  situé  dans  le 
même  plan. 

L'équation  des  forces  vives  (B)  suffit  pour  résoudre 
cette  question^  ainsi  que  toutes  celles  où  il  s'agit  du  mou- 
vement d'un  système  dont  la  position  est  défîuie  par  une 
seule  variable. 

Soient  co  la  vitesse  de  rotation  de  la  droite,  et  a  Tangle 
^e  cette  droite  avec  la  verticale. 

Prenons  Taxe  de  rotation  dirigé  de  bas  en  haut  pour  axe 
àe$Z\  et  la  perpendiculaire  commune  à  cet  axe  et  h  la  ligne 

II.  2«   ÉDIT.  17 
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mobile  pour  axe  des  Y'.  Nommons  z^  el  x^  les  valeurs  ini  — 
tiales  de  z  elde  x'  qui  répondent  à  une  vitesse  nulle, 
ii 'équation  des  forces  vives  est 


d^ 


-=—21      gdz'  -^-1   I      n*x'dx'. 


Remplaçons  les  intégrales  par  leur  valeur,  éliminons 
par  la  relation  z'  =  x' tanga,  et  intégrons  Téquation  ré  — 
sultante  :  il  vient^  en  posant  o)  cosa  =  ($>\ 

=:^sin»a(i-«f^'')-»"(z'-z>~'')- 
l^es   termes  en   2"   disparaissent  lorsqu'on  élève  cette 
équation  au  carré. 

Quand  on  suppose  nulle  la  hauteur  initiale  z\,  on  a 

ffsin»a(i  — g^^')' 


z'  = 


Fig.  74. 


7.   Déterminer  le  moui^ement  du  régulateur  à  Jorce 

centrifuge  de  Watt^  en 
admettant  que  la  masse 
des  tiges  soit  négligea- 
h  le  vis-à'Vis  de  celle 
des  boules. 

Si   Ton  nomme  /  la 
longueur  de  chaque  tige 
AB,  0)  la  vitesse  angu- 
laire du  plan  vertical  de^ 
tiges,  a  Tinclinaison  des*» 
tiges  sur  la  verticale,  ec 
of^  la  valeur  initiale  de  a,  on  trouve  Téquation 


dt~ 


\/(cosa  —  cosao)['Xg'  —  /»'(cosa  -+-  cosa,)] 
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Il  est  aisé  de  voir  que  le  régulateur  est  en  équilibre 
«]uand  la  distance  des  boules  R  au-<lessous  du  plan  hori- 
zontal qui  passe  par  le  sommet  A,  c'est-à-dire  /cosa,  est 

«gale  à  ^• 

M.  Mabistre  (*)  a  donné  le  calcul  complet  du  régula- 
teur a  force  centrifuge,  en  tenant  compte  du  poids  des 
tiges. 

8.  Dans  l^ intérieur  d'un  cylindre  creux,  perpendi^ 
culaire  au  méridien  y  et  qui  n'exerce  aucun  frottement^ 
on  fait  osciller  un  point  pesant  ^  en  V  abandonnant  sur 
la  paroi  inclinée,  La  rotation  de  la  terre  fait  que  le 
point  pesant  ne  reste  pas  constamment  sur  la  même 
section  droite;  il  s^a\^ance  lentement  vers  l'est.  On 
propose  de  déterminer  le  moui^ement  du  points  en  né- 
gligeant le  produit  du  carré  de  la  vitesse  angulaire  de 
la  terre  par  le  rayon  du  cylindre. 

Soient  : 

«  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre; 

X  la  latitude  du  lieu  que  nous  supposons  boréale^ 

/  la  longueur  du  pendule  \ 

R  la  réaction  normale  de  la  surface  sur  le  point; 

^9  Xj^  I^s  coordonnées  du  point  mobile  par  rapport  à 
des  axes  dont  l'origine  est  au  centre  de  la  section  droite 
da  cylindre  sur  laquelle  commence  le  mouvement.  Le 
premier  est  horizontal  et  dirigé  vers  le  nord,  le  second 
est  horizontal  et  dirigé  vers  Test,  le  troisième  est  dirigé 
d«D8  le  sens  de  la  pesanteur. 


V  )  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris, 
•  ^Lllj  1846,  i**"  semestroy  p.  387.  —  Cours  de  Mécanique  appliquée, 
""  '*Ç0l.. 

1". 
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On  arrive  facilemeul  auxéquatious 

_  +  ,«s.nX--f.R-::.o, 


Ht 


— '?.(ù[  sinx h  cos^  —  1  --  o, 


d'Z  djr 

-rz h    V.  W  COS  A     -- 

dt^  cU 


t-  'j.  w  cos>  Y-  -h  R  j  —  g 


qui  sont  analogues  aux  équalions  (  a)  du  problème  3.  EJle  s% 
soDl  équivalentes,  au  degré  d'approximation  voulu,  avec* 
les  équations 


d^x       ,^  X 


dH  ^  z 
-—  -h  R  - 
dt^  l 


-^^1—8  =<S 


dy 


(  I  )  -f^  —  :  'A w  ( j:  sio  >  -+-  z  cos>  )  -h  const. 

^  ^  fit  ^  ' 

Les  deux  premières  nous  montrent  que  la  projection  du 
point  mobile  sur  le  méridien  oscille  comme  un  pendule 
simple,  dont  la  longueur  serait  le  rayon  du  cylindre,  et 
dont  le  point  de  suspension  serait  immobile. 

Si  Ton  nomme  9  Tangle  que  forme  le  rayon  du  cylindre 
mené  au  point  mobile  avec  le  plan  vertical  mené  par 
,    Taxe,  et  9^  la  valeur  de  6  au  commencement  de  Toscilla- 
tion,  la  durée  de  Toscillation  est,  comme  pour  le  pen- 
dule simple, 

-Vif  "• 


V^cosO  —  cosO, 


L'équalion  (i)  peut  s'écrire 


^  rr.  2W/[C0S  (>  —  9  )  —  COS  (X  -  0,)]. 
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Il  s'ensuit  qu'à  la  fin  de  la  première  oscillation  on  aura 


-'M'- 


cos(X  —  ô)  — cos{X  — 9.)  ^^ 
.  = rtO. 

V  ces  ô  — CCS©, 


Après  un  nombre  n  d'oscîUaiions,  r  sera  n  fois  plus 
grand.  Celte  conclusion,  loulefois,  n'est  sufGsamment 
exacte  qu'autant  que  j^  reste  de  même  ordre  de  grandeur 
que  le  rayon  du  cylindre;  car  dans  les  calculs  nous  avons 
négligé  le  produit  (ù^f.  Il  ne  faudrait  donc  pas  l*étendre 
à  un  nombre  d'oscillations  très-considérable. 

9.  Trouver  le  moui^ement  d\in  point  pesant  sur  un 
plan  incliné j  qui  n'exerce  aucun  Jrottement^  en  tenant 
compte  du  moui^emcnt  de  la  terre. 

Soient  0)  la  vitesse  de  rotation  de  la  terre;  B  l'incli- 
^  naison  du  plan  à  Thorizon  ;  f  Tangle  que  la  perpendicu- 
laire élevée  au-dessus  du  plan  fait  avec  une  parallèle  à 
Taxe  du  monde. 

On  prendra  Torigine  des  coordonnées  au  point  de  dé- 
part; l'axe  des  x  sera  la  projection  de  la  verticale  infé- 
rieure sur  le  plan  donné;  Taxe  Aesj  sera  l'horizontale  du 
plan,  située  à  l'est  du  méridien. 

Si  l'on  se  souvient  des  remarques  faites  au  commence- 
ment du  problème  3,  et  si  Ton  observe  qu'il  faut  faire 
dans  les  formules  (A),  p.  235. 

Z:=  Q       et       rr^  (Mi  COSf  ^ 

on  trouve  de  suite  les  équations  du  problème, 

d^x  dr 

■^=.2«cos(p  — -f-g^sinO, 


rf'r  dx 

de  ^  dt 


£l[ 


'^s  ont  pour  intégrales,  en  nommant  n  et  6  les  compo- 
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santés  de  la  vitesse  initiale  suivant  les  axes  des  x  et  desj, 

ft  sin  0  ,  .         î  -      .  .  .  ,, 

JT       ".    ,    (i  —COS.  a/-/)  H [asin.arf  H-  b{\ — cos.arf)], 

rr:: —  2-- {2r/  — siQ.!irr]H iDsin.arf —  «(i  —  cos.arfjj. 

i"  Lorsque  le  plan  est  honzontal, 

fl'  -h  b^ 

c'est-à-dire  que  le  mobile  décrit  un  cercle  dont  le  rayon 
est 


?.&>cosçp        2&>sinX 

i/^  étant  la  vitesse  initiale  et  X  la  latitude. 
a°  Lorsque  le  mobile  part  du  repos , 


csinQ  ,  . 

X  z    ^ ( I  —  cos .  2rf ), 

4/*' 


/r  sinO  , 
j.-r-^^  (2r/  — sin.arO; 

il  décrit  une  cycldidc  dont  le  cercle  générateur  a  pour 
rayon 

g^  sin  0 
4  w^  ces' y 

Ce  cercle  roule  sur  Fhorizontale  du  plan  qui  passe  à  Tori- 
giue,  et  se  dirige  vers  Test  ou  vers  Touest,  suivant  que 
l'angle  y  de  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  plan  avec 
Taxe  du  inonde  est  obtus  ou  aigu.  Si  Ton  suppose  que  ce 
cercle  roule  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  2  w  cosQp,  le 
point  décrivant  se  meut  exactement  comme  notre  mobile. 
3"  Si  le  plan  est  parallèle  à  Taxe  du  monde ^  et  que 
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le  mobile  parte  du  repos,  on  trouve 

.r    r-^sine.r, 
y  -0, 

c'esl-à-dîre  que  le  mobile  descend  sur  la  ligne  de  plus 
grande  pente ^  comme  si  la  terre  ne  tournait  pas, 

J.  BouRGET,  Influence  de  la  rotation  de  la  Terre 
sur  le  mouvement  des  corps. 

10.   Un  système  pesant^  suspendu  à  V extrémité  d^un 
fi^*  qui  lui  permet  de  tourner  librement  autour  de  la  *ver- 
ticale,  se  trouve  à  la  surface  de  la  terre  dans  un  état  de 
''fi pas  apparent;  des  ressorts  intérieurs  viennent  à  agir 
sur  ce  système,  et  changent  le  moment  dUnertie  autour 
de  la  verticale  du  point  de  suspension,  sans  altérer  la 
'nasse.  Montrer  que  par  l'effet  de  ce  changement  le  sys- 
tème prendra  une  rotation  apparente  autour  de  la  ver- 
ticale, et  déterminer  la  vitesse  de  cette  rotation. 

Si  Ton  nomme  X  la  latitude  du  lieu,  A  lé  moment 
d'inertie  autour  de  la  verticale  dans  l'état  primitif,  A'  la 
nouvelle  valeur  de  ce  moment  d*incrtic,  o)  la  vitesse  de 
roiatioQ  de  la  terre  et  w'  la  vitesse  de  rotation  apparente 
du  système  dans  le  sens  de  la  rotation  de  la  terre  autour 
de  la  verticale,  on  trouve 

,       A -A'       . 
w'  r-  — -  —  wsniX. 

l- 

it  I  L'observation  de  la  vitesse  w'  fera  connaître  la  latitude 

ec  1  du  lieu. 

et  I  PomsoT,  Comptes  rendus  de  r  Académie  des  Sciences  de  Paris, 

V  I  t.  XXXII,  i85i,  i"sem.,  p.  2o(>. 


.•û- 


lC 
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CHAPITRE  XL 

FORCES  INSTANTANÉES. 


On  nomme  forces  instantanées  ou  percussions  cE  ^s 
forces  qui  peuvent  produire  un  effet  considérable  «^^n 
agissant  pendant  un  temps  inappréciable. 

Lorsqu^on  cherche  à  déterminer  le  mouvement  d'i^^^" 
système  de  points  soumis  à  des  forces  instantanées,  c0^^^ 
peut,  pendant  l'instant  de  leur  action,  négliger  l'actio  -^^^ 
des  forces  continues  qui  sollicitent  le  système,  parce  qvL^"^ 
Teffet  de  ces  dernières  forces  est  incomparablement  moia^^^T 
dre  que  celui  des  premières  pendant  ce  court  instant.  0^ 
peut  encore  supposer  que  le  système  reste  immobile  pen^  ^^.' 
dant  Faction  des  forces  instantanées;  car,  en  réalité,  i-^      ' 
ne  se  déplace  que  de  quantités  inappréciables.  En  un  mol-^       ' 
on  peut  traiter  la  durée  de  l'action  comme  un  înfinimen^^^^"' 
petit  dans  tous  les  calculs  relatifs  aux  forces  instantanéess^^^) 
et  les  calculs  seront  d'autant  plus  exacts  que  la  durée  à^E^e 
l'action  sera  plus  petite. 

D'après  cela,  soient  : 

m  la  masse  d'un  point  du  système; 

X,  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  des  forcrr^es 
instantanées  qui  lui  sont  appliquées,  considérées  comc~sae 
des  forces  continues  ; 

(—-  )    sa  vitesse  avant  l'action  de  ces  forces  ; 
dt  j. 

—  sa  vitesse  après  l'action  de  ces  forces  ; 


t^  l'époque  à  laquelle  l'action  commence; 
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6  U  durée  très-courte  de  raction  ] 

ixy  9jr^  3z  les  projections  d'un  déplacement  virtuel 
oompatible  avec  les  liaisons. 

Si  Ton  applique  le  principe  de  d'Alemberl  et  celui  des 
vitesses  virtuelles  au  mouvement  communiqué  par  les 
forces  instantanées,  on  arrive,  par  une  simple  intégration, 
à    Téquation  générale 

2|-H-"(i).-X"^'HvU- 

dans  laquelle  le  signe  \*  indique  une  somme  relative  à 

tous  les  points  du  système. 

Cette  équation  est  semblable  à  celle  qui  représente  K\ 
mouvement  d'un  système  de  points  matéiiels  sollicités  par 
des  forces  continues,  si  ce  n'est  que  les  forces  cflectives 
sont  remplacées  par  les  quantités  de  mouvement  commu- 
niquées. Les  vitesses  communiquées  se  comportent  donc, 
dans  Teffet  des  forces  instantanées,  comme  les  accéléra - 
tloDs  dans   reflet  des  forces  continues.  En  particulier, 
lorsqu'une  force  instantanée  agit  sur  un  corps  solide,  la 
quantité  de  mouvement  produite  est  celle  qui  serait  com- 
muniquée, si  toute  la  masse  du  corps  était  réunie  au  cen- 
tre de  gravité,  et  que  la  force  fût  appliquée  sur  ce  poiut. 
C'est  à  cause  de  cette  analogie  que  l'on  prend  pour 
mesure  d'une  force  instantanée  la  quantité  de  mouvement 
qu'elle  produirait  en  agissant  sur  un  corps  libre. 

Quandon  étudie  le  mouvement  de  deux  corps  solides  qui 
viennent  à  se  choquer,  on  peut  déterminer,  pour  chaque 
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corps,  le  mouvement  communiqué  au  centre  de  gravité,  ei 
les  vitesses  de  rotation  produites  autour  des  axes  princi- 
paux d'inertie  relatifs  à  ce  point.  L'équation  générale  qu. 
résulte  du  principe  de  d'Âlembert  combiné  avec  celui  de 
vitesses  virtuelles  suffit  pour  celte  détermination,  quan< 
la  force  du  choc  est  connue;  car,  jointe  aux  équations  d 
liaisons,  elle  donne  six  équations  distinctes  pour  chaqui 
corps,  et  le  mouvement  d'un  corps  solide  dépend  en  effe 
de  six  variables  :  trois  vitesses  de  translation  et  trois  vi 
tèsses  de  rotation.  Si  Ton  veut  déterminer  la  force  di 
choc  en  fonction  des  vitesses  qui  animent  les  corps  im 
médiatement  avant  leur  rencontre,  il  faut  se  procurer  un 
nouvelle  équation,  en  exprimant  qu'à  la  fin  de  la  pre 
mière  période  du  choc,  c*est*à-dire  à  l'instant  où  les  corp 
cessent  de  se  comprimer  et  commencent  à  reprendre  leu 
forme  première,  la  vitesse  du  point  de  contact,  estimé 
suivant  la  normale  commune  aux  deux  surfaces,  est  1 
même,  soit  qu'on  regarde  ce  point  comme  appartenan 
à  l'un  des  corps,  soit  qu'on  le  considère  comme  apparte 
nant  à  l'autre. 

1.   Déterminer  ta  vitesse  d'un  projectile  à  l'aide  d 
pendule  balistique. 

Le  pendule  balistique  se  compose  d'une  forte  pièce  d 
bois,  suspendue  par  des  tiges  de  fer  à  un  axe  horizonta 
autour  duquel  elle  peut  osciller  librement.  Le  pendul 
étant  en  équilibre,  on  dirige  horizontalement  une  bail 
sur  la  pièce  de  bois;  la  balle  entre  dans  la  pièce,  s'y  fii 
et  communique  au  pendule  des  oscillations  dont  l'ampli 
tude  est  propre  à  faire  connaître  la  vitesse  de  la  balle 
l'instant  du  choc. 

Considérons  le  pendule  joint  à  la  balle  qui  s'y  est  fixée 

Soient  : 

M  la  masse  du  système  formé  par  les  deux  corps; 
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A  le  rayon  de  giration  autour  de  Taxe  de  suspension  ; 
(ù  la  vitesse  angulaire  à  la  fin  du  choc; 
b  la  hauteur  dont  le  centre  de  gravité  s*élève  pendant 
f  21  première  demi-oscillation  ; 
m  la  masse  de  la  balle; 

V  la  vitesse  qui   Tanimait  immédiatement  avant  le 
^rlioc; 

a  la  distance  de  Taxe  à  la  direction  de  cette  vitesse. 
La  quantité  de  mouvement  que  possède  la  balle  im- 
rmédiatement  avant  le  choc  a,  par  rapport  à  Taxe  de  sus- 
pension, un  moment  égal  à  mai'.  La  quantité  de  mouve- 
nient  qui  anime  le  système  immédiatement  après  le  choc 
a,  par  rapport  au  même  axe,  un  moment  égal  à  M  A 'eu. 
des  deux  moments  doivent  être  égaux;  donc 

mav  —:  MX-'ft>. 

U  en  résulte  que  la  force  vive  du  système  à  la  fin  du 
<^hocest  exprimée  en  fonction  de  ^  par  la  relation 


MX' 


Cette  force  vive  s'épuise  tout  entière  pendant  la  pre- 
DÛère  demi -oscillation;  par  suite,  elle  est  égale  en  valeur 
nomérique  au  double  du  travail  de  la  pesanteur  pendant 
le  même  temps,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

d'où 

ma  ^    ^ 

Cette  dernière  formule  résout  la  question  proposée; 
niais  il  sera  préférable  d'exprimer  la  vitesse  de  la  balle 
en  fonction  de  quantités  faciles  à  observer. 
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Soient  T  la  durée  commune  des  petites  oscilUtions  que 
le  pendule  exécute  quand  la  balle  s'y  est  fixée; 

0  Tamplitude  d'une  demi -oscillation  supposée  très- 
petite  ; 

c  la  corde  de  Tare  parcouru  par  le  centre  de  gravité 
dans  une  demi-oscillation; 

P  le  poids  de  la  balle  et  du  pendule  réunis; 

h  la  distance  du  centre  de  gravité  de  ces  deux  corps  à 
Taxe  de  suspension  ; 

p  le  poids  de  la  balle. 

On  aura 

T  =:  -— zr>       c  =  2hsin  -9=^  J2hb , 

et,  par  conséquent  (A). 

v=- —  T. 
vap 

Pour  que  Taxe  n'éprouve  aucune  percussion,  on  diri- 
gera la  balle  sur  le  centre  d'oscillation.  Si,  de  plus,  la 
balle  vient  se  fixer  dans  le  plan  passant  par  Taxe  et  par 
le  centre  de  gravité,  la  durée  des  oscillations  ne  serap*s 
altérée  par  l'addition  du  nouveau  corps,  seulement  k 
centre  de  gravité  sera  légèrement  abaissé. 

On  peut  encore  déterminer  la  vitesse  initiale  d'un  pro- 
jectile, en  suspendant  l'arme  à  feu  en  forme  de  pendule 
dans  une  position  horizontale,  et  observant  les  oscilla^ 
tions  produites  par  la  réaction  de  la  décharge.  Cette  mé^ 
thode  est  souvent  préférée,  ou  combinée  avec  la  première.^ 
Les  formules  reslent  les  mêmes,  si  ce  n'est  que  les  quan^ 
tités  M,  Ar,  A,  P  se  rapportent  alors  au  pendule  diminué 
de  la  charge. 
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Le  peDdulc  balistique  a  été  inventé  en  i  j4^^  par  Robiiis 
Jfew  Principles  of  gunner)').  Les  expériences  les  plus 
âèbres,  entreprises  pour  déterminer  avec  cet  appareil 
a  vitesse  des  projectiles  de  guerre,  furent  exécutées  de 
783  à  179I5  à  Wooiwich,  sous  la  direction  de  Hutton. 
y  après  ces  expériences,  la  vitesse  initiale  d'un  boulet 
Le  a4  livres  est  ordinairement  comprise  entre  5oo  et 
roo  mètres  par  seconde  ;  celle  d'une  balle  lancée  par  un 
iisil  d'infanterie  est  de  4oo  à  5oo  mètres,  et  celle  d'une 
Jombc  est  d'environ  3oo  mètres. 

2.  Un  corps  de  masse  M  tourne  autour  d'un  ajccfixe 
avec  la  vitesse  angulairetù^  un  autre  corps ^  de  masse  //i, 
d'élasticité  e,  et  animé  de  la  vitesse  i',  vient  à  le  heurter 
perpendiculairement  sur  une  face  plane  qui  passe  par 
l^axe  de  rotation.  Il  s* agit  de  déterminer  la  force  du 
choc,  le  changement  produit  dans  les  vitesses,  et  de 
trouver  le  point  où  doit  frapper  le  corps  m  pour  quil 
luisait  communiqué  la  plus  grande  vitesse  possible. 

Soient  : 

Â,  le  rayon  de  gi ration  du  corps  M  autour  de  Taxe  de 
rotation  ^ 

a  la  distance  du  point  de  choc  à  cet  axe; 

B  la  force  du  choc  ^ 

u^  la  vitesse  angulaire  du  corps  M  immédiatement  après 
lecbocj 

t^  la  vitesse  du  centre  de  gravité  du  corps  m  au  munie 
iosUnt. 

Les  vitesses  seront  toutes  comptées  positives  dans  le 
KDs  du  mouvement  qui  anime  au  commencement  du  choc 
It  point  du  corps  M  qui  reçoit  la  percussion. 

La  quantité  de  mouvement  communiquée  et  la  force 
do  cboc  doivent  se  faire  équilibre  sur  chacun  des  deux 
corps, en  tenant  compte  de  la  liaison  qui  oblige  le  corps  M 
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bille  de  billard,  mise  en  mouvement  par  ua  coup  de  queue 
incliné,  tendant  à  appuyer  la  bille  sur  le  tapis,  et  doTiiie 
sur  un  point  quelconque  du  mobile. 

Nous  conserverons  la  notation  du  problème  cité,  <?» 
prenant  le  plan  vertical  des  xz  parallèle  à  la  direction  d'^ 
coup  de  queue.  De  plus,  nous  nommerons  : 

B  la  force  du  coup  de  queue; 

CL  Tinclinaison  de  celle  force  sur  Thorizon; 

h  la  distance  horizontale  du  centre  de  la  bille  au  plj^  ^^ 
vertical  du  choc,  cette  distance  étant  positive  quand  — — -^^ 
plan  est  à  droite  du  centre  par  rapport  au  joueur; 

h  la  plus  courte  dislance  entre  la  direction  de  la  forc::;^^*^ 
et  l'horizontale  menée  par  le  centre  perpendiculairemei^^B^l 
au  plan  vertical  du  choc,  cette  distance  étant  positif  ve 
quand  la  direction  de  la  force  passe  au-dessus  de  l'hor  i- 
zontaledu  centre. 

Enfin,  nous  représenterons  par  F,  et  F^  les  comp       o- 
sanles  de  la  force  instantanée  de  frottement  qui  se  dé^i^e- 
loppe  entre  la  bille  et  le  tapis,  dirigées  suivant  les  9c^mes 
horizontaux  des  x  et  des  y. 

Écrivant  que  les  quantités  de  mouvement  commun:^/, 
quées  font  équilibre  aux  forces  instantanées,  on  obtiem 
les  équations  .^ 

M  «0  =^  B  cosa  -h  Fx, 
Mc'o  —  F,, 

(A)  ^.  p  iMp^y^p  :zr  —  B/i  sina  H-  pFj., 

[  |Mp»7o  =  BX-pF,. 

Il  s'agit  de  calculer,  à  l'aide  de  ces  relations,  les  V2*' 
leurs  des  composantes  a  et  6  de  la  vitesse  rectiligne  Gu^-^^ 
suivant  les  axes  des  x  el  des  y,  exprimées  en  fonction  (I  ^** 
forces  B,  F^^  et  F^. 
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Or  on  a  trouvé  (p.  1949  197)  les  expressions 

et  il  est  aisé  de  calculer  les  valeurs  des  seconds  membres 
en  fonction  des  forces,  puisque  les  équations  (Â)  Honnenl 
immédiaiement  les  valeurs  de  u^,  i^'o)  Po  et  qo.  On  ob- 
tient 

5  B  p  cosa  H-  /•        ,        5  B  /i  sin a 
7  M         p  7  M      p 

Ces  valeurs  étant  indépendantes  de  F,  et  de  F^,  le 
théorème  est  démontré. 

Pour  que  la  bille  ne  dévie  pas  de  la  direction  du  coup, 
il  faut  que  b  soit  nul,  ce  qui  exige  que  l'on  ait  a  =  o,  ou 
bien  A  =  o. 

Ainsi,  la  bille  nira  en  ligne  droite  dans  la  direction 
de  la  queue  qu  autant  que  cette  direction  sera  hori- 
zontale i  ou  bien  y  si  elle  ne  Pest  pas  y  qu  autant  que 
le  plan  vertical  du  choc  passera  par  le  centre  de  la 
bille. 

Dans  les  autres  cas,  le  signe  de  b  indique  de  quel  côté 
marchera  la  bille  dans  son  état  final.  On  voit  que  la 
bille  se  dévie  de  la  direction  du  choc  en  se  portant  du 
côté  ou  elle  a  été  frappée. 

On  peut  dire  quelque  chose  de  plus  précis  encore  sur  la 
direction  du  mouvement  recliligne.  Car,  si  Ton  nomme  / 
la  distance  du  tapis  au  point  011  la  direction  du  choc  va 
percer  le  plan  vertical  mené  par  le  centre  perpendiculai- 
rement au  plan  vertical  du  choc,  on  a 


d', 


/  :=  (/ —  p)  COSai 


OU 


5  B  /ces a 

^?  =:  —  — -  > 

7  M      p 
II.  a«  toiT.  18 
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bille  de  billard,  mise  en  mouvement  par  ua  coup  de  queue 
incliné,  tendant  à  appuyer  la  bille  sur  le  lapis,  et  donné 
sur  un  point  quelconque  du  mobile. 

Nous  conserverons  la  notation  du  problème  cité,  eu 
prenant  le  plan  vertical  des  xz  parallèle  à  la  direction  di 
coup  de  queue.  De  plus,  nous  nommerons  : 

B  la  force  du  coup  de  queue; 

a  Tînclinaison  de  cette  force  sur  Thorizon; 

h  la  distance  horizontale  du  centre  de  la  bille  au  plar  ^^ 
vertical  du  choc,  cette  distance  étant  positive  quand  ^^^e 
plan  est  à  droite  du  centre  par  rapport  au  joueur; 

k  la  plus  courte  distance  entre  la  direction  de  la  for^^^^ 
et  l'horizontale  menée  par  le  centre  perpendiculaireme.7-     „^ 
au  plan  vertical  du  choc,  cette  distance  étant  posili^^  ^^ 
quand  la  direction  de  la  force  passe  au-dessus  de  l'ho  ^d^ 
zontaledu  centre. 

Enfin,  nous  représenterons  par  F,  et  F^  les  compo- 
santes de  la  force  instantanée  de  frottement  qui  se  déve- 
loppe entre  la  bille  et  le  tapis,  dirigées  suivant  les  axes 
horizontaux  des  x  et  des  y.  * 

Ecrivant  que  les  quantités  de  mouvement  communi- 
quées font  équilibre  aux  forces  instantanées,  on  obtier&t 
les  équations  ^ 

M  «0  =-  B  cosa  -+-  F,,  ' 

(A)  /  2  jvip2^^~  _  B/isinaH-pFj.,  '^^ 


Il  s'agit  de  calculer,  à  l'aide  de  ces  relations,  les  "va- 
leurs des  composantes  a  et  6  de  la  vitesse  rectiligne  fiu^'^ 
suivant  les  axes  des  x  et  des  y,  exprimées  en  fonction  <1^'® 
forces  B,  F^^  et  F^. 
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Or  on  a  trouvé  (p.  194,  197)  les  expressions 

et  il  est  aisé  de  calculer  les  valeurs  des  seconds  membres 
en  fonction  des  forces,  puisque  les  équations  (Â)  donnent 
immédiatement  les  valeurs  de  i^^,  Mq)  Pu  et  qo.  On  ob- 
tient 

5  B  p  cosa  -h  A       ,        5  B  /i  sin  a 
a  z=i ' 9      01= • 

7  M         p  7  M      p 

Ces  valeurs  étant  indépendantes  de  F,  et  de  F^,  le 
théorème  est  démontré. 

Pour  que  la  bille  ne  dévie  pas  de  la  direction  du  coup, 
il  faut  que  b  soit  nul,  ce  qui  exige  que  l'on  ait  a  =  o,  ou 
bien  h  =  o. 

Ainsi,  la  bille  nira  en  ligue  droite  dans  la  direction 
de  la  queue  qu  autant  que  cette  direction  sera  hon- 
zontalei  ou  bien,  si  elle  ne  Pest  pas,  qu^ autant  que 
le  plan  vertical  du  choc  passera  par  le  centre  de  la 
hiUe. 

Dans  les  autres  cas,  le  signe  de  b  indique  de  quel  côté 
marchera  la  bille  dans  son  état  final.  On  voit  que  la 
bille  se  dévie  de  la  direction  du  choc  en  se  portant  du 
côté  oà  elle  a  été  frappée. 

On  peut  dire  quelque  chose  de  plus  précis  encore  sur  la 
direction  du  mouvement  rectiligne.  Car,  si  Ton  nomme  / 
la  distance  du  tapis  au  point  oti  la  direction  du  choc  va 
percer  le  plan  vertical  mené  par  le  centre  perpendiculai- 
rement au  plan  vertical  du  choc,  on  a 

/•=:(/ —  p)  COSai 

d'où 

5  B  /cosa 

^?  =:  -  -  -  -  t 

7M        p 

II.  a«  «OIT.  18 
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et,  par  suite, 

b  h 


a        /cota 

Cette  dernière  relation  montre  que  la  direction  fina 
de  la  bille  est  parallèle  à  la  ligne  qui  va  de  son  poil 
d^ appui  au  point  oii  la  direction  du  choc  perce  le  tapi 
Il  en  résulte  que  la  bille  finit  par  reculer ,  si  la  ligi 
du  choc  perce  le  tapis  en  deçà  du  point  d^ appui. 

CoRiOLis,   Théorie  math,  des  effets  du  jeu  de  billard^  c.  VII 

4.  Si  Von  conçoit  que  les  liaisons  d^un  système  ù 
points  matériels  en  mouvement  soient  changées  à  u 
instant  donnée  ou,  pour  mieux  dire,  dans  un  intentai 
de  temps  très- courte  la  somme  des  forces  vivres  acquist 
aidant  cet  instant  surpassera  celle  qui  aura  lieu  immi 
diotement  après,  d'une  quantité  égale  à  la  somme  d* 
forces  vivres  correspondantes  aux  vitesses  perdues  dat 
le  passage  du  premier  état  du  système  au  seconi 
Démontrer  ce  théorème. 

On  entend  par  vitesse  perdue  pour  chaque  point 
vitesse  qui,    composée  avec  celle  que  possède  le  poîi 
après  le  changement  des  liaisons,  donne  pour  résultan 
la  vitesse  du  point  avant  le  changement  des  liaisons. 

On  suppose  les  liaisons  exprimées  par  des  équatioi 
entre  les  coordonnées  des  différents  points,  qui  ne  coi 
tiennent  pas  le  temps  explicitement. 

Observons  d'abord  qu'il  est  généralement  impossib 
qu'une  nouvelle  liaison  s'établisse  instantanément-,  ma 
qu'il  faut  un  certain  temps  6  pour  que  le  système  paj 
vienne  à  l'état  où  il  véiifiela  liaison  nouvellement  ir 
troduite,  ce  temps  pouvant  d'ailleurs  être  imaginé  aus 
petit  qu'on  le  voudra. 

En  effet,  soit 

L  =  o 
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l'équation  qui  exprime  une  nouvelle  liaison  introduite  à 
l'époque  Ïq. 
Lorsque  cette  équation  est  satisfaite,  on  a 

2/c/L  lix       dh  fir      dL  flz\  
\d^  di  '^'d^  'lû'^lh  7ij  ~ ^' 

X,  jr,  z  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 

système,  et  le  signe  ^  indiquant  une  somme  relative  à 

tous  les  points.  Or,  si  Ton  nomme  «,  ft,  c  les  compo- 
santes de  la  vitesse  du  point  (x^y^  z)  suivant  les  axes, 
à  l'époque  ^o?  il  est  clair  qu'on  n'aura  pas,  eu  général, 

2/r/L  dh  ,        dh  \ 

\dx  dx  dz    I 

puisqu'il  n'existe  aucune  relation  entre  la  fonction  L  et 
les  vitesses  a,  £,  c.  Donc  il  faut  admettre  que  la  liaison 
L  =  o  n'est  point  satisfaite  à  Tépoque  fo*  niais  seulement 
aune  époque  postérieure  ^0  *f-  ^• 

On  voit  encore  cela  d'une  autre  manière,  en  observant 
que  les  réactions  occasionnées  par  Tintroduclion  de  la 
liaison  nouvelle  ne  peuvent  changer  la  vitesse  et  la  direc- 
lïon  du  mouvement  de  quantités  finies  pendant  un 
temps  nul. 

Pour  représenter  analytiquement  les  phénomènes  qui 
s  accomplissent  pendant  l'intervalle  de  temps  0,  il  faut 
concevoir  que,  à  partir  de  l'époque  /©,  jusqu'»n  l'époque 
'o-ffl,  la  fonction  donnée  L,  au  lieu  d'être  égale  à  zéro, 
sou  égale  à  une  fonction  de  /  assujettie  à  ces  conditions  : 
^e  s'annuler  aux  époques  f^,  t^-^O^  d'avoir  sa  dérivée 
nulle  pour  l'époque  f  0 -1- 9  et  numériquement  égale  à  la 

somme  V  l—.a^—-b-\ ^  c\  pour  l'époque  /©  (*)• 

«^  )  Par  exemple,  s*il  s^agit  d'un  point  libre  qui  tout  à  coup  se  trouve 

18. 
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Cela  posé,  venons  à  la  démonstration  du  tbéi 
Pendant  le  temps  très-court  d,  nous  pouvons  nëgli 
forces  continues  qui  sollicitent  les  points  du  sy 
vis-à-vis  des  forces  intantanées  qui  naissent  des  li 
nouvelles;  nous  pouvons  aussi  négliger  les  quantité 
petites  dont  varient  l^es  coordonnées  des  diiTéreuts 
pendant  le  même  temps,  vis-à-vis  des  variatio 
vitesses. 

Ainsi,  pendant  le  temps  d,  Téquation  du  mouvem 

et  les  déplacements  virtuels  âx,  dy^  Sz  peuven 
considérés  comme  constants. 

Intégrons  cette  équation  entre  les  limites  t^^  tf,  - 
nommons  ai,  ^i,  c*i  les  composantes  de  la  vitei 
point  m  à  1  époque  ^o  -H  9.  Il  vient  d^abord 

2  fn  [(«•  —  fl)  ^x  -+-  ( ^r,  —  ^) o>  H-  (c,  —  c)  3z]  = 

Actuellement,  si  nous  prenons  pour  déplacement 


lie  à  l'origine  da  coordonnées  par  une  tige  rigide  et  sans  niasse, 
autour  de  Toriginc.  Alors,  en  désignant  parx,,  r«»  «,  les  coordoi 
point  mobile  à  Tépoque  I,,  Téquation  de  liaison  sera 

X'  -+-J'»  H-  «'  —  ( JrJ  H-  r ;  H-  sj  )  =  o. 

Mais,  pendant  le  temps  très-court  qui  sépare  les  deux  époques  /«  < 
on  aura  une  équation  telle  que  celle-ci, 

La  fonction  de  f  qui  figure  au  second  membre  représente  1 
quantité  dont  varie  le  carré  de  la  longueur  de  la  tige,  en  vertu  d< 
ticité  du  corpH.  Dans  la  question  qui  nous  occupe,  il  n'est  pas  pc 
supposer  les  corps  tout  à  fait  incompressibles,  sinon  on  serait  fore 
mettre  des  percussions  inlinies,  et  le  calcul  n'aurait  plus  de  sens. 
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taels  les  déplacements  effectifs  aidt^  b^dt^  c^dt^  nous 
obtenons,  en  divisant  par  dt^ 

^m{(a^  —a)ax  -^(bi--  b)bi  4- (c,  —  i:)c,]  =  0, 

ou,  ce  qui  est  identiquement  la  même  équation, 

^m{n'  -*-  A»  -4-  c»)  —  ^m  [a]  -^  AJ  4-  c]) 

—  ^'n[[a-  /i,)^  -+-  (^^  -  ^,)'  -*-  (c  -  c,Y], 

Or  cette   dernière  formule  exprime   précisément  le 
tliéorème  qu'il  s'agissait  de  démontrer  (*). 

Corollaire  I.  —  Supposons  qu'à  l'époque  f©  -+-  0,  on 
ajoute  encore  de  nouvelles  liaisons 

L'  =  o,..., 

qui  laissent  subsister  les  premières.  Désignons  par  d'  le 
temps  très-court  qui  s'écoule  avant  que  ces  nouvelles 
liaisons  soient  satisfaites^  et  par  a,,  £,,  c^  les  compo- 
santes de  la  vitesse  du  point  m  à  l'époque  /o -4-^-4-0'. 
Koas  aurons  de  même 

=  ^m[(a,  —  a,y  +  (*,  —  6,)'  +  {c,—e,y\, 
^••5  par  suite, 

Jm  (a»  +  *'  +  c')  -  2 m  {a\  -+-  ft^  +  c\) 


V  )  Cette  démonstration  nous  a  été  indiquée  par  M.  Sturm. 
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Mais  nous  aurions  pu  intégrer  réqualion  du  mou-  ^ 
vement  (A)  par  une  seule  opération  entre  les  limites  ^^ 
foî  'o-f-ô-f-ôS  et  prendre  ensuite  pour  déplacements^^ 
virtuels  les  déplacements  eflectifs  dans  Tétat  final,  savoir:^>  ^' 
Oidty  b^dt^  Cfdt'^  par  ce  calcul  nous  aurions  obtenu  Té —  ^^^ 
quation 

2  '^z  («'  -f-  ^^^  -^  c')  —  2  '^  (''î  -*-  ^î  -+-  ^î  ) 

= 2^^'  f^""  ~  ''')'  ^  (^  -  ^=)'  ^  ("^  "■  ^^'''^• 

D'après  cela,    nous  pouvons  énoncer  la  propositî^     on 
suivante  : 

Des  points  matériels  en  mouifement ,  soumis  à  m. /^j 

liaisons  indépendantes  du  temps,  ayant  certaines    -^3;/- 
tesses  acquises  à  un  instant  donnée  si  Von  conçoit  (^  ^l'à 
cet  insta nton  ajoute  successiv^emen t  aux  liaisons  donrx 4es       ^ 
un,  deux^  trois,.,,  systèmes  de  nou\f elles  liaisons  ir9.de-       *= 
pendantes  du  temps ^  et  que  Von  considère  la  série  des       --^ 
vitesses  qu'e  prendra  chaque  point  dans  les  états  succès-  ■= 

sifs  du  système,  t  excès  de  la  somme  des  forces  vivres  de         < 
ce  système  dans  son  état  primitif  sur  la  somme  des  force  s         '^' 
villes  qu'il  possédera  dans  son  dernier  état,  pour  lequel       "• 
le  nombre  des  liaisons  est  le  plus  grand,  sera  égale,  soi^       ^^ 
à  la  somme  des  forces  vivres  correspondantes  aux  v*' 
tesses  perdues  dans  le  passage  immédiat  du  premier  ét^^^ 
au  dernier,  soit  encore  à  la  somme  des  forces  vives  co^' 
respondantes  aux  vitesses  perdues,  en  supposant  q^^ 
le  système  passe  successivement  de  son  premier  état  ^^^ 
second,  puis  du  second  au  troisième,  et  ainsi  de  su^  *^      ï 
jusquau  dernier. 

Corollaire  II.  —  Le  théorème  qui  [nous  occupe  cos^' 
prend,  comme  cas  particulier,  le  théorème  de  Carr^ot 
sur  la  perte  de  force  vive  produite  par  le  choc  des  co^'P* 
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dépourvus  d'élasticité  -,  car  ce  choc  peut  être  considéi*é 
comme  résultant  de  Tintroduction  de  nouvelles  liaisons, 
par  lesquelles  les  corps  sont  assujettis  à  se  toucher  deux 
à  deux  en  des  points  déterminés. 

Il  comprend  encore  ce  théorème  de  Coriolis  (*)  :  La 
somme  des  forces  vives  d'un  système  de  points  maté'^ 
rîelsy  à  une  époque  quelconque  de  leur  mou\*emcnty  est 
égale  à  la  somme  de  forces  vives  que  prendraient  ces 
points^  si,  étant  animés  de  leurs  vitesses  actuelles,  ils 
'Venaient  à  former  à  cet  instant  un  système  défigure 
ini^ariable  assujetti  aux  mêmes  liaisons  qu  auparavant, 
plus  la  somme  des  forces  vives  qu  auraient  ces  points 
en  ^ertu  des  seules  vitesses  relatives  par  lesquelles  ils 
s^ écartent  des  positions  qu'ils  occuperaient  dans  le  sjrs^ 
tème  solidifié. 

Citons  aussi,  comme  conséquence  immédiate  de  la 
théorie  qui  nous  occupe,  ce  théorème  de  Lagrange  [**)  : 
La  force  vive  initiale  communiquée  par  des  percussions 
à  un  corps  solide,  mobile  autour  d'un  point  fixe,  est 
plus  grande  ou  plus  petite  que  la  force  vive  qui  serait 
communiquée  au  corps  par  les  mêmes  percussions,  s'il 
était  assujetti  à  tourner  autour  d^un  axe  différent  de 
Vaxe  spontané.  La  théorie  actuelle  va  plus  loin  ;  elle 
nous  montre  que,  dans  la  rotation  autour  de  Taxe  spon- 
tané, la  force  vive  est  toujours  un  maximum  et  jamais  un 
minimum  (***). 

SnmXy  Comptes  rendus  de  l^Jcad,  des  Sciences  de  Paris  y 
t.  XIII,  1841,  2«  sem.,  p.  1046. 

M.  J.  Bertrand  a  donne  une  démonstration  géomé- 

(*)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XXIV®  Cahier,  p.  93. 
{**^  Mécanique  analytique,  II«  partie,  secl.  m,  §  37. 
(***)  M.  DelauDay  a  fait  le  premier  cette  distinction  entre  le  maximum 
cUeminimam  (Journal  de  M,  Liouville,  t.  V,  p.  a55;  i84o). 


/ 
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trique  et  très-simple  du  mêiue  théorème,  dans  les  Compi 
rendus  de  l*uécadémie  des  Sciences  de  Paris,  décei 
bre  i856. 

5.  Un  cylindre  homogène,  dont  l'axe  est  fixé  da 
une  position  horizontale,  tourne  ai^ec  une  vitesse  do 
née  Cl),  en  enroulant  un  fil  inextensible  et  sans  musse  ^ 
porte  un  point  matériel  de  poids  P.  Ce  point  est  d*abo 
soutenu  au-dessous  du  cylindre  à  une  distance  de  Va, 
égale  à  i,  en  sorte  que  le  cylindre  h*éprou\fe  aucu 
résistance  tant  que  la  longueur  du  fil  qui  n'est  poi 
enroulé  est  supérieure  à  cette  distance.  On  demande 
déterminer  cette  distance  h,  de  manière  que  la  wta 
du  système  soit  épuisée  à  l'instant  précis  où  le  poi 
matériel  vient  toucher  la  surface  du  cylindre,  et  d'as 
gner,  dans  ce  cas,  la  durée  de  l'ascension  du  point. 

Soient  a  le  rayon  du  cylindre,  m  sa  masse  et  k  s 
rayon  de  gi ration  autour  de  Taxe. 
On  trouve 

^-     -7p r^ 

2  P  (  -  fl'  -f-  W/'  I 

et  la  durée  de  l'ascension  est  — --• 

6.  T/n  cylindre  homogène,  dépourv^u  d^ élasticité,  roi 
sans  glisser  sur  un  plan  incliné,  lorsquil  rencontre 
second  plan  parallèle  à  son  axe  et  sur  lequel  tout  gi 
sèment  est  impossible.  Déterminer  la  limite  infériei 
de  l'angle  dièdre  des  deux  plans  au  delà  de  laque 
l'ascension  du  cylindre  sur  le  second  plan  ne  peut  av 
lieu;  et  y  dans  le  cas  ou  cette  limite  n'est  pas  attein 
troui^er  la  vitesse  ai^ec  laquelle  le  cylindre  commence 
monter, 

La  limite  cherchée  est  -• 
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Si  l'on  nomme  a  Tangle  des  deux  plans,  u  la  vitesse  de 
Taxe  du  cylindre  immédiatement  avant  la  rencontre  du 
second  plan,  et  t^  la  vitesse  de  cet  axe  immédiatement 
après  la  rencontre,  on  trouve 


I  —  2  cosa 

V  =. u. 


7.  Un  corps  glisse  sur  un  plan  incliné  auec  une  vitesse 
connue,  lorsqu'il  rencontre  sur  le  plan  une  petite  saillie 
qui  met  obstacle  au  glissement.  Déterminer  la  force  du 
choc  et  le  moui^ement  communiqué,  en  supposant  que  la 
direction  du  choc  soit  située  dans  un  plan  perpendicu- 
laire au  plan  incliné  et  qui  diyise  le  corps  en  deux  parties 
symétriques. 

n  suffit  de  considérer  le  système  en  projection  sur  le 
plan  de  symétrie,  car  les  vitesses  communiquées  seront 
parallèles  à  ce  plan. 

Soient  m  la  masse  du  corps,  a  la  longueur  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  sou  centre  de  gravité  sur  le  plan, 
h  la  distance  du  pied  de  cette  perpendiculaire  à  la  saillie 
lors  de  la  i encontre,  k  le  rayon  de  gi ration  du  corps  au- 
tour de  son  centre  de  gravité,  e  l'élasticité,  u  la  vitesse 
immédiatement  avant  le  choc,  R  et  S  les  composantes  de 
la  force  du  choc  suivant  une  perpendiculaire  et  une  pa- 
rallèle au  plan  incliné,  i/'  et  v'  les  composantes  de  la  vitesse 
dti  centre  de  gravité  à  la  Gn  du  choc  suivant  les  mêmes 
directions,  o)'  la  vitesse  de  rotation  du  corps  à  la  fin  du 
cboc  autour  de  son  centre  de  gravité. 

On  trouve 

R  __        S       _    mu{\  -\-e) 

n'  ./  «'  u 


U'r-e)ab        a^ ^  e(b' -i-  k')         (i-he)a        «^ -h  Z^' -h  it' 
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8.  Une  tige  dépourvue  d^ élasticité^  qui  se  meut 
rallèlement  à  elle-même  sur  un  plan  horizontal  p ai 
tement  uni,  vient  heurter  contre  un  axe  fixe  per\ 
diculaire  au  plan.  Déterminer  la  force  du  choc  e 
position  de  la  tige  à  un  instant  quelconque  après  la 
cussion,  en  négligeant  les  frottements. 

Soient  m  la  masse  de  la  tige,  k  son  rayon  de  gira 
autour  du  centre  de  gravité,  u  la  vitesse  avant  le  c 
c  la  distance  du  centre  de  gravité  au  point  de  la  tige 
reçoit  le  choc  et  B  la  force  du  choc.  Rapportons  le  ce 
de  gravité  à  deux  axes  coordonnés  rectangulaires  < 
OY  dont  Torigine  soit  au  pied  de  Taxe  fixe,  le  prei 
étant  dirigé  vers  le  centre  de  gravité  à  Tinstant  du  c 
et  le  second  du  côlé  où  la  tige  tend  à  s'avancer.  Désigi 
par  a  Tangle  que  la  direction  du  mouvement  avai 
choc  fait  à  Taxe  OY,  cet  angle  étant  positif  du  côt 
OX,  et  nommons  0  Fangle  dont  la  tige  a  tourné  dai 
sens  de  rotation  qui  amène  OX  versOY. 

L'origine  du  temps  étant  à  Tinstant  du  choc,  il  viei 

mk'^ucosoL 
c'a  CCS  a  ^        citcosa. 

9.  Deux  billes  B  etC  reposent  sur  un  plan  horii 
tal  et  sont  en  contact.  Trouver  la  direction  dans 
quelle  une  troisième  bille  A,  qui  se  meut  sur  le  m 
plan^  doit  venir  frapper  la  bille  B,  pour  que  celi 
parte  dans  une  direction  donnée  BD.  Les  trois  b 
sont  égales,  peuvent  avoir  une  élasticité  quelconque 
se  choquent  sans  frottement. 

Soient  A,  B,  C  les  centres  des  trois  billes  à  Tins 
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da  choc,  a  Tanglc  donné  CBD,  et  0  Tanglc  cherché  des 
deux  directions  BA,  CB. 
On  trouve 

tango  =  -  tanga. 

10.  Trois  billes  égales  A,  A',  A",  de  masse  m,  d^élas- 
ticité  e,  et  qui  sont  exemptes  de  frottement^  sont  assu- 
jetties à  se  moui^oir  sur  un  même  plan  horizontal.  Les 
deux  dernières  sont  immobiles  et  se  touchent^  la  pre- 
mière ^ient  les  frapper  toutes  deux  au  même  instant, 
avec  une  vitesse  donnée  égale  à  u.  Déterminer  la  force 
du  choc  et  les  vitesses  communiquées. 

Soient  (^  la  vitesse  de  la  bille  A  immédiatement  après 
le  choc,  i^'  la  vitesse  commune  des  deux  billes  A',  A"  au 
même  instant,  et  B  la  force  du  choc  qui  a  lieu  entre  la 
bille  A  et  l'une  quelconque  des  deux  autres. 

On  trouve 

B=  y  ///(i-f-r?)  tf, 

p=  ^  (2—  36')  a,      <>'  zzz  ~-  (iH-  c)ti. 

Maclauein,  Traité  des  Jiuxions,  1. 1,  ch.  xii,  §5i5. 

11.  Démontrer  que  la  force  vii^e  perdue  dans  les 
chocs  simultanés  de  plusieurs  corps,  doués  d'une  même 

élasticité  e,  est  égale  au  produit  de par  la  force 

viue  due  aux  vitesses  perdues  (*). 

On  démontrera  ce  théorème  de  la  même  manière  que 
le  théorème  de  Carnot,  dont  il  est  la  généralisation,  en 
exprimant,  par  l'équation  des  virtuelles,  qu'il  y  a  équî- 

(*)  Voir  t.  I,  p.  a57,  probl.  5. 
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libre  entre  les  percussions  et  les  quantités  de  mouvement 
communiquées,  à  Fiustant  où  les  corps  cessent  de  se  com- 
primer et  commencent  à  reprendre  leur  forme  première. 
Pour  eflecluer  ce  calcul,  il  sufGra  d'observer  que  les  com- 
posantes des  vitesses  perdues  par  une  même  molécule, 
pendant  les  deux  périodes  du  choc,  sont  entre  elles  dans 
le  rapport  de  i  à  e. 

Duhamel,   Journal  de  l'École  Polf  technique^ 
XXIV  Cahier,  p.  I  ;  i832. 

12.  Lorsque^  dans  un  système  de  points  matériels,  les 
vitesses  varient  brusquement,  en  vertu  d^ actions  mo^ 
léculaires  déueloppées  par  les  chocs  de  quelques  parties 
du  système,  la  somme  des  moments  virtuels  des  quan^ 
tités  de  mouvement  acquises  ou  perdues  pendant  le  choc 
est  nulle ^  toutes  les  fois  que  Von  considère  des  moments 
virtuels  dans  lesquels  deux  molécules  qui  réagissent 
l'une  sur  Vautre  ont  des  vitesses  égales,  S^il  arrivt 
qu  après  le  choc  tout  point  matériel  qui  a  exercé  une 
action  moléculaire  sur  un  autre  point  se  réunisse  à  ce 
dernier^  le  principe  que  nous  venons  d'énoncer  four- 
nira toutes  les  équations  nécessaires  pour  déterminer^ 
après  le  choc^  le  moui^ement  de  toutes  les  molécules  ou 
de  tous  les  corps  dont  se  compose  le  système.  L'une  di 
ces  équations  exprimera  que  la  perte  de  forces  vii^es  esi 
égale  à  la  force  viv^e  des  vitesses  perdues. 

Ces  théorèmes  se  déduisent  aisément  de  Téquation  gé- 
nérale donnée  au  commencement  de  ce  chapitre  (p.  265). 
Cauchy,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  de  Ferussac^ 
t.  XI,  1829,  p.  119. 
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CHAPITRE  XII. 

LOIS  DES  PETITES  OSCILLATIONS. 


Proposons-nous  de  déterminer  les  petites  oscillations 
qu^exéente  un  système  de  points  matériels,  assujettis  à 
des  liaisons,  qui  a  été  légèrement  écarté  d'une  position 
d'équilibre  stable.  Nous  supposerons,  comme  d'habitude, 
les  forces  indépendantes  du  temps. 

Les  équations  de  liaisons  nous  permettent  de  dévelop- 
per (*)  les  coordonnées  des  points  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  nouvelles  variables  u,  (^,  w,  etc.,  qui  s'an- 
nulent pour  la  position  d'équilibre,  et  dont  le  nombre 
est  précisément  celui  qui  est  nécessaire  pour  fixer  la  po- 
sition des  points  en  ayant  égard  aux  liaisons.  Substituant 
ces  valeurs  dans  l'équation  générale,  si  souvent  rappelée, 
qvd  est  fournie  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles  et  le 
principe  de  d'Alembert,  puis  égalant  à  zéro  le  coeffi- 
cient de  chacune  des  variations  dii,  ^i/,  dw,  etc.,  nous 
obtenons  des  équations  différentielles  qui  représentent 
rigoureusement  le  mouvement  du  système  à  l'aide  des 

(*)  Ces  développements  pourront  s'effectuer  par  la  formule  de  Mac- 
I^QrÏD,  lors  môme  que  l'on  ne  saurait  pas  résoudre  les  équations  qui 
lic&tles  coordonnées  aux  nouvelles  variables.  En  effet,  ces  équations, 
^nt  difierentiées  plusieurs  fois  de  suite,  donneront  les  expressions  gé- 
ii^rales  des  dérivées  partielles  des  coordonnées  par  rapport  aux  nouvelles 
^^riables,  k  Taide  de  résolutions  successives  d*équations  du  premier 
^^.  Remplaçant  dans  ces  expressions  les  nouvelles  variables  par  xéro 
^tles  coordonnées  par  les  valeurs  correspondantes  à  l'état  d'équilibre 
*^le,  on  aura  les  coefficients  successifs  des  développements  cherchés. 
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nouvelles  variables,  dans  les  limites  où  les  développe- 
ments efiectués  restent  convergents. 

Ces  équations  sont  du  second  ordre^  et  ne  contiennent 
pas  de  terme  indépendant  des  variables  m,  i^,  w,  etc., 
car  elles  doivent  être  vérifiées  pour  la  position  d'équi- 
libre où  toutes  les  variables  sont  égales  à  zéro.  Les  termes 
du  premier  degré  par  rapport  à  u,  i^,  Wj  etc.,  et  par  rap- 
port aux  dérivées  de  ces  variables,  donnent  la  loi  des  pe- 
tits mouvements.  Si  l'on  néglige  tous  les  autres  termes, 
les  équations  deviennent  linéaires  à  coefficients  con- 
stants; elles  sont  d'ailleurs  sans  second  membre.  Leurs 
intégrales  s'obtiennent  par  la  méthode  connue  ;  elles  sont 
de  la  forme 

u  =  L,  sin  (  ^t  -4-  a,  )  -f-  L,  sin  (  ^t  -f-  a,  )h-  .  .  .  , 

/,\    j  V  1=  V,  L,sin(v'r,  /  -f-a,)-f-  A\L2sin{\fr\i  -h  aj)-!-.  .  . , 
I  (v=z  ^".L,  sin(v'/7^-f-ai)+  >  j  L,  sin  (  \/rï"/  -f-a,)-f-..  ., 

Lt,  Lj,...,  «15  «î,. ••5  sontdes  constantes  arbitraires  qui, 
dans  chaque  cas  particulier,  se  déterminent  par  les  don- 
nées initiales;  r,,  Tj,  etc.,  sont  des  constantes,  racines 
d'une  même  équation  algébrique,  dont  le  degré  est  égal  au 
nombre  des  variables  u,  i*,  etc.  ;  X',,  X", ,...  sont  des  coef- 
ficients constants  qui  se  déduisent  de  Tj  ;•/',,  X'^,...  sont  les 
mêmes  coefficients  dans  lesquels  rj  a  été  remplacé  par  rj. 
Soit  n  le  nombre  des  variables  m,  i',  etc.  L'expression 
de  chacune  de  ces  variables  en  fonction  du  temps  est  gé- 
néralement une  somme  de  n  termes  tels,  que  chacun 
d'eux,  pris  isolément,  représente  une  petite  oscillation 
de  même  nature  que  celle  d*un  pendule  simple.  Toutes 
ces  petites  oscillations  simples  se  partagent  eu  n  groupes^ 
pour  chacun  desquels  la  durée  de  Toscillation  est  la. 
même;  il  entre  généralement  une  oscillation  de  chacun 
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^es  groupes  dans  la  valeur  de  chaque  variable.  Le  mou- 
vement du  système  autour  de  sa  position  d'équilibre  est 
donc  composé  d^oscillations  simples  et  simultanées,  dont 
le  nombre  est  en  général  celui  des  variables  nécessaires 
pour  fixer  la  position  du  système.  C'est  en  cela  que  con- 
siste la  loi  de  la  coexistence  des  petites  oscillations,  dé- 
couverte par  Daniel  Bernoulli  (*), 

Il  y  a  plus  :  supposons  que  pour  de  certaines  données 
initiales, 

a  =  «i,         «^  =  1',,..., 

du         ,         th         , 

le  mouvement  soit  représenté  par  les  intégrales 

a  =  U, ,      c^  =  V. , . . .  ; 
que  pour  d'autres  données  initiales, 

«  =  «»?  Pr^C'j,..., 

du  ,         di>         , 

-  =  «„  j=-,,..., 

le  mouvement  soit  représenté  par  les  intégrales 

cl  ainsi  de  suite. 

Pour  les  données  initiales  qui  sont  la  somme  des  pre- 
mières, 

«  =:  tti  -f-  tt,  -f-  .  .  .  ,       t^  =3  (/,    -f-  (^a  -f-  .  .  .  ,     .  ,  .  , 
dVL 


V  )  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  1703,  p.  173.  —  Novi  Comment , 
^^^^P*,i.\l\,  1775,  p.  aSg. 
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le  mouvement  sera  représenté  par  la  somme  des  premii 
intégrales, 

tf^y, -hUj-t-...,     PzzzV, -hVa-+-...,    ...; 

car  ces  dernières  expressions  vérifient  les  équati 
diiTérenlielles  linéaires  du  mouvement,  et  se  réduii 
aux  valeurs  initiales  données,  lorsqu'on  y  fait  t=  o. 

Cette  loi  générale,  d*après  laquelle  les  petits  mot 
ments  se  superposent  sans  se  nuire,  donne  Texplicai 
d*un  grand  nombre  de  phénomènes  relatifs  aux  ondi 
lions  des  liquides,  à  Tacoustique,  à  la  lumière,  etc. 

Tous  ces  résultats  supposent  que  Ton  se  borne  à  la  [ 
mière  approximation .  Si  Ton  veut  une  détermination  j. 
exacte  du  mouvement,  on  reviendra  aux  équations  rig< 
reuses^  on  substituera,  dans  les  termes  du  second  de 
par  rapport  à  u,  ^',  etc.,  et  par  rapport  à  leurs  dérivi 
les  expressions  de  ces  quantités  en  fonction  du  temps* 
tenues  à  la  première  approximation^  puis,  néglige 
tous  les  termes  d'un  degré  supérieur  au  second,  on  a 
de  nouvelles  équations  qui  ne  différeront  des  premif 
que  par  Taddition  d'un  second  membre,  fonction  coni 
du  temps.  On  en  déduira  d'autres  valeurs  de  m,  Uj  ei 
plus  approchées  que  les  premières;  et  Ton  pourra  coi 
nuer  ainsi,  par  la  méthode  des  approximations  successif 
aussi  loin  qu'on  le  jugera  convenable. 

Revenons  à  l'étude  des  équations  des  petits  mou 
ments  et  de  leurs  intégrales,  en  nous  bornant  à  la  p 
mière  approximation. 

Soient 

X  =  Xo -h  rti  a  -h  OiV  -h  a^w  -f-. , 

z   =  3a  -f-  «*!  «  -f-  cr,  t'  -h  Cj  w  -f- .  . 
x' =:  x\-^- a\  u -^ d^v  -h  a\w  H- .  . 
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les  expressions  des  coordonnées  des  points  en  fonction 
des  n  variables  indépendantes,  limitées  au  terme  du  pre- 
mier degré. 

II  nous  faut  substituer  ces  valeurs  dans  Téquation  gé- 
Derale  du  mouvement 

et  égaler  séparément  à  zéro  les  coefficients  de  5w,  o^», 
Jiv, .... 
Nous  admettrons  que 

2(X^a:-f-Y^/-hZ52) 

est  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  cf  (w,  i',  iv, . . .) 
indépendante  du  temps. 

Nous  représenterons  par -y^j  — ^,...,  ce  que  de- 
viennent les  dérivées  secondes  de  la  fonction  (j>,  quand  on 
y  remplace  les  variables  par  zéro. 

Nous  poserons  encore,  pour  abréger, 

^w  [a\  -f-  ^î  -f-  c\]  n.-  A„      ^m  (ri, a,  -f-  ^,  ^,  -+-  c,  r,)  —  B,,,, 


Nous  abrégerons  encore  les  calculs  en  observant  que 
les  dérivées  premières  de  la  fonction  y  s'annulent  avec  les 
variables  ii,  ^, .  • .  ;  car  la  position  du  système  qui  répond 
II.  a*  ÉDiT.  19 
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à  des  valeurs  nulles  de  ces  variables  doit  ùtre  une  posi- 
tion d'équilibre  stable,  pour  qu'il  y  ail  lieu  de  recherche! 
les  petits  mouvemeuts  des  points  autour  de  cette  position 
Finalement,  nous  obtenons  les  équations  suivantes  : 

d^  Il  d'^v  d^ti' 

du^         ,    dudv  dudtv 

.     d^  V        ^      d^u       ^      d^w 

d^Oo  d^f(,  d^o^ 

di'^  dua%f  fivuiv 

d'^tv        ^      d"^  u        _      d^v 

d^Ôa                     €Î^9o                       ^'?o 
•  .  f!^   _L_     ? Êi    _1_ *  M,      I 


div^  dudiv  dvdw 


Ce  sont  là  les  équations  diflérenticlles  du  mouvemcnl 

On  peut  remarquer  que  les  coefficients  de  i^  et  de  -r— 

dans  la  première  équation,  sont  égaux  à  ceux  de  u  ci  (1^   ^^ 

-—  dans  la  seconde  équation.  Il  en  est  de  même  pour  l^^"^^ 

autres  variables  et  pour  les  autres  équations  •,  en  sor  ^^ 
que  chaque  coefficient  est  répété  deux  fois,  sauf  ceux  d— — ^-^ 
premiers  termes. 

Pour  intégrer  ces  équations,  multiplions  la  premi^^^i* 
par  l'unité,  la  deuxième  par  un  coefficient  indélermin(*    )\ 
la  troisième  par  un  autre  coefficient  indéterminé  a",     et 
ainsi  de  suile^  faisons  la  somme  des  produits,  et  écrivc^ni 
que  cette  somme  est  de  la  forme 

(  dUi       ,.  d^î^       ^^  d^w 

(  -h  r («  -f-  Mp  -f-  N(r  -f- .  .  .    --  o, 
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^   étant  uu  nouveau  coefficient  indéterminé.  Ceci  nouâ 
fournira  n  équations 

dti^         fin  dv  du  d(v 


(4) 


^  -r(A.  -4.B,,,).'  +  B..,V'-f-. . .), 
</f'  diitlv        thtiw 

dw^  dudiv        dvdiv 

z=  —  r  (A.y  -h  B,,3  4-  B,,3  V  -h  .  .  .), 


pour  déterminer  nos  n  coefficients  /',  V\. .  .1  ^"~*^  et  r. 
Nous  éliminerons  d'abord  les  coefficients  X;  il  en  résul- 
tera une  équation  en  r  du  degré  n.  Admettons  que  ses 
racines  soient  toutes  réelles,  positives  et  inégales^  dési- 
gnons-les par  r,,  /'«,...,  /*„.  En  substituant   successi- 
-vement  chacune  de  ces  valeurs  dans  les  équations  (4)9 
nous  aurons,  par  une  simple  résolution  d'équations  du 
premier  degré,  autant  de  séries  de  valeurs  correspon- 
dantes des  coefficients  i',  l'\. . .. 

Nous  représenterons  généralement  par  X' ,  ^^ , . . . ,  le 
groupe  de  coefficients  qui  répond  à  la  racine  /*,. 

Chacun  de  ces  groupes  de  valeurs,  7/  ,  Y-^...  nous 
donnera  une  série  de  valeurs  correspondantes  de  M, 
N, . . .  -  en  sorte  que  nous  aurons  n  équations  de  la 
forme  (3).  Chacune  d'elles  aura  une  intégrale  de  la 
forme 

(5)  u  -f-  Mp  -f-Nw  -f-. .  .=  Hsin(v^r  r-f-  a). 

H  et  a  sont  des  constantes  qu'on  détermine  par  les 

_     19- 
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conditions  initiales 

I«,  +  M('o  -t-  N  Wo  -f- .  . .  =r  H  sin  a, 

Les  n  équations  (5),  résolues  par  rapport  aux  v 
blés  fi,  ^9  •  •  •  )  nous  donnent  des  valeurs  de  la  forme 

/«— L,sin(v^r,/-f-a,)-i-LaSin(v/r,/-ha2)-f-L3sin(vr3f-|-a,) 
V  =:  L\  sin(v^r,  i-h  a,)-|-  L'^sin  (v>j  ^-f-  a,)  -f-L'^sin  (y/^'s'  -f-  a,)  • 
rt'=r:I/,sin(v/r,/4-a,)-f- 


Ces  valeurs  doivent  vérifier  identiquement  les  i 
lions  (a).  Or,  quand  on  les  substitue  aux  variables 
ces  équations,  et  qu'on  écrit  que  les  coefficients  de  ch 
sinus  sont  égaux  dans  les  deux  membres,  on  trou 
relations  qui  ne  difl'èrent  des  équations  (4)  que  p 

L'     L- 

changement  de  i',  X'', . . . ,  en  --^j  y^  >  •  •  •  ?  F  indice  i 

L|     L,- 

vant  prendre  toutes  les  valeurs  de  i  à  /i.  Donc 

et  par  conséquent  les  expressions  des  variables  ont 
la  forme  annoncée  (i). 

Ces  mêmes  valeurs  (i)  reportées  dans  les  équatior 
doivent  les  réduire  à  des  identités.  Il  s'ensuit  qu'en 
gnant  par  M,-,  N,-, . . .,  H,  les  valeurs  de  M,  N,, . 
qui  correspondent  à  la  racine  r^-  de  Téquation  en  r,  < 
quel  que  soit  Tindice  i, 

et  aussi,  pour  tout  indice  A'  diflérentde  /, 

(8)  i-hM4\;.-+-N4>;-h.    .=  o. 
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i .  Petites  oscillations  d^un  point  matén'el  libre^  attiré 
^uers  des  centres  fixes  en  nombre  quelconque. 

Soient  u^  i*,  wles  coordonnées  rectangulaires  du  point 
mobile,  la  position  d'équilibre  stable  étant  prise  pour 
origine. 

Les  équations  des  petits  mouvements  sont  de  la  forme 

(  ^':=A//  4- A'.' -h  A"»', 

(A)  l  =:A'«  +  B^-f-B"«', 

dhv 

:^A"//-4-B"('-hCV. 
dO 


Von  1 


On  les  intègre  comme  les  équations  générales  (2).  Si 
ipose 

«-hM,i'-hN,«'z^.rv/i  -hM?  H-Nf, 

H  -h  M,»'  -h  N3«---^  z  sji  -\-},\l  -hNJ, 

^^'S  équations  (A)  peuvent  être  remplacées  par  trois  équa- 
^*Oas  équivalentes,  de  la  forme 

d^x 


•4-  r.x- 
dO 


(B)  J^V 


^+'•'^=0, 


d'Z 


^)  ^t)  '*>  étant  des  constantes. 

U  est  remarquable  que  ces  nouvelles  variables  sont  les 

Coordonnées  du  point  mobile  par  rapport  à  trois  axes 

^'^ciangulaîres,  de  même  origine  que  les  premiers,  et  dont 

*^s  directions  ne  dépendent  nullement  des  circonstances 

^^iliales. 


2g4  MÉCANIQUE    RàTIONNELLE. 

En  effet,  pour  délermîner  les  coefficients  M,  N,  il  faille 
ajouter  la  première  équation  (A)  au  produit  de  la  deuxièm^^ 
par  V  et  au  produit  de  la  troisième  par  V^  et  identifier  1^^^^^ 
somme  avec  la  formule  (3). 

Ceci  nous  donne  immédiatement 

y  =  M,     X"  =:  N. 
Il  s'ensuit  que  les  relations  (8)  peuvent  ici  s'écrire 

i-hM.M, -+-N,  N,  =  o, 

I-hMjMa-f-NjNsizrO, 

i  +  M,M,  -f-N^N,  rT^o; 

elles  expriment,  on  le  voit,  que  x^j^  z  sont  des  coordon,— ^" 
nées  rectangulaires. 

Les  intégrales  des  équations  (6)  sont  de  la  forme 

j:  =r  D,  sin  (  v^  r,  r  -h  a»), 

z  — DasinCV^r-f-a,), 

D  et  a  désignant  des  constantes  déterminées  par  les  cir-":^  ^^' 
constances  initiales.  Nous  avons  donc  ce  théorème:  Qua/z.  j^r^^à 
un  point  matériel  libre,  soumis  à  r action  de  plusieum^  ^i.?/r5 
centres  Jixes y  est  abandonné  à  lui-même  après  avoir  éi  ^=^^^ 
légèrement  écarté  de  sa  position  d'équilibre  stable,  ^m^  '* 
exécute  des  oscillations  simples,  suivant  trois  direction,  scions 
perpendiculaires  deux  à  deux,  qui  ne  dépendent  pofSm-  ^int 
de  Vécartement  primitif.  Les  oscillations  sont  isochror— ^K'wes 
suivant  chacune  de  ces  directions^  toutefois,  la  durée.-**  ?  et 
Tamplitude  varient  d'une  direction  à  l'autre. 

Soit  R  la  force  accélératrice  résultante  que  fait  nB^^Stre 
le  déplacement  du  mobile  transporté  de  l'origine  au  pc     mt 


R  =  y/r^  ar'  -h  rj  /-  -+-  rj  z\ 


I. 
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Cette  force  fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus 
sont 

R^'  R^'  r""' 

On  voit  qu'elle  est  dirigée  suivant  la  normale  au  point 
(jC,  j^  z)  à  l'ellipsoïde  représenté  par  Tcquaiion 

dans  laquelle  la  constante  C  a  été  déterminée  de  manière 
que  la  surface  passe  au  point  considéré. 

D'après  cela,  si  Von  imagine  une  série  cV ellipsoïdes 
semblables  y  qui  aient  leurs  axes  principaux  sur  les  trois 
élirections  des  oscillations  simples,  et  proportionnels  à  r^, 
'*«»  r^y  tout  déplacement  du  point  mobile  fera  naître  une 
Jorce  dirigée  suivant  la  normale  à  V ellipsoïde  qui  passe 
à  ce  point.  Il  s'ensuit  que  la  direction  de  cette  force  coïn- 
cide avec  celle  du  déplacement,  lorsque  celui-ci  a  lieu 
suivant  Tune  des  directions  des  oscillations  simples,  et 
seulement  dans  ce  cas.  Parmi  tous  les  déplacements  pos- 
sibles dans  un  même  plan  P  qui  passe  à  la  position  d'équi- 
libre, il  est  deux  directions  perpendiculaires  suivant  les- 
quelles doit  avoir  lieu  le  déplacement  pour  que  la  force 
soit  située  avec  le  déplacement  dans  un  même  plan  per- 
pendiculaire au  plan  P.  Ces  directions  sont  celles  des  axes 
des  ellipses  semblables  suivant  lesquelles  le  plan  P  coupe 
les  ellipsoïdes. 

2.  Une  balance  ordinaire^  dont  le  fléau  A  A'  reste 
dans  un  même  plan  vertical^  supporte  deux  poids 
égaux  P,  P',  suspendus  à  des  fils  de  même  longueur  AP^ 
A'P',  dont  on  néglige  la  masse.  On  imprime  à  cet  appa^ 
reil  un  petit  mouvement  absolument  quelconque,  qui  dé- 
range légèrement  F  équilibre,  et  l'on  propose  de  déter^ 
miner  les  oscillations  du  fléau  et  des  deux  poids. 
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Soient  : 

a  la  longueur  de  chacun  des  bras  du  fléau,  considère 

comme  une  droite  ; 
^'^  "^^  b    la    hauteur   de 

Taxe  de  suspension  O 
au-dessus  du  fléau  ; 

/   la    longueur  de 
chacun  des  (ils^ 

m  la  masse  de  cha- 
cun des  poids  \ 

c   la    distance    de 
Taxe   de   suspension 
au  centre  de  gravité 
de  la  partie  mobile, 
les  poids  exceptés  ] 
M  la  masse  de  cette  partie  mobile^ 
A'  son  rayon  de  giration  autour  de  Taxe  de  suspension*, 
0  rinclinaison  du  fléau  sur  Thorizontale^ 
(p  Tangle  que  le  fil  AP  fait  avec  le  plan  vertical  du 
fléau  ; 

(f  Tangle  que  le  même  fil  fait  avec  uu  second  plan  ver- 
tical perpendiculaire  au  premier; 

(p'  et  y'  les  angles  analogues  pour  le  fil  A'P'; 
T  et  T' les  tensions  des  fils  AP  et  A'P'. 

L'origine  des  coordonnées  sera  le  point  de  suspen- 
sion O;  Taxe  OZ  sera  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur, 
et  Taxe  OX  dans  le  plan  vertical  du  fléau  du  côté  du 
point  P5  X,  j^,  z  seront  les  coordonnées  du  point  P; 
'x\y\  z'  celles  du  point  P'.  Nous  compterons  positives 
les  déviations  (j;,  ^,  ^',  ^'  quand  elles  tendront  à  augmen- 
ter les  coordonnées  x,  y^x'^y'  \  nous  prendrons  Tangled 
positif  quand  l'extrémité  A  sera  soulevée. 

Les  équations  du  mouvement  des  points  P  et  P',  consi- 
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dérés  comme  des  points  libres,  seront  les  suivantes  : 

d'x        T  .        d\T'        r  .    , 

-p-  == sin  «p,     —7--  :~  —  —  sm  ©', 

dl'  m         ^         dO  m        ^ 

d'y            T    .     ,       d\r'            T'    .     ,, 
-T—  = sm  xp,     — —-  :^- sm  xp  , 

d^z  T  r/'a'  T' 

—  =  ^  -  -  COSy   COS^^,       -^  =  ^  _  _  cOSy'  C0S^^^ 

MX>  —  =  —  M^csin  0  —  Tcos^p  [a  ces  (7  —  Ô)  —  ^sin  (y  —  Ô)] 
-4-  T' cosTp'  [fl  cos  (y'  —  0)  -h  ^  sin  (/  —  Ô)]. 

Tirant  les  valeurs  de  T  et  de  T'  des  équations  en  z 
et  z',  les  reportant  dans  les  autres  équations,  il  vient 

d^x        rang  «^  /  r/'s  \  

'dF  "^  '^i^  y  ""  ~dO  )  '^^' 

d^X       tangil;/  rf»s\ 

rf»/    .   tangf  /         rfV\_ 


M.,  «•» 


a  cos  (^  —  0)  —  ^  sin  («p  —  ô) 

COSf 

/icos(«p'—  0)-+-  A  sin  («p'  —  ô) 


COSf 

^soDt  là  les  équations  qui  représentent  le  mouvement, 
^^ard  aux  liaisons. 

M  faut  actuellement  exprimer  les  coordonnées  en  fonc- 
tion des  variables  6,  f ,  (p',  (j;,  (p',  qui  s'annulent  dans  la 
P<>silion  d^équilibre,  el  dont  le  nombre  est  précisément 
celui  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  la  position  du 
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système*,  puis  substituer  ces  expressions  dans  les  éqi.x^- 

tîons  précédentes,  en  négligeant  les  termes  du  seconeJ 

degré. 

.    Si  Ton  effectue  de  suite  les  développements  des  coor^ 

données,  et  que  Ton  néglige  les  termes  d'un  degré  supe^ — ' 

rieur  au  premier,  il  vient 

x  :=  ft  sin 0  -h  a  cosO  -h  /  sin  (p  cos\!/  rrr  ^  0  -f-  a  4-  /s», 

z  =:  bcosQ  —  ûsinO  -h  /cos^cos-^  =;  ^  —  <z0  4-  /. 

Les  valeurs  de  x'^y\  z'  se  déduisent  de  celles-ci  en  rem- 
plaçant ç,  ^  par  ç',  y  et  changeant  le  signe  de  a. 

Telles  sont  les  expressions  qu'il  faut  substituer  dans 
les  équations  précédemment  obtenues,  en  même  temps 
qu'on  développera  suivant  les  puissances  des  variables 

5,  cp,  4^1  ?'î  ^\  en  négligeant  toujours  les  secondes  puis 

sancesy  ainsi  que  les  produits  des  variables  par  leurs  dé 

rivées. 

Effectuant  ces  calculs,  et  posant 

mi;  m 

on  trouve  pour  les  équations  des  petits  mouvements 

(3)  /î^  +  g^^:^0, 

(4)  ^'^^sV^o, 

(5)  p-^-h'l^-l>(f-^<?")  =  o. 
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Les  équations  (3)  et  (4)  sMniègrent  séparément.  Leurs 
int^^ales  sont 

(6)     4  =  Csin^Y/fr^7),     f  =  C'sin  (y^f  r-+. /^ 

Le  système  des  trois  autres  équations  n'est  point  altéré 
quand  on  échange  entre  elles  les  variables  <f  et  <f'.  Il  s^en- 
suit  que  ces  équations  admettent  la  solution  (p  =  (f'.  Tou- 
tefois, il  est  une  solution  plus  générale.  Pouf*  qu'elle 
n'échappe  pas  au  calcul,  on  remplacera  les  équations  (i) 
et  (a)  par  leur  somme  et  leur  difiérence;  en  sorte  qu'on 
atira  à  intégrer  les  trois  équations 

L  équation  en  (f — ç'  s'intègre  séparément.  Elle  donne 

9-7/z=2Bsin(^y^/4-pj. 

Quant  aux  deux  autres  équations,  si  l'on  y  substitue  les 
valeurs 

0  =  Asîn(\/r/-h  a), 

(p -h  «p' =:  2>  A  sin  (y/rf -h  a) , 

on  reconnaît  qu  elles  sont  satisfaites,  quand  r  est  l'une 
quelconque  des  racines  de  l'équation  du. second  degré 

{P''  -  9)  (''•  —  g')  —  26V  =  o. 
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et  que,  pour  chacune  de  ces  racines,  la  valeur  rorrespoc=:i»oi|. 
danle  de  X  satisfait  à  la  relation 

L'équation  qui  donne  /*  a  ses  deux  racines  positives^  ^^ 

les  valeurs  r  =  o,  =  ^  ?  =  00  ,  substituées  danslepreii::^^)/^^ 

membre,  donnent  des  résultats  alternativement  pos  ^S///^ 
et  négatifs. 

Soient  Tj,  r,  ces  racines,  et  ^i,  X,  les  valeurs  cormres-         \ 
pondantes  de  L  ' 

Les  intégrales  générales  seront 

'  0  —  A,sin(v'/-,/-+-a.)-l- A2sin(v'r,r-f-a,), 

,  :::r  ?•  -  -^  -h —  À, A,  sin  [yjl\t  -f-  a,) 

•  2  2 

..    ]  H-X,A2sin(v^rrfH-a,)-f-Bsinf  i/^r-l-pj, 

^2  2 

'^  -+-  >,  A,sin  (y/^Tr  -+-  aO  -  B  sin  f  i/^  ^  -^  P  V 

Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  dix  constantes  arbi^ 
traires  A,,  A„  B,  C,  C,  a,,  a„  (3,  7,  7'  par  la  condilîorr'^  ^ 

que,  pour  f  =  o,  les  cinq  variables  et  leurs  cinq  dérivée^ 

se  réduisent  aux  valeurs  initiales  données.  Ce  calcul  s^'^ 
fera  sans  difficulté  5  alors  les  valeurs  (6)  et  (7)  seront  k    ^^^ 
solution  complète  du  problème.  On  pourra  vériGer  aisé^^^ 
ment  la  loi  de  la  superposition  des  petits  mouvement 
Il  n'existe  ici  que  trois  espèces  d'oscillations  dont  les  pé 
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Mies  soient  diflféreDtes,  bien  qu'il  y  ait  cinq  variables, 
ïtte  exception  à  la  règle  générale  provient  de  la  symétrie 

Tappareil.  De  plus,  la  valeur  de  chacune  des  variables 
t  renferme  pas  toutes  les  espèces  d*oscillations.  Ceci  aura 
m  toutes  les  fois  que  les  équations  du   mouvement 

partageront  en  plusieurs  groupes  séparément  inté- 
ables. 

A6n  de  donner  un  exemple  des  approximations  suc- 
issives,  déterminons  la  partie  principale  des  pertur- 
itions  que  les  oscillations  du  fléau  produisent  sur  les 
cillations  du  poids  P  dans  le  plan  perpendiculaire  au 
au. 
U  nous  faut  revenir  à  Féqualion  rigoureuse 


ii^y        tangW         ^^^\ 


ercher  parmi  les  termes  d'un  degré  supérieur  au  pre- 
er,  et  qui  dépendent  de  0,  celui  qui  est  du  degré  moin- 
e,  y  remplacer  les  variables  par  les  valeurs  déjà  trou- 
es, puis  ajouter  ce  terme  à  Téqualion  (3). 

L.e  terme  en  question  est  4-  ^y  -77''  P**"  conséquent, 
t]uation  qu'il  s'agit  d'intégrer  est  la  suivante  : 


l'S^-^^-^=î^^"- 


«^[(v/^-y/f)'^»'--/]) 

-  cos|^(^v7:-(-y/^j/+ «.-1- vjj 


■CA,r, 
2 
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Elle  a  pour  inlégrale  particulière 

-I- N,  cos  !  f  v^  4- i/^  jr -t- a.  +  7J 
+  M,cos  I  f  v^- y/|  j  r  +  a, -vj 

+  jN,cos  n  v>r  +  yf  V + «1 + vj' 


en  posant 
M, 


V^-J^'-         Vt^Î 


^. 


Cette  intégrale  particulière,  ajoutée  à  l'intégrale  gén^  ^ 
raie  (6)  de  Téquation  sans  second  membre,  forme  l'inl^^ 
grale  générale  de  Téquation  (8),  et  représente  le  mouv^^ 
ment  troublé,  quand  on  détermine  les  constantes  d'apri^ 
les  valeurs  initiales. 
EcLER,  Novi  Comment,  Jcad,  Petrop.y  t.  XIX,  1775,  p.  aS^ 


3.   Deux  points  pesants  P,  P',  de  masses  m,  m', 
fixés  à  des  hauteurs  différentes  sur  un  même  fil  flexib  ^ 
inextensible  et  sans  masse ^  qui  s^ attache  à  un  poM 
fixe  O.  Les  deux  poids  sont  d^ abord  légèrement  écafi 
de  la  verticale,  sans  que  les  deux  parties  du  fil  cessas 
d^étre  tendues  et  situées  dans  un  même  plan  verticé 
puis  on  abandonne  le  système  sans  vitesse.  TrouP 
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éjnels  doivent  être  les  écarts  primitif  s  ^  pour  que  chacun 
ides  deux  poids  P,  P'  oscille  comme  un  pendule  simple, 
jyémontrer  quun   point  du  fil  PP',   indépendant  des 

circonstances  initiales,  oscille  comme  un  pendule  simple^ 

a  déterminer  ce  point. 

Soient  0P  =  /,  PP'  =  71,  6  el  ç  les  pelîls  angles  que 
ces  parties  du  fil  font  d'un  même  côté  sur  la  verticale, 
6^  et  f  ^  les  valeurs  initiales  de  ces  angles. 

On  trouve  que  les  petits  mouvements  des  deux  poids 
sont  représentés  par  les  formules 

0  =::^  L|  cos  \]ry  r  -h  L,  cos  ^frlt^ 

y  z::^  >,  L,  cos  ^^t  -f-  ).,  Lj  cos  \J r.  ty 

dans  lesquelles  /'i,  /'j  désignent  les  racines  de  Téqualion 
( '  )  [mir  —  (w  -+-  m'  )  g]  (nr —  g)  —  gm'  Ir  z=  o, 

'•1  ei  ?.,  les  valeurs  correspondantes  de  la  fraction 

g~  nr 
^*l  LiyLsdes  constantes  déterminées  par  les  relations 

L,  -h  La  i^  0g,       >.,  L,  -+-  >,  La  =::  ^o- 

La  distance  du  point  P  à  la  verticale  du  point  de  suspen- 
sion est  /ô,  celle  du  point  P'  est  lQ-\-  n(f.  Il  s'ensuit  que 
cWun  des  poids  oscillera  comme  un  pendule  simple,  k  la 
^^ondition  que  Tune  des  quantités  Lj,  Lt  soit  nulle.  Dans 
Ce  cas, 

©a  / 

Ta        / 
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et,  par  suite  (i), 

Telle  est  Téquatiou  qui  détermine  le  rapport  des  écarts 
primitifs  B^^  cfo«  Elle  a  toujours  une  racine  positive  infé- 
rieure à  Tunité,  et  une  racine  négative  dont  la  valeur  nu- 
mérique est  inférieure  au  rapport  y  La  racine  positive 

répond  au  cas  où  les  deux  poids  sont  en  même  temps  d'un 
même  côté  de  la  verticale,  la  racine  négative  répond  au 
cas  contraire.  Dans  ces  deux  cas,  les  oscillations  des  deux 
poids  ont  la  même  durée,  mais  n*ont  pas  la  même  ampli- 
tude. 

Daniel  Rernoulli,  Novi  Comment,  Petrop.^  t.  XIX,  , 

1775,  p.  260.  —  EuLER,  ibid»^  p.  285. 

Soit  j  la  dislance  d'un  point  du  fil  PP'  à  la  verticale  ^ 
du  point  de  suspension,  et  p  la  distance  du  même  point  au  m^m-. 
poids  P.  On  a 

j^=r /Ô-+-/;«p  =  (/-+-/>>,)  L,  QOS^•r^t-\-{l  4-/7>,)LjCOSv/^r.  _ 

Pour  que  le  point  considéré  oscille  comme  un  pendules ^^J 
simple,  il  faut  que  Ton  ait 

p  z^.  —  —  1     ou  bien     /?  nr  —  —  • 

A,  Aj 

L'une  de  ces  valeurs  est  positive,  et  résout  la  seconde  par  .^ear- 
tîe  du  problème  proposé.  L'autre  valeur  est  négative*,  eL^"^/e 
détermine  un  second  point  situé  au-dessus  du  point  Psv^«^ur 
le  prolongement  de  la  direction  P'P.  Pour  s'en  assurc^^er, 
il  suffit  de  remonter  aux  équations  (i)  et  (2);  on  ver^^ra 
facilement  que  Tune  des  valeurs  de  X  est  n^ative,  et 

l'autre  positive. 

4.   On  suppose  une  tige  homogène^  suspendue  par  r^o/i 
extrémité  à  un  fil  inextensible  et  sans  masse  qui  s^atta  ^^rhe 
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à  un  point  fixe.  L'équilibre  a  été  légèrement  troublé, 
sans  que  le  système  ait  cessé  d'être  contenu  dans  un  même 
plan  vertical.  Il  s^agit  de  déterminer  les  petites  oscdla  - 
tions  que  la  tige  exécute. 

Soient  2a  la  longueur  de  la  tige,  /  la  longueur  du  fil, 
6  et  f  les  petits  angles  que  le  fil  et  la  tige  font  avec  la  ver- 
ticale, ces  angles  étant  comptés  positifs  d*un  même  côté. 

Si  Ton  représente  par  r^  et  r^  les  deux  racines  positives 
de  l'équation 

3r»  — (4a  ■+-  3/)r-+-û/=o, 

les  petites  oscillations  seront  données  par  les  formules 

O  =  A.  sin  (  i/^  r  -+-  a,  j  -4-  A;  sin  (  i/^  r  -+-  a,  K 

^  =  A.  ^^sin  (y^  r  H- «.)  ^  A,  ^^in  (^y/i  r H- i,y 

Le  système  reprendra  périodiquement  la  même  posi- 
tion, si  Ti  et  r^  sont  entre  eux  comme  les  carrés  de  deux 
nombres  entiers. 

Da5iel  Bbe5oolli,  Novi  Comment.  Petrop.,  t.  XVIII, 
1773,  p.  247.  —  EuLEB,  ibid,^  p.  268. 

5.  Deux  points  matériels,  de  même  masse,  sont  fixés 
sur  un  fil  élastique  tendu  entre  deux  points  fixes  ^  et  di- 
visent  la  longueur  du  fil  en  trois  parties,  qui  sont  égales 
dans  V état  d équilibre.  Déterminer  les  petites  oscillations 
4jue  les  points  matériels  exécutent j  lorsque  V équilibre  a 
été  légèrement  troublé  sans  que  le  fil  ait  cessé  d^être 
rectiligne.  On  admet  que  la  tension  de  chaque  partie 
du  fil  croît  avec  la  longueur,  d^une  quantité  proportion- 
nelle à  rallongement. 

Soient  3a  la  longueur  totale  du  fil,  a  -+-  x,  a  4-  ) , 
n.  a^ÉDiT.  2.0 
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a  H-  «  les  longueurs  des  parties  consécutives,  et  T  H 

T  -f-  — >  Th leurs  tensions. 

lia  lia 

Si  l'on  observe  que  la  somme  x  -^  jr  -h  z  est  nulle,  on 

arrive  facilement  aux  équations 

d*  {x  — z)       X  —  z 

^  .  3r_ 
dt'      pfl"" 

Leurs  intégrales  font  connaître  les  distances  des  deux 
points  à  la  même  extrémité  du  fil,  savoir  : 

a-hxz=:a  -h  Asinl  "1=^  -*-a  |  —  Bsin(  4/ —  r  -h  pli 

ia  -+-ar-|-r=:2fl-+-Asin(  -=/-4-a  l  +  Bsinl  i/ — /-+-S  )• 

A,  B,  a,  |3  sont  des  constantes  qui,  dans  chaque  cas  par- 
ticulier, se  déterminent  par  les  circonstances  initiales. 

Chacune  des  deux  masses  oscille  comme  un  pendule 
simple  si,  après  les  avoir  également  écartées  de  leurs  po- 
sitions d'équilibre,  on  les  abandonne  au  même  instant 
sans  vitesse  initiale.  Dans  ce  cas,  la  durée  d'une  oscillation 

est  TU  ^(la  ou  TU  i/^  >  suivant  que  les  écarts  primitifs 

sont  de  même  sens  ou  de  sens  contraire. 

On  étendra  sans  difficulté  les  formules  précédentes  » 
un  plus  grand  nombre  de  points  matériels,  placés  à  des 
distances  égales  sur  un  fil  élastique. 
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COMPLÉMENT 


QUESTIONS  DE  STATIQUE. 


ATTRACTION. 


Dans  ce  chapitre,  nous  éludierons  spécialement  Tat- 
^j^ctîoQ  qui  sVxerce  proportionnellement  à  la  masse  et 
^n  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

La  somme  des  éléments  de  masse  du  corps  attirant,  di- 
>isés  respectivement  par  leur  distance  au  point  attiré,  est 
^e  qu'on  nomme,  d'après  George  Grecn,  le  potentiel  du 
corps  attirant  par  rapport  au  point  attiré. 

Si  l'on  nomme  x,  y^  z  les  coordonnées  du  point  attiré, 
y  la  fonction  de  ces  coordonnées  qui  représente  le  poten- 
tiel, on  a  l'éqnation  aux  diflérentielles  partielles 

d'y       d^\       d'Y 

1 1 -o, 

dx'         dy         dz' 

^uand  le  point  attiré  est  extérieur  au  corps  \  et  quand  le 
point  attiré  est  intérieur  au  corps,  si  l'on  nomme  p  la 
densité  da  corps  dans  le  voisinage  du  point  attiré,  on  a 

rf'V       d^\       r/'V  , 

20. 
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La  première  ëquaiion  esl  de  Laplace  {*)\  la  seconde 
dfi  Poisson  (**).  -  ' 

Soit  fx  ratuaction  de  Tunité  de  masse  à  Tunité  de  di  .^B. 
tance.  Les  composantes  de  l'attraction  suivant  les  a?^^^ 
des  Xy  des  jr  et  des  z  sont  respectivement  représentées  f^:^^^ 
les  dérivées  partielles 

d\  d\  d\ 

^di'      ^^'      '^Â"' 

Il  s'ensuit  que  l'attraction  est  dirigée  suivant  la  nor-- 
maie  à  la  surface  dont  Téquation  est  de  la  forme 

V  =  const., 


et  qui  passe  au  point  attire. 

Les  surfaces  en  nombre  infini  que  Ton  obtient  en  fai- 
sant varier  la  constante  dans  l'équation  précédente  sont 
dîtes  surfaces  de  niveau  relativement  à  l'attraction  du    -^ 
corps. 

Si  l'on  promène  le  point  attiré  sur  une  même  surface  -^ 

de  niveau,  l'attraction  exercée  sur  ce  point  sera  constam-^ — 

ment  égale  à 

d\ 

dn 


^ 


dn  représentant  la  portion  de  la  normale  à  la  surface 
point  attiré,  qui  est  comprise  entre  cette  surface  et  Is"^ 
surface  de  niveau  înGnimcnt  voisine  intérieure  à  la  pre-  — 
mière. 

Deux  corps  qui  ont  les  mêmes  surfaces  de  niveau  exer- 
cent la  même  action  sur  un  point  de  l'espace  à  un  factei^r 
constant  près. 

Deux  surfaces  de  niveau  relatives  à  un  même  corps  m' 


C)  Mécanique  céleste,  \ï\.  !!,§  il. 

("*)  Bulletin  de  li:  Société  Philomathtque,  t. 


III,  p.  36S. 
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peuvent  avoir  un  point  commun,  à  moins  qu^elIes  ne  se 
:onfondent;  c^est-à-dire  que  les  deux  équations  simul ta- 
lées 

V 1=  A,     V  :=  B 

le  peuvent  admettre  de  solution  commune,  à  moins  que 
'on  D^ait  A  =  B,  et  alors  les  deux  équations  représentent 
a  même  surface.  Les  surfaces  de  niveau  sont  des  surfaces 
ermées;  car,  ces  surfaces  étant  évidemment  continues,  il 
i*y  aurait  exception  pour  Tune  déciles,  qu'autant  que  cette 
•urface  s'étendrait  à  Tinfini  ;  or,  pour  un  point  attiré  situé 
I  Tinfini^  le  potentiel  est  nul;  donc  Téquation  de  la  sur- 
face est  V  =  o,  et,  par  suite,  elle  est  tout  entière  rejetée 
i  Tinfini.  Entre  deux  surfaces  de  niveau,  celle  qui  répond 
i  la  plus  grande  valeur  du  potentiel  est  intérieure  à  l'autre. 
Les  premières  recherches  sur  l'attraction  des  corps 
surent  pour  objet  l'action  des  sphères,  des  ellipsoïdes  et 
des  corps  peu  différents  de  la  sphère  connus  sous  le  nom 
générique  ie  sphéroïdes .  Ces  travaux  étaient  commandés 
par  les  besoins  de  la  mécanique  céleste. 

SECTION  I. 

ATTRACTION   OES  ELLIPSOÏDES  ET   D^N   ANNEAU  ELLIPTIQUE. 

Attraction  des  ellipsoïdes,  —  Newton  (*)  réussit  à 
déterminer  F  attraction  d'un  ellipsoïde  de  révolution  sur 
un  point  de  Taxe  de  figure,  et  démontra  les  deux  propo- 
sitions suivantes  :  Une  couche  comprise  entre  deux  c/- 
lipsoïdes  concentriques  y  semblables  et  semblablement 
placés,  n* exerce  aucune  action  sur  un  point  intérieur, 
Deux  ellipsoïdes  de  rév^olution  concentriques,  semblables 


(*)  Priacipia,  lib.  I,  prop.  91. 
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et  semblablement  placés,  exercent  sur  deux  points  de 
leurs  surfaces  situés  sur  un  même  rayon,  mené  du  centre, 
des  attractions  dirigées  suii^ant  la  même  droite  et  dans 
le  rapport  des  distances  au  centre.  Ceci  ramenait  déjà 
la  recherche  de  rattractiou  sur  uu  point  inlérieur  à  celle 
de  TaUraclion  sur  un  point  de  la  surface.  Maclaurin  (*) 
acheva  celle  partie  du  problème,  en  déterminant  Tattrac- 
tion  d'un  ellipsoïde  de  rcvolulion  sur  un  point  de  sa  sur- 
face. Il  put  encore  trouver  Ta tti  action  sur  un  point  exté- 
rieur, lorsque  celui-ci  est  situé  dans  le  plan  de  Téquateur. 
Le  môme  géomètre  démontra  que  deux  ellipsoïdes  homo- 
focaux,  et  d'ailleurs  quelconques,  exercent  sur  un  même 
point,  situé  sur  le  prolongement  de  Vun  des  axes  princi- 
paux, des  attractions  dirigées  suiuant  la  même  droite 
et  proportionnelles  à  leurs  masses.  C'est  la  proposition 
connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Maclaurin,  La- 
grange  (**)  étendit  ce  théorème  à  tout  point  extérieur 
situé  dans  un  plan  principal. 

Legendre  (***)  acheva  la  théorie  de  Faltraction  pour  un 
ellipsoïde  de  révolution,  et  soupçonna  l'extension  du 
théorème  de  Maclaurin  à  un  point  extérieur  quelconque. 
Laplace  (♦***)  démontra  cette  extension,  et  résolut  com- 
plètement le  problème  derattraclion  d'un  ellipsoïde  quel- 
conque sur  un  point  situé  comme  on  voudra^  mais  sa 
solution  est  extrêmement  compliquée. 

Depuis  ce  temps,  plusieurs  solutions  ont  été  publiées. 
Nous   citerons    les  plus  remarquables.   La  solution    dtr 


{')  De  causa  physica  fluxus  et  rejluxus  maris,  Prix  de  rAcadémie  de 
Science»  de  Paris,  t.  IV.  —  Traité  des  fluxions,  llv.  I,  chap.  xiv. 

(**)  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin^  ^11^' 

(***)  Smanls  étrangers  (AcadémiQ  des  Sciences),  t.  X,  1785. 

(*"**)  Mémoires  de  P Académie  des  Sciences  de  Paris,  1782. —  Mécamif* 
céleste f  liv.  III,  chap.  1. 
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M.  Ivory  {*)  ramène  à  la  recherche  de  rattraction  sur  un 
poinl  intérieur  celle  de  ratlraciion  sur  un  point  exté- 
riear,  qui  était  réputée  jusqu'alors  beaucoup  plus  diffi- 
cile. La  solution  de  Gauss  (**)  est  très- remarquable  par 
sa  simplicité.  Parmi  les  diverses  solutions  publiées  par 
M.  Chasles  (***),  il  en  est  une  fort  simple,  fondée  sur  la 
Géométrie.  Plnfin  M.  Dirichlet  (♦**♦)  ramène  à  des  inté- 
grales simples  les  intégrales  triples  qui  mesurent  Tattrac- 
tion,  en  se  servant  d'un  artiGce  d'analyse  fort  ingénieux, 
qui  consiste  à  multiplier  la  quantité  comprise  sous  les 

signes    f   par  un  facteur  qui  est  égal  à  Tunité  entre  les 

limites  des  intégrales,  et  qui  se  réduit  à  zéro  en  dehors  de 
ces  limites. 

Nous  rapporterons  brièvement  la  méthode  de  Gauss, 
parce  qu^elle  est  peu  connue,  et  consiste  presque  tout  en- 
tière dans  des  théorèmes  généraux  susceptibles  d'un  grand 
nombre  d'applications. 

1.  Tliéorèmes  préliminaires,  —  Ces  théorèmes,  fon- 
dements de  la  méthode,  ont  pour  but  de  ramener  les  inté- 
S**dles  triples  à  des  intégrales  doubles.  On  y  considère  un 
c^orps  terminé  par  une  surface  absolument  quelconque, 
c^  w  peut  se  composer  de  plusieurs  parties  isolées. 

Soient  : 

OX,  OY,  OZ  des  axes  rectangulaires  ^ 

d$  l'élément  de  surface  au  point  P  dont  les  coordonnées 
««ntx,jr,  z- 


(*)  Phitosophical  Transactions,  1809. 

(**)  Commenlaliones  Soc.  reg.  Se.  Gottingensis  recentioresy  t.  H,  i8i3. 

(•"*)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  t.  VI,  i838, 
*  ^^«emcslre,  p.  90a.  —  Journal  de  Bl.  Liouville^  t.  V,  i8/|0,  p.  4C5. 

(*••*)  Académie  de  Berlin,  1839.  —  Comptes  rendus  des  séances  de 
*•  'Àctidétnie  des  Sciences  de  Paris,  t.  VIII,  1839,  i"  sem.,  p.  id6. 
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Ja  la  valeur  numérique  de  la  projection  de  rélémei 
ds  sur  le  plan  ZOY  ; 

PN  la  normale  extérieure  au  point  P^  c'est-à-dire 
normale  qui  se  dirige  hors  du  corps  ; 

(Na)  Tangle  que  la  direction  PN  fait  avec  l'axe  des 

positifs; 

M  un  point  matériel  attiré  par  le  corps  \ 

ria  distance  du  point  M  à  un  point  du  corps,  prise  < 

valeur  numérique. 

Théorème  I.  —  L'intégrale    j  cos  (5iX)  ds  étendue 
toute  la  surface  du  corps  est  nulle. 

En  effet,  l'élément  de  celte  intégrale,  cos  (NX)  ds^  i 
égal  à  —  rfff  ou  à  +  rfa,  suivant  qu'on  entre  dans  le  cor 
ou  qu'on  en  sort  par  l'élément  de  surface  ds^  quand  < 
suit  dans  le  sens  de  l'axe  des  x  une  parallèle  à  cet  a 
menée  par  l'élément  d<j.  Mais,  en  suivant  toute  la  lo 
gueur  de  celte  droite,  on  entre  dans  le  corps  et  l'on 
sort  un  même  nombre  de  fois;  donc  les  éléments  de  l'i 
t^rale  qui  ont  la  même  projection  dtj  se  détruisent  de 
à  deux.  Par  suite,  l'intégrale  est  nulle. 

Théorème  H.  —  Le  volume  du  corps  est  représet 

par  Vintégrale   j  x  cos  (NX)  ds,  étendue  à  toute  la  Si 
face. 

En  effet,  d'après  ce  que  Ton  a  dit  au  théorème  préc 
dent  sur  la  double  valeur  du  produit  cos(NX)di, 
éléments  de  l'intégrale  actuellement  considérée  qui  se 
situés  dans  le  petit  cylindre  élevé  sur  la  base  da  parai 
lement  à  l'axe  des  Xy  font  une  somme  précisément  ég; 
au  volume  de  la  portion  du  corps  qui  est  renfermée  da 
ce  petit  cylindre. 
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Théorème  III.  —  Si  Von  suppose  le  co/ys  homogène, 
que  l'on  représente  parf(r)  r attraction  fie  l'unité  de 

masse  à  la  distance  r,  et  que  Ton  fasse   j  f  (r)  dr  =:F  (r)  ^ 

/'attraction  du  corps  sur  le  point  M,  estimée  suivant  la 
riirection  des  x  positifs,  sera  représentée  par  l'intégrale 

F  (r)  cos  {NX)rf5,  étendue  à  toute  la  surface. 

CoDSÎdéroDS  un  élément  de  volume  renfermé  dans  le 
petit  cylindre  de  base  da^  entre  deux  plans  perpendicu- 
laires à  l'axe  des  x  et  très-voisins  Tun  de  Tautre.  Repré- 
sentons par  (MX)  l'angle  que  fait  la  direction  de  Taxe 
des  .X  positifs  avec  la  droite  qui  joint  Télément  de  vo- 
lume au  point  M.  L*attraction  de  Téiément  de  volume 
estimée  suivant  Taxe  des  x  sera 

'-dfT/(r)cos(^X)dx. 

Or  cos  (MX) //x  est  la  projection  de  Taccroissement  dx 
sur  la  droi  le  qui  joint  Télémcn t  de  volume  au  point  M  ;  c'est 
donc  raccroissement  correspondant  dr  changé  de  signe. 
Il  s'ensuit  que  l'attraction  élémentaire  est  dGf(r)dr, 
Pour  obtenir  Tattraction  de  toute  la  partie  du  corps  qui 
est  renfermée  dans  le  petit  cylindre  de  base  da,  il  faut 
former  Tin légrale  indéGnie  rfaF(r),  donner  successive- 
ment à  r  les  valeurs  correspondantes  aux  éléments  de 
surface  ds  découpés  par  le  petit  cylindre,  affecter  les  ré- 
sultats du  signe  —  ou  du  signe  -h  suivant  qu'on  entre 
dans  le  corps  ou  qu'on  en  sort  en  traversant  Télément  ds 
dans  la  direction  des  x  positifs,  puis  faire  la  somme  des 
termes  obtenus.  Mais,  d'après  ce  qu'on  a  dit  plus  haut,  ceci 

revient  à  faire  la  somme  des  éléments  F  (r)  cos  (NX)  ds 
<{ui  appartiennent  au  cylindre  considéré^  si  donc  on 
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étend  cette  somme  à  toute  la  surface,  on  aura  rattraction 
totale. 

Les  trois  théorèmes  suivants  se  rapportent  plus  spécia- 
lement aux  coordoDuécs  polaires.  Nous  conserverons  la 
même  notation,  si  ce  n'est  que  da  représentera  Télément 
de  surface  découpé  sur  une  sphère  décrite  de  M  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  à  Tuniié,  par  un  petit  cône 
dont  le  sommet  est  en  M  pt  dont  les  arêtes  s'appuient  sur 
le  contour  de  l'élément  de  surface  ^.v.  De  plus,  nous  re- 
présenterons par  (NiVI)  Tangle  que  la  normale  extérieure 
PN  à  Télément  d^  fait  avec  la  direction  PM. 

Théorème  IV.  —  L'intégrale  l  — —j~ —  étendue  à 

toute  la  surface  du  corps  est  nulle,  égale  à  — ^it  ou^ 
égale  à  —  2  7r,  suiy^ant  que  le  point  M  est  extérieur 
corps,  intérieur  au  corps  ou  situé  sur  la  surface. 

En  effet,  décrivons  une  sphère  de  M  comme  centre  ave»  ^^^c 

un  rayon  égal  à  la  distance  r  du  point  M  à  Télément  ds^^J^$. 

La  surface  découpée  sur  cette  sphère  par  le  petit  rftn^    m\v 

dont  on  a  parlé  sera 

/\ 
r'^ddy     ou  bien     dlcos(NM)A, 

le  signe  +  se  rapportant  au  cas  où  le  rayon  mené  du  poui^Snl 
M  à  rélénienl  ds  entre  dans  le  corps  en  traversant  ^^mcet 
élément,  et  le  signe  —  se  rapportant  au  cas  où  le  ray^^oo 
sort  du  corps.  On  a  donc 

±da=: — 5 

les  signes  étant  réglés  par  la  même  loi. 

Or,  si  le  point  M  est  extérieur  au  corps,  chaque  rmyon 
entrera  dans  le  corps  et  en  sortira  un  même  nombre  de 
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fois;  donc,  dans  ce  cas,  Tinlégrale   i  — ^ — ^-^ —  étendue 

i  tonte  la  surface  sera  nulle. 

Si  le  point  M  est  intérieur  au  corps,  chaque  rayon  sor- 
tira une  fois  de  plus  qu  il  n'entrera;  donc,  dans  ce  cas, 
l'int^rale  étendue  à  toute  la  surface  du  corps  se  réduira 

à  l'intégrale  —  1  da  étendue  à   toute  la  surface  de  la 

sphère  sur  laquelle  sont  situés  les  éléments  r/cr,  c'est-à- 
dire  que  sa  valeur  sera  — 4^- 

Si  le  point  M  est  situé  sur  la  surface,  ce  point  peut  être 
considéré  comme  extérieur  relativement  à  la  partie  du 
corps  qui  est  située  du  côté  de  la  normale  extérieure  par 
rapport  au  plan  tangent  au  point  M;  il  peut  être  consi- 
déré comme  intérieur  relativement  à  l'autre  partie  du 
corps.  Par  suite,  l'intégrale  aura  pour  valeur  la  surface 
de  la  demi-sphère  sur  laquelle  sont  situés  les  éléments  </a, 
prise  négativement,  ou  —  27r. 

CoBOLLÂiKE.  —  Si  l'on  représente  par  G  une  fonction 
raitionnelle  de  cos(MX),  cos(Mi),  cos(iMZ),  l'intégrale 

Gco$(NM)r/f    ,         1        ,  1  r  11 

-9  étendue  a  toute  la  surface,  est  nulle  toutes 


/ 


r- 

les  fois  que  le  point  M  est  extérieur  au  corps;  car  la 
fonction  G  conserve  la  même  valeur  tout  le  long  d'un 
^ïiême  rayon. 

Théorème  V.  —  Le  volume  du  corps  est  représenté 
P^r  r intégrale  —  "^  t  ^  ^^^  ÇtiM)  ds,  étendue  à  toute  la 
^^face. 

Ce  théorème  se  démontre  de  la  même  manière  que  le 
théorème  II,  en  observant  que  le  volume  du  petit  cône 


/ 
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terminé  à  rélénicnt  ds  est 

I  I  /^ 

-^r.r^dfT     ou      ±  ^ '•cos(NM)d!f , 

le  signe  étant  choisi  comme  dans  le  théorème  précédent. 

Théorème  VI.  —  Si  Von  suppose  le  corps  homogène,       ,^ 
que  Von  représente  par  f[r)  V attraction  de  V unité  de    -^e^ 

masse  à  la  distance  r,  et  que  Von  fasse  j  f^f{r)  rfr=cf  (f),  .^^^^   ^ 

V attraction  du  corps  sur  le  point  M,  estimée  suivant  la^s:^ 
direction  des  x  positifs,  sera  représentée  par  Vintcgral^^^ 

/\         /\ 

©(r)  cos(NM)cos(MX)r/f    .         ■       ,  ,  , 

-ï-^— ^ ^ étendue  a   toute  la  surface    ^^ 

pourvu  que  le  point  M  soit  extérieur  ou  intérieur  a   ,^^ 
corps.  Si  le  point  M  était  situé  sur  la  surface^  il  faudra  -mû 

ajouter  à  l'intégrale  précédente  le  terme  Try  (o)  cosM^^^ ^^ 

Mx  désignant  Vangle  que  la  normale  extérieure  cm^// 
point  M  fait  avec  Vaxe  des  x  positifs. 

En  effet,  rattraclion  exercée  suivant  Taxe  des  x  ^^ar 

Télément  de  volume  qui  est  renfermé  dans  le  petit  c^mie 

dont  la  base  est  ds^  entre  deux  sphères  de  rayons  r    et 

r  -h  dr^  est  égale  à 

/\ 

—  r^dfj.f[r)  ces  (MX)  r/r. 

1 

Il  s^ensuit  que  Tatiraction  de  tout  le  cône  terminé  â  la 
surface   ds^  s'il  était  rempli  d'une  matière  homogène 9 

serait  égale   à    ^^^[^(o) — ç  (r)]cos(MX),    ou  bien  9 

.    [?(o)~<p(r)lcos(NM)cos(MX)^5     ,      .  .       . 

±  ^-^ ^^—^ \ ^^ — ï  le  signe  -+-  répon— 

dant  au  cas  où  le  rayon  mené  du  point  M  à  travers  la  sur-^ 
face  ds  entre  dans  le  corps  en  traversant  cette  surface»  et- 
le  signe  —  répondant  au  cas  où  ce  rayon  sort  du  corps^ 
Diaprés  cela,  l'attraction  de  tout  le  corps  sera  représentée^ 
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•ar  la  somme 

rf(r)  co%(^M]cos{MX) (is         ,    ,    fcos(NM)cos(MX)iij 

F  ~, ?.(o)J  -, 

Or,  si  le  point  M  est  extérieur  au  corps,  les  éléments 
e  la  seconde  intégrale  qui  sont  situés  sur  un  même  rayon 
^nt  deux  à  deux  égaux  et  de  signe  contraire;  par  suite, 
Btte  intégrale  est  nulle. 

Si  le  point  M  est  intérieur,  les  éléments  de  la  seconde 
iCégrale  qui  sont  situés  sur  un  même  rayon  se  détruisent 

ncore,  sauf  l'un  d'eux  q^i  est  — cos{MX)rf<T;  en  sorte 
ue  cette  intégrale  se  réduit  à  la  somme 


/ 


cos(MX)£fo', 


tendue  à  toute  la  surface  de  la  sphère  et  changée  de 
igné.  Mais,  le  rayon  étant  normal  â  la  surface  de  la 
phère,  cette  dernière  intégrale  est  encore  nulle^  en  vertu 
lu  théorème  I. 

Enfin,  si  le  point  M  est  situé  sur  la  surface,  la  seconde 
nlégrale  est  nulle,  lorsqu'on  Tétend  à  la  partie  du  corps 
pii  est  située  du  côté  de  la  normale  extérieure  par  rap- 
K)ri  au  plan  tangent  au  point  M.  Cette  même  intégrale 
étendue  à  Tautre  partie  du  corps  a  pour  valeur 
r       y\ 

—    /  cos(MXjrf<r. 

la  somme  s'étendanl  à  la  surface  de  la  demi-sphère  qui 
^l  située  par  rapport  au  plan  tangent  d'un  même  côté 
que  la  partie  du  corps  considérée.  Or,  d'après  le  théo- 
ïime  I,  si  Ton  nomme  dxs  1  élément  de  surface  du  grand 
cercle  suivant  lequel  le  plan  langent  coupe  la  sphère,  on 
a  la  relation 

—    I  cos(MX)r/(T-f-    icosM,dm-—0, 
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OÙ  la  première  intégrale  est  celle  qu'il  s'agit  de  ci 
et  où  la  secgnde  inlégrale  s'étend  à  la  surface  di 
cercle  et,  par  suite,  a  pour  valeur  tt  cosM,.  â: 
théorème  est  complètement  démontré. 

Le  terme  additionnel  tt^  (o)  cos  (Mj^)  est  nul  da; 
de  la  nature^  car,  dans  celte  loi,  (f  (r)  est  égal  aa 
de  r  par  une  constante.  Ce  terme^est  infini  lorsq 
traction  est  inversement  proportionnelle  au  cuL 
une  puissance  plus  élevée  de  la  distance;  il  s'ensi 
pour  une  loi  d^ attraction  inversement  proportî 
au  cube  ou  à  une  puissance  plus  élevée  de  la  di 
tout  corps  exerce  sur  un  point  de  sa  surface  une 
tion  infinie. 

Distinction  entre  les  deux  directions  de  la  noi 
une  sur/ace.  —  Pour  appliquer  les  théorèmes  préc 
il  faut  savoir  distinguer  la  normale  extérieure  de 
maie  intérieure,  lorsque  Téquation  de  la  surface  e 
née  en  coordonnées  rectangulaires. 

Soit  V  =  o  l'équation  de  la  surface,  et  posons 


U==- 


Les  cosinus  des  angles  que  la  normale  au  point 
avec  les  axes  des  x,  des^  et  des  z  sont  respeciivem 

u^,    vÇ,    vÇ. 

dx  dy  dz 

Le  radical  de  la  fonction  U  doit  être  pris  avec  k 
signe  dans  les  trois  cosinus  qui  répondent  à  une 
direction  ;  mais  on  ne  voit  pas  à  priori  quel  est  1 
qui  convient  à  la  normale  extérieure,  quel  est  ce 
convient  à  la  normale  intérieure. 

Pour  lever  cette  ambiguïté,  portons   sur  la  n 
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exlérîeure  à  partir  du  point  P,  pris  sur  la  surface,  une 
très-pclile  longueur  PP'  =  di^é  Quand  nous  passerons  du 
point  P  au  point  P',  les  accroissements  des  coordonnées 

seront 

/\^  /\  /\ 

dx=zdi^  cos  (NX),     rif  =  rff^cos(NY),     riz  —  du  cos(NZ). 

Par  suite,  la  fonction  V,  qui  est  nulle  au  point  P,  aura  au 
point  P'  la  valeur 

on  bien 


cos(NX)H cos{^Y)-♦-  — cos(lNZ)  h 


■■-\/m<^'< 


dz) 


D'après  cette  expression,  où  dv^  est  essenliclleraent  posi- 
tif, on  a  la  règle  suivante  :  Le  radical  qui  entre  dans  les 
\     'Videurs  des  cosinus  relatifs  à  la  normale  extérieure  doit 
L     éire  pris  positif  ou  négatif  suiy^ant  que  la  fond  ion  y 
m    devient  positivée  ou  négatiy^e  pour  les  points  extérieurs  au 
\  corps  et  situés  dans  le  voisinage  du  pied  de  la  normale. 

1  Expression  de  Vêlement  de  surface  en  coordonnées 
I  oavilignes,  —  Les  intégrales  qui  font  T objet  des  théo- 
'imesprécédeuts  étant  relatives  à  des  surfaces,  il  convient, 
pour  les  évaluer,  de  prendre  comme  lignes  coordonnées 
tnx  lignes  tracées  sur  la  surface  même  et  variables  sui- 
vant une  loi  conventionnelle  avec  deux  paramètres  p  ciq. 
Us  valeurs  de  ces  paramètres  auxquelles  correspondent 
les  lignes  qui  se  coupent  en  un  point  déterminé  de  la  sur- 
s  kct  sont»  les  coordonnées  de  ce  point,  puisqu'elles  en 
faentla  position. 
L élément  de  surface  ds  sera  le  petit  quadrilatère  com- 
I^  |rii  entre  les  lignes  correspondantes  aux  paramètres  p, 
^^-hdp,  Çi  g  -hdq.  Il  s'agît  d'exprimer  la  surface  de  ce 
dît  quadrilatère  en  fonction  de  p^  q^  dp  et  dq. 


t 


fcfti 
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Concevons  que  Xy  y  et  z  soient  exprimés  en /?  et  ^,  à 
Faide  de  Téquation  de  la  surface,  et  des  deux  relations 
établies  entre  ces  cinq  variables  par  la  définition  même 
des  nouvelles  lignes  coordonnées.  Soient  X  et  W  les  déri- 
vées partielles  de  x  par  rapport  à  p  et  k  ç^  (jl  et  [a'  celles 
de^,  V  et  v'  celles  de  z. 

Les  sommets  du  petit  quadrilatère  ds^  pris  dansFordr^^ 
où  ils  se  présentent  quand  on  suit  le  contour  dans  un  mêm^^ 
sens,  ayant  pour  coordonnées,  dans  le  nouveau  système^^ 
(P^Ç)AP^dp^^)i  (P'^^PyÇ'+-dç)(p,ç^d(i),  1^^ 
coordonnées  des  mêmes  sommets  seront,  dans  le  systèn^^^ 
rectangulaire, 

^>  J'y    h 

X  -h  Àr/yy,   y  -h  \t-dp^  z  4-  vdf/;, 

X  -f-  \dp  -4-  V  dq^  y  -h  ^dp  -h  ^ dq^  z  4-  vé^  -h  ^' dq^ 

x-\-\'dq,   X -^  [*-' dqy   z-hv'dq. 

Or,  si  Ion  nomme  (x,, j,),  (x„  j,),  (x,,  j,),  (x»,  _y,/ 
les  coordonnées  des  sommets  d'un   quadrilatère  plskn, 
rangés  dans  Tordre  où  ils  se  présentent  quand  on  suit,   le 
coniour  dans  un  même  sens,  la  surface  du  quadrilatê^re 
est  représentée  par  la  somme 

,  ^.r,  -f-r»  .  /  .jj  -+-r» 

-h(X4—  X3) h(X,   —4:4)   ^, 

prise  en  valeur  numérique. 

Appliquant  cette  formule  générale  aux  quadrilatères 
qui  sont  les  projections  du  quadrilatère  ds  sur  les  plans 
coordonnés,  on  trouve  que  les  projections  sur  lesplâw 
XOY,  YOZ,  ZOX  sont  respectivement 

±(\^'-^V)dpdq,  dziiJiv'  —vii')dpdq,  ±(vV-W)//M; 


\ 
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^ar  suite,  la  surface  du  quadrilatère  est 

Cl)  df=: dpdq [ (V  —  ï»^' y -^ (p  -  V ;' -h  (v)/ -  Av' )^y . 

2.  Jusqu'ici  rien  n'est  particulier  à  rellipsoïde,  ni 
même  à  la  loi  de  Tattraction. 

Actuellement,  calculons  V attraction  qu^ un  ellipsoïde 
homogène,  terminé  par  la  surface 

ejcerce  suismnt  la  loi  de  la  nature  sur  un  point  M,  de 
coordonnées  a,  i,  c. 
Posant 


et 

r=[{a-.TY-^{b-  yY  -h[c~  zV^y  , 
Oi,  a, 

COS(-N^):.^, 

/<^v         '     rx(a  — -c)        r ->  —  )')        3(r  — Si! 
COS(M«)  ^  ;p  [-^ -^  --3^  +  J-^J. 

Si,  entre  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de 
la  surface  et  les  coordonnées  curvilignes  /?,  ^,  on  établit 
les  deux  relations 

z=zC  sïnp  sin  y,     j  -—  B  sin/>  ces  7, 

l'équation  de  la  surface  donne  la  troisième  relation, 

X  =  A  cosp. 

D'après  ces  trois  relations  et  la  formule  (E),  Texpress 
sion  de  l'élément  de  surface  en  coordonnées  curviligne- 
«*si 

ils  =  ABC>p  sïnp  dp  dq, 

II.    a*  BDIT.  -xi 
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On  prend  ici  le  signe  -f-  ;  car  on  embrasse  tonte  la  surfa  c^  ^^ 
de  Tellipsoïde  en  faisant  varier  ;:;  de  o  à  tt  et  ^  de  o  à  2  tc- 
et  entre  ces  limites  sinp  reste  positif. 

Soient  fA  l'attraction  de  Tunilé  de  masse  à  l'unité  de  dîs^ 
tance,   p  la  densité  supposée  constante,  X  Tattraction 

exercée  suivant  Taxe  des  x,  et  |  la  quantité  — — —  • 

On  a,  d'après  le  théorème  III, 

et,  d'après  le  théorème  VI, 

,    ,,     ~Jo     Jo        L      A'  B'       ^       C'      J 

(a  —  x)smp 

X- j^—^dpdq. 

De  plus,  le  théorème  IV  dit  que  l'iutégrale 

est  égale  à  o  quand  le  point  attiré  est  extérieur,  et  égale  ^ 

—  ABr  ^^^"^  ^^  point  attiré  est  intérieur. 

A  Taide  de  ces  formules  on  peut  arriver  à  connaître  ^  * 
valeur  de  f,  en  comparant,  l'attraction  de  rellipsoï^c^^^ 
donné  avec  celle  des  ellipsoïdes  homofocaux.  Pour  cek-  ^^*  ' 
on  considère  A,  B,  C  comme  des  valeurs  particulières  ^at  *-" 
tribuées  à  des  variables  a,  P,  y,  qui  sont  assujetties  a  "«-■  ^ 
relations 

a'  —  P^  =  const.,     a^  —  7'  =  const. 

Alors  la  formule  (i),  appliquée  à  l'un  quelconque    clc*5 
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îpsoïdes  homofocaux,  peut  s'écrire 


a  Ton  étend  cette  formule  à  uu  ellipsoïde  homofocal 
Iniment  voisin,  ce  qui  se  fait  par  une  différentiatiou  re- 
17e  aux  variables  âc,  /3,  y,  et  que  Ton  désigne  par  la  ca- 
téristique  d  les  accroissements  correspondants  aux  ac- 
•issements  simultanés  de  ces  variables,  il  vient 

a 
rSr=  —(a  —or)  Sx  —  [^  —y)^X  —  (c  —  z)$z. 
}  d'après  les  expressions  de  j:,  jj  z  en  p  et  ^, 


7. 

.P 

V 

l'aîlleurs, 

a.d(x  : 

=m- 

=  7*7; 

peut  donc 

écrire 

r^r  —  —  ( 

X80L        — 

'K 

U^J 

[c-z) 

t 

te  formule,  combinée  avec  celle  qui  précède,  donne, 
observant  que  a.  cosp  =  x, 


-"X'Xl'-^-^-^'^ 


"" r^(«  —  ^) ^  fi^—r) _^ z(c'-z)' 


le  cette  équation  on  retranche  l'équation  (2)  mulli- 
^e  par  oa  et  appliquée  à  un  ellipsoïde  homofocal  quel- 

21 . 


3^4  MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

conque*  il  vient 

L'intégrale  qui  figure  ici  n'est  autre  que  l'int^rale  (3  ^  « 
par  conséquent,  on  a 

(4)  *§  =  o 

quand  le  point  attiré  est  extérieur,  et 

quand  le  point  attiré  est  intérieur.  Il  n*y  a  pas  lieu  à  cou 
sidérer  ici  le  cas  où  le  point  attiré  est  situé  sur  la  surface     ^ 
car,  dans  ce  cas,  on  ne  peut  faire  varier  a  sans  que  1"^^ 
point  devienne  extérieur  ou  intérieur. 

Point  extérieur,  —  L'équation  (4)  montre  que  lésai 

tractions  de  deux  ellipsoïdes  homofocaux  sur  un  mèm^ 
point  extérieur  sont  dirigées  suivant  la  même  droite,  et 
sont  proportionnelles  aux  masses  des  ellipsoïdes.   Cette 
proposition  étant  vraie  quelle  que  soit  la  distance  du  point 
à  la  surface,  il  s'ensuit  que  la  proposition  est  encore  appli- 
cable lorsque  le  point   attiré  est  situé  sur  la  surface; 
pourvu,  toutefois,  que  l'attraction  varie  d'une  manière 
continue  quand  le  point  attiré  s'approche  de  la  surface 
jusqu'au  contact.  Cette  condition  est  satisfaite  dans  la  loi 

de  la  nature:  car  l'attraction  ^- de  l'élément  de  masse 

qui  est  infiniment  rapproché  du  point  attiré  est  un  infi* 
niment  petit,  qui  disparaît  à  la  limite  dans  l'attraction  to- 
tale, puisque  dm  est  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre 
et  r*  un  infiniment  petit  du  second  ordre. 
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D'après  cela,  pour  auoir  Vaitixiction  d'un  ellipsoïde 

sur  un  point  extérieur,  il  faudra  d^  abord  déterminer  y 

/parmi  les  ellipsoïdes  homofocaux  à  V ellipsoïde  donné ^ 

celui  dont  la  surface  passe  au  point  attiré-^  puis  calculer 

i  ^attraction  de  ce  nouvel  ellipsoïde  sur  le  point  donné, 

lequel  est  situé  à  la  surface^  et  enfin  réduire  V attraction 

obtenue  dans  le  rapport  de  la  masse  de  Vellipsoïde 

<fo#»/ié  à  la  masse  de  V ellipsoïde  homofocal,  La  première 

partie  du  calcul  se  réduit  à  la  résolution  d'une  équation  du 

troisième  degré,  qui  donne  toujours  une  solution  unique. 

Lt^     seconde  partie  sera  comprise  comme  cas  particulier 

d^Y^s  le  calcul  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  sur  un  point 

^^*t.^rîeur. 

^oint  intérieur.  —  Il  faut  se  servir  de  l'équation  (5), 
y  sxibstituer  à  /3,  7  leurs  valeurs  en  «,  A,  B,  C,  tirées  des 
»"el  étions 

a'  -  p»  ^:  A'  —  BS     a»  —  7=  =  A'  -  CM 

p\:&is,  posant  -  =  u,  on  devra  intégrer  à  partir  d'une  va- 
leur de  II  pour  laquelle  ^  soit  nul,  jusqu'à  la  valeur  11  ==  i 
qui  répond  à  l'ellipsoïde  considéré.  Or  l'équation  (1), 
dans  laquelle  on  remplace  A  par  «,  montre  que  |  est  nul 
lorsque  a  est  infini  ;  car  alors  tous  les  éléments  de  l'inté- 
grale sont  nuls.  Les  limites  seront  donc  u  =  o  ci  u  =  i  : 
el  Ton  aura  finalement,  pour  un  point  intérieur, 

(6]  X-       4^f*pBCa     /*» uyiu 

^ette  valeur  étant  exacte,  quelque  rapproché  de  la  sur- 
lace  qm;  soit  le  point  attiré,  elle  conviendra  lorsque  ce 
V^^^t  sera  situé  sur  la  surface.  On  en  déduira  facilement 
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les  théorèmes  de  Newton  étendus  à  un  ellipsoïde  q\ 
conque. 

L'intégrale  qui  entre  dans  la  formule  (6)  ne  peut  s* 
tenir  sous  forme  finie  que  dans  le  seul  cas  où  Tellipso 
est  de  révolution. 

Supposons  que  V ellipsoïde  soit  de  révolution  auti 
de  l'axe  des  x. 

Il  faut  poser  B  ==  C;  alors,  désignant  par  v  une  qu 
tité  égale  à  l'unité  quand  le  point  attiré  est  intérieur 
situé  sur  la  surface,  et  égale  à  la  racine  positive  de 
quation 

,|2/l2  -i i^ l A  2 

(£-)•■ 


I- 


quand  le  point  attiré  est  extérieur,  on  arrive  aux 
mules  suivantes  : 

I®  B*  >  A*  ;  V ellipsoïde  est  aplati. 

Posant  X'  =  --  —  I ,  en  sorte  que  --  X  soit  Pexcentr 

de  Tellipse  méridienne,  on  a,  d'après  la  formule  (6 
les  formules  analogues  relatives  aux  deux  autres 
coordonnés, 

Xu — arctaDg.^'j 


(7)'  >  >>> 


47rfxp(i+V) 


nV 


a®  B'  <  A'  5  V ellipsoïde  est  allongé. 
Les  formules  {7)  subsistent  encore,  pourvu  que  Te 
regarde  X  comme  une  quantité  imaginaire^  égale  au  | 

duit  de  l'excentricité  i/  i  —  ~  par  le  symbole  ^- 
Pour  mettre  ces  formules  sous  forme  réelle,  il  suffi 
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poser   r—  =  65  alors  0  représente  rexcenlricîté  de  Fel- 

lipse  méridienne,  et  Ton  a 

1  .       I  -h  Ou 
—  Ou  H-  -  loÊî — 

2  ^  I  —  Ou 

X  —  —  4^pp''(*  —  0=) -3 <» 

Ou  I  I  -4-  Ou 

Y       Z  ,        ,         ,  ,  i"— 'ô"^7'  ""  2  ^^  I  —  Ou 

L'attraction  perpendiculaire  à  Taxe  de  révolution  se 
déduit  de  la  valeur  de  Y,  en  remplaçant  b  parla  distance 
d^  Taxe  au  point  attiré,  ^b*  +  c*. 

3.  Un  ellipsoïde  homogène,  à  trois  axes  inégaux, 
^^^^s  assez  peu  différents  pour  quon  puisse  négliger  la 
<f^-€Mtrihme  puissance  des  excentricités  des  sections  pHn- 
^^J^ales,  est  coupé  par  une  sphère  concentrique, 

1°  L'attraction  de  r  ellipsoïde  sur  un  point  de  sa 
^9€wface  conserve  la  même  intensité  tout  le  long  de  son 
*^^tersection  avec  la  sphère. 

a®  Cette  attraction  est  égale  à  celle  de  la  sphère  sur 
fe«  mêmes  points  d'intersection,  quand  la  sphère  est 
^^mogène,  de  même  volume  et  de  même  densité  que 
^^  ellipsoïde. 

3®  Si  Von  imagine  une  série  d'ellipsoïdes  homofo- 
c'^iiix,  et  une  série  correspondante  de  sphères  concen- 
^^'f'ques  de  même  matière,  dont  les  volumes  soient  pro- 
portionnels à  ceux  des  ellipsoïdes,  les  attractions  des 
^Uipsoïdes  et  des  sphères  sur  leurs  intersections  seront 
P  f'oportion  neUes. 

Démontrer  ces  théorèmes. 
Conservons  les  notations  précédentes.  Soient 
A<B<C, 
B*  C 


3a8  MÉCAMIQUE   BATIONHELLE. 

Nous  avons  trouvé  (p.  325)  les  composantes  de  Fattrs 
tion  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  de  sa  surface  : 

BC      /*«                  u^du 
X  r. .  -  .|  Trpp  —  ai        -  ; p . 

Puisque  nous  négligeons  les  termes  du  quatrième  < 

BC  I 

gré  en  À  et  )/,  —  se  réduit  à  i  H —  (^'  ■+-  '•'*)  5  la  qua 

lité  comprise  sous  le  signe   1  se  réduit  à 

et  nous  avons,  par  conséquent, 

On  verrait  de  même  que  les  valeurs  exactes 
BC  .    /-«  uUlu 


Y  -T   -  4  7r//p  —  ft  I      ;, 

Jo     (i-+-X'«')'(i-4-V'tt')' 

/  -     —  47rfzp  -7T  <•    I  i :,  » 

se  réduisent  aux  suivantes  : 

Il  s'ensuit  que  Fatlraclion  totale  de  rellipsoïd 
point  de  sa  surface,  ou  v^X*-h  Y*H-  Z',  que  n 
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iiieirons  G,  a  pour  expression 


( 


-c'(V_oV')]j. 


Nous  avons  pdsé 

(2}  a' ^_  ^»  _H  C^  zz:  r». 

Lifi  point  attiré  (a,  6,  c)  étant  un  point  de  la  surface. 

^^  bien,  au  degré  d'approximation  convenu, 

a»  {>»  -4-  V)  -4-  ^n"  -4-  en'  —  A^  (  i  -4-  X'  -4-  V^}  —  r\ 

"ultîplîons  cette  équation  par  3,  et  retranchons  du  pro- 
^^ît  l'équation  (2)  multipliée  par  2(X'H-1'*).  Il  en  ré- 
^^lle  une  nouvelle  équation  dont  le  premier  membre  est 
*^  facteur  entre  crochets  [  ]  dans  la  valeur  de  G,  et  dont 
'®  second  membre  ne  contient  pas  les  coordonnées  a,  i,  c. 
H  en  résulte 

(3)      G:=z-^:Tfxprr2(i- V-V=»j-h3^(i-4-À'-hV')|. 

*^  Cette  valeur  de  l'attraction  ne  dépend  que  de  la 
^>  s  tance  r  du  point  attiré  au  centre  de  Tellipsoïde.  Dès 
*^rs  le  premier  théorème  est  démontré. 

^^  Si  nous  posons 

ABC=r% 
^cilc  relation,  dans  notre  degré  d'approximation,  nous 
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Alors  (3), 

_,      4 

Le  deuxième  théorème  est  démontré. 

3°  Le  troisième  théorème  est  également  facile  à  dé 

montrer.  Le  rapport  du  volume  de  chaque  ellipsoïde  h 

mofocal  à  celui  de  la  sphère  correspondante  est  le  produ 

A' 
de  —  par  une  quantité  constante.  Ce  rapport  est  constan*" 

A 
par  suite  —  est  une  constante.  Il  en  résulte  (3)  que  G  r         ^ 

proportionnel  à  r,  de  même  que  F  attraction  de  la  sphèi r--^ 

Le  P.  J.  Delsaux;  i856. 

4.  Démontrer  quun  ellipsoïde  homogène^  de  réx^o^S^* 
tion,  et  faiblement  aplati,  exerce  sur  un  point  dé  j 

surface  une  attraction  qui  varie  avec  la  position  de  c 

point  proportionnellement  au  sinus  carré  de  la  latitu    m.   rfg 
On  néglige  la  quatrième  puissance  de  l'excentricité. 

Conservons  la  notation  de  la  question  précédente. 

Il  nous  faut  poser  dans  les  formules  (7)  (p.  3a6)  u  =^=^  i, 
et  développer  suivant  les  puissances  ascendantes  de  ^  ^n 
nous  arrêtant  à  la  troisième  puissance. 

Nous  avons 

.       ,       ^'       V 
arc  tang  >  =  X^^H--— ..., 

et  de  même 

arc  tangX  — 
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d'o-à  résulte  U  T;dear  approchée  de  rutracùon  toule« 


Q^^X'-hT^-^r- 


o^a.  bien,  posant  a*  -+-  i'  -h  c*  =  r'. 


_4^f^| 


Ceci  posé,  désiimons  par  /  la  latitude  du  point  attiré, 
^^^cst-à-dire  Tangle  aigu  que  la  normale  à  la  surface  en  ce 
point  fait  avec  le  plan  de  Féquateur.  Nous  avons,  ton* 
Jours  an  même  degré  d^àpproximation. 


c:os/=  :  -—  J6»-4-f'[r»H-Va»(:ï-+-X»M 

V       B'  A* 


i^L±^^KV, 


sin/  =  --+-  HX», 

r 


1^  et  H  désignant  des  quantités  indépendantes  de  à. 

Ayant  égard  à  ces  valeurs,  Fexpression  de  G  peut  s'é- 
^rire 

G=i^'r,+  ^'(2sin'/-cos'/)] 

crequi  démontre  le  théorème. 
CoROLLAiBE.  —  Quand  on  pose 
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il  vient 

On  déduit  de  là  cette  conséquence  remarquable  :  Un  — ^ 

ellipsoïde  homogène  y  de  téi^olution^  et  faiblement  npl/ifi 

exerce  sur  un  point  matériel  situé  à  sa  surface  sur  le  pa — 

I 
rallèle  oii  te  sinus  de  la  latitude  est  -j^-t  une  attractiot^    -^^ 

égale  à  celle  que  produirait  une  sphère  de  même  matièrc^^^^ 
de  même  centre,  et  qui  passerait  au  point  attiré.  Mais  i^fîl 
ne  faut  pas  oublier  que  Ton  néglige  ici  la  quatrième  puis^^ss- 
sance  de  Texcentricité. 

De  plus,  on  s'assurera  facilement  que  la  sphère  dor^^  «nt 
il  s* agit  a  même  volume  que  l' ellipsoïde,  toujours  a^s  au 
même  degré  d'approximation  (  voir  le  problème  3,  n^).     ^«  . 

On  applique  fréquemment  ces  résultats  à  la  terre. 


5.  On  suppose  la  masse  d'une  planète /^partie  s^^^  sm 
chaque  point  de  son  orbite,  en  raison  inverse  de  sa  "^^  vi 
tesse  à  ce  point.  Calculer  l'attraction  que  Vannei^^  :eau 
elliptique  ainsi  formé  exerce  sur  un  point  extérieur  ^'^-  ^^sc/ 
conque^  mais  assez  éloigné  pour  quon  puisse  regar- — -^J^,, 
Vanneau  comme  une  ligne  matérielle  sans  épaiss^^^f^^  » 
quoique  de  densité  variable. 


Soient 


l'équation  de  l'orbile,  e  rexcentricité,  u  Tanomalie  ex- 
centrique de  la  planète,  T  la  durée  de  la  révolution  et 
t  le  temps  compté  à  partir  du  passage  au  périhélie. 
On  aura 

9.7t 

-—  f  =  i£  -—  e  sin  a, 
T 


'-^ii 


\ 
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'H  différentiant, 

T 

dt:=  —  (\  —  eco%u)du. 

2ir  ^  ' 

près  cette  dernière  formule,  la  masse  de  Pélëment  de 
neau  qui  répond  à  Taccroissement  du  de  Tanomalie 
întrique  aura  une  expression  de  la  forme 

du{\  —  e cosa)  X  const. 

ime,  par  hypothèse,  la  masse  entière  de  Panneau  doit 
égale  à  la  masse  de  la  planète,  la  constante  sera  le 
lient  de  la  masse  de  la  planète  par  le  nombre  arr. 
oient  m  la  masse  de  la  planète  \ 
=  A,  jr  =  B,  z  =  C  les  coordonnées  du  point  attiré  -, 
Tattraction  que  l'unité  de  masse,  située  à  Tunîté  de 
ance,  exercerait  sur  ce  point; 

1,  T,  Z  les  composantes  de  l'attraction  suivant  les  axes; 
la  distance  du  point  attiré  au  point  (x,  y)  de  Tan^ 
i. 
Ton    observe   que   les   coonlonnées  x  =  a  cos  a, 

tsinu  représentent  un  point  quelconque  de  Tel- 

,  on  trouve 

p»=r(A  — flcos«)'  +  (B  —  b%\nuY  -h  C*, 


/*/w    r^^  (i  —  tf  cosa)(A  — flcosii) 
*•— —  f         :  dUy 

2^^  Jo  P 

'^'^  (i  —  eco%u)  (B  —  ^sinii) 


^'^(i  — ércostt)C   . 

' —  du. 

a' 


du^ 


fim    r'"(i  — eco 
~~'^  Jo  f' 

tégrales  se  ramènent  aux  fonctions  elliptiques. 
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Pour  eflbctuer  celte  réduction,  on  pose 


(a) 


p  + 

^^tang^ 

r=y+- 

P  —  9 

7 

I  -4-  s  UDg  - 
2 

I 

4-^tang 

i 

2 

d'où  il  suit 

COStf 

-r)s' 

COS7-h(l 

—  pg)  s  siuf  H 

-/^ 

^-  C» 

-« 

z^ 

sin  tt 

~  [P  —  9*')  cos? 

-+-(/'  +  ^) 

f  sin  ^  -h 

I 

p-i-qs' 

-  I-t-/»'- 

2 

^sin^  + 

1-f-P 

2 

~{1-p) 

du 

On  substitue  ces  valeurs  dans  les  intégrales  qui  précèdent, 
puis  on  détermine  p^  g,  s  par  la  condition  que,  dans  le 
numérateur  de  p*,  les  coefficients  de  cosç,  de  sinoet  <i^ 
produit  costpsincj'  soient  nuls. 

Alors  les  trois  intégrales  qu'il  s'agit  de  calculer  pre^' 
nent  la  forme 


/" 


Kcos'«p-4-Lsin'<p-i-M  sintpcosf  -+-Ncosy-+-  Psin^   ^^ 
J^  (G  cos^y  -+-  G'  sin'<p  +  G" )  ' 

K,  L,  M,  xS,  P,  G,  G',  G''  étant  des  constantes.  Eli 
se  décomposent  en  autant  d'intégrales  particulières  qii 
y  a  de  termes  au  numérateur.  Or,  parmi  ces  dernier 

intégrales,  celles  qui  ont  au  numérateur  sous  le  signe 

soit  coscp,  soit  sino,  soit  cosf  sin^,  sont  nulles,  puisq 
leurs  éléments  sont  deux  à  deux  égaux  cl  de  signe  ce 
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ire.    Quanl   aux  intégrales   qui  ont  au  numérateur 
*Cf  ou  si  n'y,  on  pourra  les  prendre  entre  les  limites 

tt->  pourvu  que  l'on  multiplie  le  résultat  par  4*  De 

is,  la  quantité  comprise  sous  le  radical  du  dénomi- 
eur  peut  se  mettre  sous  la  forme   i  —  c'  siu'y,  en 

iplaçant,  s'il  est  nécessaire,  cp  par  -  —  q,  ce  qui  ne 

lifie  point  les  limites  de  l'intégrale.  Le  problème  est 
c  ramené  à  calculer  les  deux  intégrales 

-   r       ""^     3^^      v^   r_!!!^!i_,^,. 

In  intégrant  par  parties,  il  vient 

^x„  r^    •       j  cos<p  /•'^        COS=<p 


iussi 


c'\]=i    l      • -4==:^ r^  d<f  —  F{c)  —  E{r)y 

(c)  et£  (c)  représentant  les  intégrales  elliptiques  com- 
bles de  première  et  do  seconde  espère,  lesquelles  ont 
•5  valeurs  tout  aussi  bien  connues  quc.celles  des  sinus  et 
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des  cosinus.  Les  intégrales  U  et  V  sont  donc  déterminées  ; 

Vzzz  -  i  F(r)  -4-    ,,    '      n  E(c). 

La  détermination  des  coefficients  p^q^s  conduit  à  des 
calculs  un  peu  longs.  C'est  pourquoi  il  ne  sera  pas  sans 
utilité  de  montrer  comment  ces  calculs^  qui  se  présentent 
souvient  dans  les  réductwns  aux  intégrales  elliptiques, 
peuv^ent  se  ramener  à  d^ autres  calculs  bien  connus^  dont 
les  résultats  se  trouv^ent  dans  tous  les  Traités  élémert- 
taires  de  Géométrie  analytique. 

Les  valeurs  de  sinu  et  de  cos  ii  qui  résultent  des  éqi».  a* 
tions  (  2  )  sont  de  la  forme 

^  l  a  cos©  -+-  a'  sin»  H-  a" 

\   COSU=z — .  — ^, 

1  7COS(p-h7  sïtïff'^y'' 

1    .  Bcos®  -+-6'sin»-i-  3" 

f  sm  a  =r  i- '- '^,    .       ■ — 4r  • 

\  7C0S(j>-h  7  smç -+-7'' 

Les  conditions 

cos'tt  -+-  sin*tt  =  cos'w  -+-  sin'^  -r:  1 

exigent  qu'on  ait  les  relations 

[        a'    +p»    —  7*   --H,      aa'    -h  pp'    —77'    -:  o, 

(4)     <         a'^-4-r-7"==H,      «'a''-^P'P''-7V=o. 

(  _a">_p''i-^/>^H,      a"a  H- 6'' p  -  7^7  ~-z  o, 

OÙ  H  désigne  une  quantité  qui,  dans  le  cas  actuel,  ^ 
égale  à  s*  (q — /?)'.  On  pourra  dorénavant  supposer  ** 
égal  à  l'unité,  pourvu  que  Ton  entende  par  a,  (3,  7, .  •  •? 
les  quotients  de  ces  quantités  par  s(q — p).  Alors  '^ 
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quantités  _ 

satisferont  à  toutes  les  relations  des  neuf  cosinus  qui  lient 
deux  systèmes  d^axes  rectangulaires. 
Or,  si  Ton  substitue,  dans  l'expression 

(5)     (A»\/=T-  ax)'  -{-{hz  )/~^  bxy-{-0{z)/^)\ 

Jc8  valeurs 

jr  =z  ax'  -f-  a' y'  +  a')/—  1  «', 

z=:  —  y  \j—  I  y  —  7'  V  —  I  r'  -4-  7"  »'» 
puis  que  l'on  fasse 

j/  =:  COSÇ,       y  =:  Sin  y,      *'  ^— -  I  =:=  I , 

on  obtient  le  numérateur  de  la  fraction  sous  laquelle  se 
présente  p*  quand  on  substitue  les  valeurs  (3)  dans  Tex- 
pression  (i). 

D'après  cel  a,  on  aura  les  valeurs  des  coefficients^,^,  5,  G, 
G',  G",  en  déterminant  les  cosinus  a,  ,v,  —  y  ^ —  '  ,  •  •  •  1 
P^r  la  condition  que  les  axes  des  x',  j  ',  2'  coïncident  avec 
^^s  axes  principaux  de  la  surface  du  second  degré  que  Ton 
obtient  en  égalant  l'expression  (5)  à  une  constante  Q, 
savoir  : 

fl»ar»  -h  A»j'  —  (A»  -4-  B»  -4-  0)z' 

—  nhb^  —ijz  —  2 Au  V^ — I  zx  =zQ. 

Ainsi  on  est  rami^né  à  un  calcul  connu,  à  Faide  de  sym- 
*^les  imaginaires  qui  disparaîtront  d'eux-mêmes  dans  les 
"^uliats. 

Il*   3*  «DIT.  22 
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Écrivanl  que  réqiialioii  transformée,  qu'il  s'agit  d'ob 
tenir, 

(G  Gor"  -h  Gy  -+-  G^{z'  v'-Tj'  =  Q, 

devient  identique  à  Téquation  primitive,  lorsqu'on  ; 
remplace  x\  y\  z'  par  leurs  valeurs  en  x,  y^  z,  on  ob 
tient  les  relations 

Gp»-hG'pH-G"p"='=AS 
Gf  -+-  G'v"  -4-  &'i"^  =r  A>  -4-  B»  -h  es 
^^'  A  ^GPv-G'p'v'  — G"p"7''=r-B^, 

—  Gya  —  G' 7' a'  —  G'^foL"  r-.-.  —  Atf, 
Gap  -h  G'a'p'  -h  G^'a^p"  =r  O. 

Si  Ton  élimine  entre  ces  équations  les  inconnues  G'  et  G*, 

en  se  servant  des  relations  (4)  où  Ton  a   fait  H  =  i. 

il  vient  • 

(G  —  fl')a  -+- Aû7  =  o, 

(G  — ^>^)p-hB67  =  o, 

—  Aaa  — B^p  -h  (G  -4-A'H-B'-4-C»)7  =  o. 

Pour  que  ces  équations  soient  compatibles^  a,  |3  et 
n'étant  point  nuls,  il  faut  que  le  dénominateur  commui 
des  valeurs  de  a,  (3,  y,  que  l'on  en  déduirait  par  les  for 
mules  ordinaires  de  résolution,  si  les  seconds  membre 
étaient  différents  de  zéro,  soit  identiquement  nul,  c^est 
à-dire  que  l'on  doit  avoir 

(G  -  fl')  (G  —  b^)  (G  -f-  A»  -4-  B'  -h  C) 

-+-  B»^'  (G  —  «')  H-  A>a»  (G  —  b')  •=  o, 

ou,  ce  qui  est  la  même  équation, 

(«'  g=:t^^g^«^g^^^^- 
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Si  Ton  avait  éliminé  de  la  même  manière  G^  et  G,  on 
serait  arrivé  à  une  équation  pareille;  et  si  Ton  avait  éli- 
miné  G  et  G',  on  serait  arrivé  a  une  équation  qui  ne  dif- 
fère de  l'équation  précédente  que  par  le  chaugcmcui  de  G 
en  — G'' 5  donc  les  trois  racines  deTéquation  (8)  sont  G, 
G'  et  — G".  L'une  de  ces  racines  est  négative;  les  deux 
autres  sont  positives,  et,  si  l'on  suppose  a  >  è,  elles  sont 
comprises  entre  zéro  et  è',  />*  et  a*.  La  racine  négative  est 
la  valeur  de  —  G''';  car,  si  elle  était  la  valeur  de  G  ou  de 
G',  la  distance  p  serait  imaginaire  pour  (p  =  o  ou  pour 

9  =  —  Ces  racines  étant  déterminées,  on  aura  les  valeurs 

de  p,  Çy  s  par  trois  des  équations  (7). 

L'hyperboloïde  réel  que  représente  l'équalion  (6)  pour- 
rait être  de  révolution;  alors  un  des  cosinus  serait  indé- 
terminé, il  eu  serait  de  même  pour  Tune  des  quantités 
p,  q^  5.  C'est  que,  dans  ce  cas,  il  n'y  aurait  pas  lieu  de 
ramener  nos  intégrales  aux  transcendantes  elliptiques; 

elles  ne  contiendraient  sous  le  signe    i  que  des  fonctions 

rationnelles  de  sin  u  et  de  cosi/,  en  sorte  qu'on  pourrait 
efiectuer  les  intégrations. 

En  eflet,  ce  cas  est  celui  où  l'équation  (8)  aurait  deux 
racines  égales;  or  on  voit,  par  un  calcul  semblable  à  celui 
de  la  page  5^  (prob.  5),  que,  si  l'équation  (8)  a  deux  ra- 
cines égales,  leur  valeur  commune  est  6',  et  l'on  a 

c'est-à-dire  que  le  point  attiré  se  trouve  sur  une  hyper- 
l>ole,  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  celui  de  l'el- 
lipse formée  par  Tanncau,  et  dont  les  sommets  et  les  foyers 
sont  respectivement  les  foyers  et  les  sommets  de  l'ellipse. 
On  sait  qu'une  telle  hyperbole  est  le  lieu  des  points  de 

22. 
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l'espace  dont  la  distance  à  Tun  quelconque  des  points  de 
Tellipse  s'exprime  rationnellement  en  fonction  des  coor- 
données de  ce  dernier  point. 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  est  suscep- 
tible de  fournir  une  nouvelle  méthode  pour  le  calcul  des 
inégalités  séculaires  des  planètes.  Car  ces  inégalités,  dont 
les  périodes  embrassent  plusieurs  centaines  de  siècles, 
sont  indépendantes  de  la  longitude  des  planètes  perturba- 
trices, et,  par  conséquent,  elles  seraient  les  mêmes  si  h 
masse  de  chaque  planète  perturbatrice  était  répartie  sur 
son  orbite,  en  raison  inverse  de  la  vitesse.  C'est  en  vue 
de  cette  application  que  Gauss  a  résolu  pour  la  première 
fois  la  question  qui  nous  occupe  ici  (Comment.  Gottin- 
gens,,  t.  IV).  M.  Clausen  en  a  donné  depuis  une  solution 
plus  simple  [Journal  de  M.  Crellcj  t.  VI,  p.  290:  i83o). 

SECTION  II. 

THÉORÈMES  GÉNÉRAUX  SUR  L* ATTRACTION. 

A  Tépoque  de  Laplacc,  tout  ce  que  Ton  savait  sur  Tat- 
traction  d'un  corps  de  figure  quelconque  se  bornait  pres- 
que à  quelques  méthodes  générales  pour  aborder  le  pro- 
blème à  Taide  des  séries.  Cependant  Coulomb  avait  déjà 
découvert  que  les  fluides  électriques  s'attirent  ou  se  re- 
poussent en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  O* 
résultat  inattendu  ouvrait  une  vaste  cariière  auic  appli- 
cations de  la  théorie  générale,  et  semblait  inviter  les 
géomètres  longtemps  arrêtés  par  la  difli(  ulté  prétendiu* 
du  sujet. 

Un  géomètre  anglais,  George  Green  (*),  parvint  en 


{*)  An  Essaj  on  the  application  oj malhrmalical  analjsis  to  the  ikforù 
0/   Eltctriciljr   ond  Magnetism;   Nollin{;hani ,   189S.    —   On    a    rcprodv 
ce   Mémoire  dans  le  Journal  de  M.  Crnllc,  t.  XXXIX,  p.    7^;  t.  XL! 
p.  356. 
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1828  à  qneli]ues  théorèmes  généraux  cruii  haut  intérêt; 
mais  son  Mémoire  resta  presque  inconnu  sur  le  conli- 
nent.  Dix  ans  plus  tard,  Gauss  (*)  et  M.  Chasles  (**)  re- 
trouvèrent séparément  les  théorèmes  de  Green  par  des 
méthodes  différentes,  et  ajoutèrent  plusieurs  autres  pro- 
positions remarquables.  Mous  démontrerons  ces  théo- 
rèmes, d'abord  par  la  méthode  de  M.  Chasles,  puis  par 
la  méthode  de  Green. 

Dans  tous  les  théorèmes  qui  suivent,  nous  prendrons 
pour  unité  de  force  l'attraction  deTunité  de  masse  s'exer- 
çant  à  Tunité  de  distance,  sur  Tunité  de  masse  quand  il 
s'agira  d'un  corps,  sur  Tunité  de  surface  quand  il  s'agira 
d'une  surface,  sur  le  point  considéré  quand  il  s'agira  d'un 
point. 

1.  Si  l'on  considère  V attraction  d'un  corps  sur  les 
éléments  supeificiels  d'une  surf  ace  fermée  et  d'ailleurs 
quelconque,  la  somme  des  attractions  exercées  suiv*ant 
IcL  normale  intéiieure  à  la  surface  est  égale  au  produit 
de  ^t:  par  la  masse  de  la  partie  du  corps  qui  est  située 
dans  l'intérieur  de  la  surface. 

Soient  ils  l'élément  de  la  surface,  r  sa  distance  à  Télé- 

ntent  de  priasse  dm  du  corps  attirant,  et  (NM)  Tangle 
<{iie  la  normale  extérieure  fait  avec  le  rayon  qui  joint 
l'élément  ds  à  la  molécule  attirante  dm.  L'action  de 
cette  molécule,  estimée  suivant  la  normale  intérieure, 

*era  représentée  par   1  intégrale   — dm    I      -   - — -ris^ 
étendue  à  toute  la  surface.  Or  (p.  3i4î  théorème  IV),  Tin- 


(*)  Résulta  te  aus  dtrn  Ueohachtmngen  des  mn^netischcn  Veieins  im  lahre 
»8Î9;  Leipiig,  iS^o.  —  Journal  de  31.  Liouuille,  t.  VII,  p.  i-^Z. 

(**)  Comptes  rendus  des  séances  de  l" Académie  des  Sciences  de  Paris, 
loBg,  ler  g^m,^    p.    tog.  —  Additions  à   la  Connaissance  des   Temps  pour 
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.^\ 

tegrale  I  ; —  ds  est  nulle  ou  égale  a  —  47:,  suivan 

que  la  molécule  dm  est  extérieure  ou  intérieure  à  la  sur^ 
face.  De  là  suit  évidemment  le  théorème  annoncé. 

2.  Imaginons  un  canal  infiniment  étroit,  dont  les  p^ 
rois  latérales  soient  normales  à  toutes  les  surfaces  de  n^ 
veau  du  corps  attirant;  et  nommons  éléments  correspo^ 
danls  les  éléments  des  surfaces  de  niveau  découpés 
ce  canal.  Nous  aurons  ce  théorème  : 

La  différence  des  attractions  du  corps  sur  deux  é^^S/^-^ 
men/s  correspondants  est  égale  au  produit  de  /^tz  pai^^/^ 
masse  de  la  portion  du  corps  qui  est  renfermée  dar^  ^^ 
canal  entre  les  deux  éléments  correspondants.  En  f-^/ir- 
ticulier,  les  attractions  sont  égales  sur  les  éléments  €yor- 
respondants  extérieurs  au  corps. 

Pour  le  démontrer,  il  sufHt  d'appliquer   le  théorèine 
précédent  à  la  surface  fermée  qui  se  compose  des  parera ^s 
du  canal  et  des  deux  éléments  correspondants.  Car  ï  ^^ 
attractions  sur  ces  éléments  leur  sont  normales,  et        ^^ 
composante  normale  de  l'attraction  sur  un  élément  de        ** 
paroi  du  tube  est  nulle  (p.  3o8). 

3.  Nous  appellerons  couche  de  nivenu  relative  à  Tii^^^' 
traction   du   corps,    une   couche   matérielle    inflnime^s?^'*^ 
mince,  d'épaisseur  constante,  appliquée  intérieurcmc5^"' 
sur  une  surface  de  niveau,  et  dont  la  densité  en  cha(^^"^ 
point  est  proportionnelle  à  rallraction  du  corps  sur        ^^ 
point.  Nous  nommerons  cléments  de  masse  correspi^^^^' 
danls  \v.s  éléments  découpés  sur  les  couches  de  niveau    jp^^ 
un  même  canal   infiniment  étroit,  normal  à  toutes      l^^ 
surfaces  de  niveau. 

Deux  éléments  de  masse  correspondants,  siluc:^   sur 
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deux  couches  extérieures  au  corps,  sont  entre  eux  comme 
les  masses  des  couches  auxquelles  ils  appartiennent, 

ËnefTet,  soient  : 

m^^  m\  les  masses  des  deux  couches^ 

rf/7i,,  flm\  les  deux  éléments  de  masse  correspondants  ^ 

dsj  fis'  les  éléments  superficiels  correspondants  qui 
leur  servent  de  bases  ; 

V,  V  les  potentiels  du  corps  relatifs  aux  deux  surfaces 
de  niveau; 

driy  dn'  les  éléments  des  normales  intérieures  à  ces 
deux  surfaces  qui  sont  compris  entre  ces  surfaces  et  les 
surfaces  de  niveau  intérieures  infiniment  voisines; 

e  le  rapport  constant  du  produit  de  l'épaisseur  par  la 
densité  à  l'attraction,  sur  chaque  élément  de  la  couche  m^\ 

t'  le  rapport  analogue  pour  la  couche  ni\. 

Les  attractions  du  corps  sur  les  éléments  ds^  tls'  sont 
respectivement 

dW   ,        dY 


,     dsy     -TT^' 
dn  dn' 


Par  suite,  on  a 


riy  ,  fl\' 

(/mi=  t  -r-  <is,     dm\  =  t'  -rr  ^i-'f' t 
dn  M 

J    dn  •  J    dn' 

Or,  si  les  surfaces  de  niveau  sont  extérieures  au  corps, 
on  a,  d'après  le  théorème  précédent, 


cl  aussi 


d\  dr 


r^--f'^-- 
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car  les  deux  surfaces  de  niveau  se  composent  d'un  même 
nombre  d'éléments  deux  à  deux  correspondants.  II  s'en— 

suit 

dm  I         /i7 ,        ( 
dm\        m\        s' 

Si  une  partie  du  corps  attirant  était  renfermée  dans  le 
canal  entre  les  deux  surfaces  de  niveau,  nommant  dni^ 
la  masse  de  cette  partie  du  corps,  et  ni^  la  masse  de  toute 
la  portion  du  corps  comprise  entre  les  deux  surfaces  de 
niveau,  on  aurait  (n^  2),  en  supposant  que  la  couche  m, 
soit  extérieure  à  la  couche  m',, 

-—  as  •=  -—-r  as  4-  ànam2f 
dn  nbi 

et,  par  suite, 

dm^  ifix  s 


dm^-^^ntdm^       m',  H- 4 ^•' '^'j       s' 

4.  On  voit  par  ce  qui  précède  que  les  surfaces  de  ni- 
veau jouissent  de  propriétés  différentes  suivant  quelles 
sont  extérieures  ou  intérieures  au  corps.  Occupons -nous 
d'abord  des  surfaces  de  niveau  et  des  couches  entièrement 
extérieures  au  corps. 

Si,  pour  abréger,  nous  nommons  point  extérieur  ou 
intérieur  à  la  couche  un  point  extérieur  ou  intérieur  à  la 
surface  de  niveau  sur  laquelle  cette  couche  est  construite, 
nous  avons  d'abord  ce  théorème  : 

Les  attractions  exercées  par  deux  couches  extérieures 
au  corps  sur  un  même  point  extérieur  à  chacune  d  ^elle^ 

ont  la  même  direction,  et  ont  des  intensités  proportion 

nelles  aux  masses  des  deux  couches. 

Une  couche  extérieure  au  corps  n  exerce  aucune  ac 

tion  sur  un  point  situé  dans  r  intérieur  de  cette  coucha-  - 
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Conservons  la  notalion  précédente;  de  plus,  nommons 
m  la  masse  du  corps,  V|  le  potentiel  de  la  couche  mi  par 
rapport  à  un  point  M  extérieur  ou  intérieur,  r  la  distance 
du  point  M  à  l'un  quelconque  des  éléments  de  la  couche; 
et  marquons  par  la  caractéristique  i  les  variations  qu'é- 
prouvent les  quantités  considérées,  quand  on  passe  d'une 
couche  à  une  autre  couche  infiniment  voisine,  intérieure 
à  la  première. 
On  a,  par  définition, 

Puisque  — ^  reste  constant  dans  l'intérieur  d'un  même 
<^nal  (n**  3),  il  s'ensuit 

^^,  si  l'on  représente  par  (KM)  l'angle  que  la  normale  . 
^^térieure  à  la  surface  de  niveau  fait  avec  le  rayon  qui 
joînt  l'élément  de  cette  surface  au  point  M,  on  a  la  rela- 
«■îon 

Jr=  J/?cos(NM); 
4*  ailleurs 

dm.  i::i:  C  -r—  ds, 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,    il 
vient 


\mj  m,  J 


cos(NM)</j 


L'intégrale  qui  figure  ici  est  nulle  si  le  point  M  est  ex- 
terîour  a  la  surface;  elle  est  égale  à  — \t:  si  le  point  M 
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est  intérieur  (p.  3i4)  théorème  IV).  Donc,  dans  le  cas 

V 

d'un  point  extérieur,  le  rapport  —  ne  varie  pas  d'une 

couche  à  une  autre,  ce  qu  on  peut  énoncer  ainsi  :  Le  po-      — 

tentiel  d'une  couche  extérieure  relatif  à  un  point  exté- 

rieur  est  à  la  masse  de  la  couche  dans  un  rapport  con 

stant,  quelle  que  soit  la  couche. 

Pour  en  conclure  la  première  parlîe  du  théorème  an —    ^ 
nonce,  il  suffit  d'observer  que  les  composantes  de  l'atlrac—    ^r;. 
tion  de  chacune  des  deux  couches  suivant  trois  axes  rec     ^. 
tangulaires  sont  les 'dérivées  partielles  du  potentiel  pa..^^;. 
rapport  aux  coordonnées  du  point  attiré. 

Dans  le  cas  d'un  point  intérieur,  la  formule  (A)  d^^w 
vient 

\  /w,  /  m^ 

Or  (n°«  3  et  1) 

(B)  nit  =ii    I    -Z-—  ds     et       I   -r— rtjr=4fw- 

Par  suite, 


©= 


$v 

V.  _  V 

, 

m 

m,        m 

Cette  dernière  égalité  exprime  que  le  potentiel  d^une 
couche  extérieure ,  relatif  à  un  point  situé  dans  son  inté- 
rieur, est  à  la  masse  de  cette  couche  comme  le  potentiel 
du  corps  rclaiij  à  un  point  quelconque  de  la  couche  est 
à  la  masse  du  corps. 

Ainsi,  le  potentiel  d'une  couche  extérieure  relatif  à  un 
point  intérieur  à  cette  couche  est  constant,  quel  que  soit 
ce  point.  Il  en  résulte  que  l'attraction  de  la  couche  sur  le 
point  est  nulle,  ce  qui  est  la  seconde  partie  du  théorème. 

CoROLLAinE  I.  —  Les  couches  extérieures  au  corps  ont 
toutes  les  mêmes  surfaces  de  niv^eau  exténeures.  Car, 
d'après  la  proportionnalité  qui  existe  entre  les  masses  des 
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couches  Cl  leurs  polcnliels  sur  un  même  point  eMerieur, 
si  le  potenliel  d'une  couche  est  constant  sur  toute  reten- 
due d'une  surface  extérieure  à  cette  couche,  le  potentiel 
d'une  autre  couche  intérieure  à  cette  surface  est  aussi 
constant  sur  toute  l'étendue  de  la  surface. 

Corollaire  II.   —  La  propriété  d'une  couche  exté- 
rieure, d'après  laquelle  sou  potentiel  relatif  à  un  point 
intérieur  reste  constant  quand  ce  point  se  déplace,  sub- 
siste, quelque  rapproché  (|ue  soit  ce  point  de  la  surface  de 
niveau  surlaquellc  cette  couche  est  conslrui te.  Ellesubsiste 
encore  à  la  limite  quand  le  point  se  déplace  sur  la  surface 
de  niveau  elle-même;  car  le  potentiel  varie  d'une  ma- 
nière continue  quand  le  point  attiré  arrive  sur  la  sur- 
face du  corps  attirant.  En  efTet^  le  potentiel  est  de  même 
ordre  de  grandeur  que  la  masse  de  la  couche,  tant  que  le 
point  attiré  esta  une  distance  Gnie;  il  sera,  si  l'on  veut, 
un  inGniment  petit  de  premier  ordre,  puisque  la  couche 
est  inGniment  mince.  Quand  le  point  attiré  s'approche 
d'une  manière  continue  jusqu'à  pénétrer  dans  la  couche, 

l'élément  —  du  potentiel,  qui  répond  à  l'élément  de  la 

couche  inGniment  voisin  du  point  attiré,  est  un  inGni- 
ment petit  du  second  ordre,  puisque  dm  est  du  troisième 
ordre  et  r  du  premier;  donc  cet  élément  n'a  aucune  in- 
fluence sur  la  valeur  du  potentiel,  et,  par  conséquent,  il 
o'y  a  aucune  raison  pour  que  le  potentiel  varie  brusque- 
Qient  (*).  Il  s'ensuit  que  toute  surface  de  nii^eau  cxté- 


(*  )  Il  n'en  est  point  do  même  pour  rattraction  d'une  couche  infini- 
*«nt  mince.  Le  même  raisonnement  montre  que  celte  attraction  peut  va- 
'***'  l^rusquement  quand  le  point  attiré  pénètre  dans  la  couche;  car  Tat- 

^cii^jn  de  l'élément  infiniment  voisin  du  point  attiré,  —r-t  est  un  infi- 
(iin^^Ql  p^^j^  ju  premier'ordre,  en  sorte  que  l'attraction  de  cet  élément 
••*  ^^  même  ordre  de  grandeur  que  l'attraction  de  la  couche  entière. 
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rieure  au  corps  est  aussi  surface  de  uweau  relativement 
à  la  couche  construite  sur  cette  surface. 

Comme  d'ailleurs  les  couches  extérieures  ont  toutes  les 
mêmes  surfaces  de  uiveau  extérieures,  nous  pouvons  en 
conclifre  que  toute  couche  extérieure  a  pour  surfaces 
de  nix^eau  extérieures  les  surfaces  de  nii^eau  du  corps; 
en  sorte  que  V attraction  du  corps  et  V attraction  d*une 
couche  extérieure  sur  un  même  point  extéiieur  à  la 
couche  ont  même  direction* 

Mais  il  y  a  plus  :  les  intensités  de  ces  attractions  sont 
entre  elles  comme  la  masse  du  corps  est  à  la  masse  de  la 
couche.  En  e(Tet,  considérons  la  couche  construite  sur  la 
surface  de  niveau  qui  passe  au  point  attiré;  et  soient  m\  la 
masse  de  cette  couche,  \'^  son  potentiel  relatif  au  point. 
D'après  la  loi  de  continuité  que  nous  avons  établie  rela- 
tivement au  potentiel,  le  point  attiré  peut  être  regardé, 
soit  comme  intérieur  à  la  couche  m',,  soit  comme  exté- 
rieur. Il  en  résulte  que  nous  avons  les  deux  relations 

Xj.  — X     XI  — Zi. 

d'où 

V  _  /w 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

Corollaire  III.  —  Nous  avons  vu  que  les  potentiels  de 
deux  couches  extérieures  au  corps  sur  un  même  point 
extérieur  à  chacune  d'elles  sont  entre  eux  comme  les 
masses  des  deux  couches.  D'après  la  loi  de  continuité, 
ceci  subsiste  lors  même  que  le  point  attiré  est  sur  la  sur- 
face de  la  couche  qui  enveloppe  Taulre.  Mais,  dans  ce 
cas^  le  potentiel  de  cette  dernière  couche  sur  le  point 
considéré  est  le  même  que  le  potentiel  sur  un  point  inté- 
rieur, le  même  par  conséquent  que  le  potentiel  sur  un 
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point  de  la  seconde  couche.  On  a  donc  ce  iliéorème  :  Le 
potentiel  d'une  couche  extérieure  au  corps,  relatif  à  un 
point  situé  sur  la  surface  d'une  autre  couche  exténeurc, 
est  au  potentiel  de  cette  seconde  couche  rvlaiif  à  un 
point  de  la  surface  de  la  première,  comme  la  masse  de 
cette  première  couche  est  à  la  masse  de  la  sei^ndc. 

5.  Considérons  maintenant  des  surfaces  de  niveau 
^elconques,  extérieures,  intérieures  au  corps,  ou  bien 
en  partie  extérieures  et  en  partie  intérieures. 

Pour  simplifier  les  résultats,  nous  admettrons  que  le 
rapport  e,  entre  le  produit  de  1  épaisseur  par  la  densité 
et  Tattraction,  ait  la  même  valeur  sur  toutes  les  couches, 
n  en  résultera  (n^l)  que  la  masse  d'une  couche  quel- 
conque sera  le  produit  de  la  constante  4~c  p^r  la  niasse 
de  la  partie  du  corps  qui  est  intérieure  à  la  surface  de 
niveau  sur  laquelle  cette  couche  est  construite. 

Ceci  posé,  démontrons  la  proposition  suivante  : 

L attraction  exeiccée  sur  un  point  quelconque  par  la 
partie  du  corps  qui  est  comprise  entre  deux  surfaces  de 
niveau,  multipliée  par  le  rapport  constant  de  la  masse 
d'une  couche  à  la  masse  de  la  partie  du  corps  qui  est 
intérieure  à  cette  couche,  est  égale  à  la  résultante  des 
(attractions  des  couches  construites  sur  les  deux  surfaces 
àe niveau,  l* attraction  de  la  couche  intérieure  à  l'autre 
ctant  prise  en  signe  contr'aire. 

Conservant  la  notation  précédente,  le  potentiel  d'une 
couche  sur  un  point  extérieur  ou  intérieur  M  est  repré- 
^lépar  Tintégrale 


/dm,  rêV  ds 


'^'^u  on  passe  de  la  couche  considérée  à  une  couche  in- 
finiment voisine,  intérieure  à  la  première,  ce  potentiel 
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varie  de  la  quantité 

Or,  si  l'on  nomme  <7m,  Télëment  de  masse  de  la  partie  d» —  i, 

corps  qui  est  comprise  entre  les  deux  surfaces  de  nîvea ^u 

infiniment  voisines  dans  Tintérieur  du  canal  dont  la  ba^    5^ 
est  dsy  on  a,  diaprés  le  n^  2, 


•(r.-^) 


\Q  fl  ] 

Par  suite, 


(I>) 


/^(S-)  =  -<'/^-^-v., 


JVj  désignant  le  potentiel  relatif  à  Faction  que  la  pa         rtie 
du  corps  comprise  entre  les  deux  surfaces  de  niveau  i        ofi. 
niment  voisines  exerce  sur  le  point  M. 
D'autre  part,  la  relation  déjà  citée, 

^r  — ^/îCos(lSM), 
donne 

cos(NM)</« 


La  variation  cîV  étant  la  même  sur  tous  les  éléments  ds 
de  la  surface  de  niveau,  on  peut  faire  sortir  ce  facteur  hors 
du  signe  d'intégration,  et  il  vient  (p.  3i4,  théorème  ï^^] 

ou  bien 

suivant  que  le  point  M  est  extérieur  ou  intérieur  at.  ^^ 
deux  surfaces  de  niveau  infiniment  voisines. 
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Supposons  d'abord  que  le  point  atiii^  soit  extérieur  à 
1  première  couche. 

La  substitution  des  valeurs  (D)  et  (E)  daus  Téquation 
C)  donne 

itégrant  à  partir  de  la  couche  considérée,  jusqu'à  une 
9uchc  intérieure  quelconque,  dont  le  potentiel  sera  rer 
résenté  par  V^,  il  vient  Téquation 

V.-~V\=4ircV„ 

tt  Vt  représente  le  potentiel  relatif  à  Faction  exercée  sur 
3  point  par  la  portion  du  corps  qui  est  comprise  entre  les 
arfaccs  de  niveau  sur  lesquelles  sont  construites  les  deux 
ouches. 

Maintenant,  pour  démontrer  le  théorème,  dans  le  cas 
m  le  point  attiré  est  extérieur  aux  deux  couches,  il  suffit 
le  diflérentier  Féquation  précédente  par  rappojrt  aux 
roordonnées  du  point  attiré. 

Supposons  en  second  lieu  que  le  point  attiré  soit  inté- 
rieur à  la  première  couche. 

Dans  ce  cas,  l'équation  (C)  devient 

Int^rant  depuis  la  couche  considérée  jusqu'à  une  couche 
intérieure  quelconque,  mais  dont  la  surface  externe  soit 
extérieure  au  point  attiré,  il  vient  Téqualion 

V,  -  V\    =  4  TTC V,  -4-  4  TTC  (V  —  V), 

lan»  laquelle  V  et  V  représentent  les  valeurs  du  potentiel 
t^laiif  k  Faction  du  corps  sur  les  deux  surfaces  de  niveau 
lui  portent  les  deux  couches. 

Cette  équation  exprime  une  propriété  remarquable  du 
potentiel  de  deux  couches  quelconques  sur  un  point  inté- 
ï^curà  chacune  d'elles.  11  est  aisé  de  voir  qu'elle  s'étend 
*u  cas  où  le  point  attiré  serait  compris  dans  Fintervalle 
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des  deux  couches,  pourvu  que  Ton  enleude  par  V  le 
teutiel  du  corps  sur  la  surface  de  niveau  qui  passe 
point  attiré. 

Si  Ton  difierentîe  cette  équation  par  rapport  aux  ce 
données  du  point  attiré,  il  ne  reste  aucune  trace  du  ter 
V  —  V,  el  le  résultat  exprime  le  théorème  que  nous  v< 
Ions  démontrer,  dans  le  cas  où  le  point  attiré  est  inlérii 
aux  deux  couches. 

Enfin,  le  théorème  subsiste  encore  quand  le  point 
tiré  est  compris  dans  Tintervalle  des  deux  couches  d 
nées.  Pour  s*en  assurer,  il  suffit  d'appliquer  success& 
ment  le  théorème  à  chacune  des  deux  couches  comj^j 
à  une  troisième  couche  construite  sur  la  surface  qui  pd 
au  point  attiré. 

6.  Une  couche  quelconque  et  la  partie  du  corps  qui  à 
est  intérieure  exercent  sur  un  même  point  extérieur  ai 
couche  des  attractions  qui  ont  la  même  direction^ 
dont  les  intensités  sont  dans  le  rapport  de  ta  masse  i 
la  couche  à  la  masse  de  la  partie  du  corps  qui  lui  est  ii 
térieure.  —  Une  couche  quelconque  et  la  partie  du  cor 
qid  lui  est  extérieure  exercent  sur  un  même  point  int 
rieur  à  la  couche  des  attractions  dirigées  en  sens  co 
traire,  et  dont  les  intensités  sont  dans  le  rapport  de 
masse  de  la  couche  à  la  masse  de  la  partie  du  corps  i 
lui  est  intérieure. 

En  eflet,  dans  le  théorème  précédent,  prenons  pour 
couche  intérieure  à  Tautre,  celle  qui  est  construite  sur 
surface  de  niveau  enveloppée  par  toutes  les  autres,  cel 
surface  pouvant  se  réduire  à  une  ligne  ou  à  un  [H>ii 
L'attraction  de  cette  couche  sera  nulle;  car  la  surface 
niveau  intérieure  à  toutes  les  autres  répond  a  un  mai 

mum  du  potentiel,  et,  par  suite,  la  dérivée  -r-  est  nul 
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sur  cette  surface.  D^aiUeurs  la  partie  du  corps  comprise 
entre  les  deux  couches  sera  toute  la  partie  du  corps  inté- 
rieure à  la  première.  Donc  l'action  de  la  première  couche 
et  Faction  de  la  partie  du  corps  intérieure  à  cette  couche, 
sur  un  même  point  extérieur,  ont  la  même  direction,  et 
leurs  intensités  sont  dans  le  rapport  des  masses. 

Dans  le  même  théorème,  prenons  pour  la  couche  exté- 
rieure à  Tautre  une  couche  entièrement  extérieure  au 
corps  ]  cette  couche  n'exercera  aucune  action  sur  un 
point  intérieur  (n**  4).  Donc  Faction  de  Fautre  couche 
et  celle  de  la  partie  du  corps  extérieure  à  cette  couche, 
sur  un  même  point  intérieur,  ont  des  directions  oppo- 
sées, et  leurs  intensités  sont  dans  le  rapport  de  la  masse 
de  la  couche  à  celle  de  la  portion  du  corps  qui  lui  est 
intérieure. 

Si  Fou  admet  que  la  masse  d'une  couche  soit  égale  à 
celle  de  la  portion  du  corps  qui  lui  est  intérieure,  ce  qui 
revient  à  supposer  dans  les  formules  4^^=  i)  on  a  cet 
énoncé  plus  simple  : 

Une  couche  quelconque  exerce  sur  les  points  extérieurs 
ia  même  action  que  la  partie  du  corps  qui  lui  est  inté" 
rieure,  et  sur  les  points  intérieurs  une  action  égale  et 
€ontraire  à  celle  de  la  partie  du  corps  qui  lui  est  exté- 
rieure. 

Ce  dernier  théorème  ne  se  trouve  pas  dans  le  travail 
de  M.  Chasles',  la  démonstration  qui  précède  est  de 
M.  J.  Bertrand.  Au  reste,  ce  théorème  est  une  consé- 
^ence  immédiate  de  la  théorie  de  George  Green,  qui 
i<era  le  sujet  du  numéro  suivant. 

7.  La  théorie  de  Green  est  tout  entière  fondée  sur  un 
lemme du  calcul  intégral. 

Lemme.  —  On  suppose  un  corps  terminé  par  une  sur- 
II.  a«  toiT.  23 
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face  fermée  y  qui  peut  à*  ailleurs  se  composer  de  ph 
parties  isolées  les  unes  tics  autres;  on  nomme  ds 
ntent  de  la  surface  externe,,  dn  Vêlement  de  la  no 
intérieure  à  la  surface,^  x,  y^  z  les  coordonnée 
tangulaires  dUin  point  quelconque  du  corps^  U 
deux  fonctions  de  x^  y,  z  qui  ne  deviennent 
infinies  dans  V  intérieur  du  corps  y  mais  qui  sont  i 
leurs  quelconques, 

La  proposition  dont  il  s* agit  consiste  en  ce  que  i 
toujours  la  relation 


(0 


dans  laquelle  les  intégrales  triples  s'étendent  à  t 
corps  considéré^  et  les  euitres  intégrales  à  toute  la  sa 
du  corps. 

Soient  X,  fi,  V  les  angles  que  la  normale  intérieui 
avec  les  axes  des  x,  des  y  et  des  z. 
On  a 

dV  ^        dU       ^  ^        dU  -  riV 

——  as  =:  — —  cosÂ  as  H — —  ces uds-i —  cosv  £w, 

dn  dx  dy  dz 

OU  bien 

-7-  ds=i±  —r-  dy  dz  ±:  --—  dtdx±  -7-  dxdr. 
dn  dx  dy  dz 

Le  premier  terme  du  second  membre  a  le  signe  -f- 
signe — ,  suivant  qu'on  entre  dans  le  corps  ou  qti'< 
sort,  quand  on  traverse  Télément  ds  en  s'avançant 
la  direction  de  l'axe  des  x.  Le  signe  du  second  ten 
règle  de  même  par  Taxe  des  y^  et  celui  du  troisième  t 
par  Taxe  des  z. 
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Marquons  respeclivemeni  des  indices  o  et  i  les  valeurs 
correspondantes  aux  deux  élémenls  de  surface  ds ^  par 
lesquels  on  entre  dans  le  corps  et  Ton  eu  sort,  eu  traver- 
sant une  partie  isolée  dans  la  direction  d'un  des  axes 

coordonnés*,  et  indiquons  par  le  signe ^  une  somme  re- 
lative aux  différentes  parties  isolées  que  Ton  traverse  en 
s'avançant  toujours  dans  la  môme  direction.  Lo  premier 
membre  de  Téquation  (i)  pourra  se  représenter  par  la 

somme  de  trois  termes  de  même  forme,  dont  le  premier, 

x^elatif  a  la  direction  de  Taxe  des  x,  sera 

J/|/v^--2[v.(a-.(fc"),]l*- 

"^e  terme  peut  s'écrire 


-/// 


-  —  drdydz; 


M}n  s'en  assure  eu  effectuant  par  parties  Tintégralion  re- 
lative à  X.  Il  en  résulte  que  le  premier  membre  de  l'é- 
quation (i)  est  égal  à 

^'^   -JjJ[d^:i:i^'^d7dr-^'d;-d^)''^^^^^^^^ 

Ecrivant  cette  égalité,  et  changeant  dans  les  deux 
membres  tl  en  V  et  V  en  U,  on  obtient  une  nouvelle  éga- 
lité, qui  exprime  que  le  second  membre  de  l'équation  (i) 
est  égal  à  la  même  intégrale  (a).  Par  conséquent,  l'équa- 
tion (i)  est  exacte. 

Cette  équation  doit  être. modifiée,  si  Tune  des  fonc- 
tions U  et  y  devient  infinie  dans  l'intérieur  du  corps; 
les  modifications  à  introduire  dépendent  de  la  forme  de 
'^  fonction  dans  le  voisinage  du  point  où  elle  devient 

a3. 
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infinie.  Examinons,  en  parliculier,  comment  se  modiGc 
celle  é(|ualion  quand  la  fonction  U  esl  infinie  pour  un 
point  inléricur  O,  dans  le  voisinage  duquel  elle  se  réduit 

à  ->  r  désignant  la  distance  à  ce  point. 

Si  l'on  imagine  une  sphère  décrite  du  point  O  comme 
centre,  avec  un  rayon  infiniment  peiit,  que  nous  désigne- 
rons  par  p,  Téquation  (i)  s'appliquera  au  corps  entier 
diminué  de  la  petite  sphère,  et  l'équation  cherchée  sera 
la  limite  vers  laquelle  converge  l'équation  ainsi  formée 
quand  le  rayon  de  la  sphère  diminue  indéfiniment. 

Considérons  successivement  les  quatre  intégrales. 

Puisque  dans  rinlérieur  de  la  petite  sphère  ou  a 


u     1, 

r 


.,  ,     ,  ,  ^^U       r/'U       r/»U         .,       . 

il  en  resuite  que  la  somme  — --  H — 7—  H — -—  est  identi- 
»  dx^         dy^         dz^ 

quement  nulle  dans  toute  Tétendue  de  la  sphère;  donc 

l'intégrale 

conserve  la  même  valeur,  soit  qu'on  l'éteude  au  corps-r- 
entier, soit  qu'on  l'étendc  au  corps  diminué  delà  sphère..^ 
Il  en  est  de  même  pour  l'intégrale 

Car  celte  intégrale,  étendue  à  la  petite  sphère,  est  égale^^ 
au  produit  du  volume  de  la  sphère,  -^  tt^s*,  par  une  valeur^- 
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inojenDe  do  produit 


laquelle  esl  de  mùmo  ordre  de  grandeur  que  -»  puisque 

,  //»V        rf'V        //»V  .    /     .    j        !.. 

la  somme  — ; 1 — 1 — ■—-  esl  supposée  lune  dans  I  in- 

ttr*  iiY^  dz-  *  * 

'^«"îeur  de  la  sphère.  Ainsi,  rinlégrale  en  question  esl  un 

inGnîmeut  petit  de  second  oidre  qui  disparait  à  la  limite. 

On  voit  encore  de  la  même  manière  que  l'intégrale 

â^       dW 

I    V  T~  '^^-  étendue  à  la  surface  de  la  petite  sphère,  dis- 

«.  dM 

Pat^aîl  à  la  limite:  car  elle  esl  é;:ale  au  produit  d*uoe  va- 
^^ur  moycDDe  de  la  quantité  finie  —  par  T intégrale  infi- 
niment pcaite  /  llds  =  -  47:c*  =  ^r.c. 
J  ?       ' 

rd\' 
V  —  ds^  étendue  à  la  surface  de 

**  sphère  en  tant  que  celle  surface  limite  le  corps 
*^ teneur,  sa  limite  Cbl  le  produit  de  la  \aleur  V^  de 
1^    fonction   V   au  point  O  par  la  limite  de  rîulégrale 

I    -7-  ds.  Or  on  a 

d^      dV^       _  1 

rtn  dr  r- 

P***  conséquent, 

j  'dTi'^'^^T''^'''^      ^^^' 

lim.   I    V  ——  ds        —  ar.  \\. 
J         dii 

ïï'après  cela,  ré({uation   (iK  appliquée  au  corps  eu- 


i 


(3) 
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lier,  se  change  en  celle-cî  : 

jétlraction.  —  Maintenant  il  nous  est  facile 
sondrc  le  problème  suivant  : 

On  donne  une  surface  fermée  et  deux  foncti 
V  des  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  V^ 
Ces  fonctions  satisfont  aux  trois  conditions  sui^^t 
1^  elles  vérifient  les  équations 

d^W       d^W       d^V  d^V       d^Y       d'Y 


-7:r  ^  o» 


dx^  d/'  dz^  '        dx"  dy^      '      dz* 

2°  elles  ne  dci^ienncnt  jamais  injinies  ;  3°  elles 
ncnt  une  même  valeur  C  sur  la  surface  donnée 
valeur  commune  poui'anf  d^ai/lf^urs  varier  dUin  j 
un  autre  ou  rester  constante.  On  demande  de 
miner  la  densité  que  doit  avoir  en  chaque  pois 
couche  infiniment  mince  et  d'' épaisseur  constatite 
cée  sur  la  surface  donnée,  pour  que  le  potentiel  d 
couche  soit  égal  à  T  par  rapport  aux  points  exté 
et  soit  égal  à  V  par  rapport  aux  points  intérieui 

Soit  dn  IV'Iément  de  la  normale  inlérieure  à  la  ^ 
donnée  qui  a  pour  équation 

V  r-  \\  -  C, 
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et  U  le  quotient  de  runilë  par  la  dislance  r  à  un  point 
quelconque  O. 

Supposons  d'abord  que  le  point  O  soit  intérieur  à  la 
surface. 

Appliquons  la  formule  (3)  au  volume  intérieur,  en 
considérant  les  fonctions  U  et  V.  U  vient 

Appliquons  la  formule  (i)  à  Tospacc  compris  entre  la 
surface  donnée  et  une  sphère  décrite  du  point  O  comme 
centre,  avec  un  rayon  infiniment  grand,  en  considérant 
les  fonctions  U  et  V.  LiPs  intégrales  relatives  k  la  surface 
^^  Cette  sphère  disparaissent  à  la  limite;  car,  sur  cette 
«urface,  la  fonction  U  et  le  potentiel  V  sont  des  infini- 

*"ent  petits  de  premier  ordre,  les  dérivées  —•>  —  sont 

^^  infiniment  petits  de  second  ordre,  l'intégrale  1  ds  est 

'^'^  infiniment  grand  de  second  ordre,  et,  par  conséquent, 

^^  intégrales  dont  il  s'agit  sont  des  infiniment  petits  de 

pï'eoiier  ordre.  Il  reste  donc,  en  nommant  toujours  dn 

élément  de  la  normale  intérieure  à  la  surface  donnée, 

Ajoutant  ces  deux  dernières  équations,  il  vient 


r-('- 


dn         tin 


dx; 


4ir 

^V       d\' 

^ik  Von  voit  que  la  couche  de  densité  -, aura 

^^n  potentiel  égal  à  \  '  sur  tout  point  intérieur  O. 
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Maïs,  en  outre,  la  même  couche  aara  sur  les  points 
extérieurs  un  potentiel  égal  à  V.  Car,  si  Von  suppose  le 
point  O  à  Textérieur,  on  obtiendra  de  la  même  manière 
les  équations 

d'où  l'on  tire 

Ihi      dn' 


/; 


ds. 


te  problème  est  donc  résolu. 

Corollaire.  —  Considérons  un  cor*ps  et  Vune  quel- 
conque de  ses  surfaces  de  niueau.  Soient  V  le  potentiel 
de  la  partie  du  corps  qui  est  in  té  Heure  à  la  surface,  et  \' 
le  potentiel  de  la  partie  du  coips  qui  est  extérieure  à  la 
surface.  V équation  de  la  surface  de  niveau  sera 

V  H-  V  --  const.  —  A,     ou  bien     V  =  A  —  V. 

Si  Von  construit  sur  cette  surface  une  couche  dont  Ic:^ 
densité  soit 

dV       dW 
1^  ^~d7 

cette  couche  aura  relativement  aux  points  extériei^  w-^ 
un  potentiel  égal  à  V,  et  relativement  aux  points  in^  ^5"- 
rieurs  un  potentiel  égal  à  A  —  V.  Par  suite,  elle  ex^^^^- 
cera  sur  les  points  extérieurs  la  même  action  que  ^ a 
partie  du  corps  qui  lui  est  intérieure^  et  sur  les  poF^'M^  ts 
intérieurs  une  action  égale  et  contraire  à  celle  df^  Jo 
partie  du  corps  qui  lui  est  extérieure. 
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8.  Ajoutons  encore  quelques  propositions  moins  im- 
portâmes, mais  qui  donneront  une  idée  plus  complète 
des  relations  de  forme  et  de  position  qui  existent  entre 
UD  corps  et  ses  coucKes  de  niveau. 

Une  couche  de  nweau  a  même  centre  de  gravité  que 
la  partie  du  corps  qui  lui  est  intérieure. 

Les  axes  principaux  d^ in er/ie  de  la  couche  de  niv^eau 
et  de  la  partie  du  corps  qui  lui  est  intérieure,  relatifs  à 
un  même  point,  ont  les  mêmes  directions. 

Si  Von  compare  la  différence  de  deux  moments  d*i' 
nerlie  principaux  de  'la  couche  et  la  différence  des 
deux  moments  d* inertie  principaux  relafijs  aux  mêmes 
axes  pour  la  partie  du  corps  qui  est  intérieure  à  cette 
couche,  on  troui^e  que  ces  différences  sont  entre  elles 
comme  la  masse  de  la  couche  est  à  la  masse  de  la  partie 
du  corps  qui  lui  est  intérieure  ;  en  sorte  que  les  trois  dif- 
férences des  moments  d^ inertie  principaux  autour  des 
mêmes  axes  sont  constantes  pour  toutes  les  couches  en- 
tièrement  extérieures  au  corps. 

Considérons  la  partie  du  corps  qui  est  intérieure  à  une 
surface  de  niveau  choisie  à  volonté. 

Soient  : 

m  sa  masse  ; 

V  son  potentiel  par  rapport  à  un  point  très-éloigné; 

r  la  distance  de  ce  point  à  la  molécule  dm'^ 

^tjfy  3  les  coordonnées  de  la  molécule  dm  par  rapport 
•  des  axes  rectangulaires,  placés  comme  ou  voudra  à  une 
dîaiance  finie  du  corps; 

<i  la  distance  d(^  la  même  molécule  à  Torigine; 

A  la  distance  très-grande  de  l'origine  au  point  attiré; 

«,  &,  c  les  cosinus  des  angles  que  le  rayon  A  fait  avec 
*^»  axes. 
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On  a 

r»  —  A»  —  2A  (rtx  -h  6r  -+-  es)  -h  «S 

-  :zr  -  -H  —  ^X  H-  6j  -f- CZ) 
r        A        A' 

I   /      «'      3  3  .  3 

A'  \         2  2  2  2 

-H  dbcjrz  -h  Zcazx  -h  3fl6xy  J  -h . . .; 
et,  par  suite, 

V=-/wH j(«  1  ar<//;i  -h  ^  I  /'/'«  "•"  ^   |  ^^''^  ) 

4-  3Ac  j  jrzdm  -h  3cû   I  zxdm 

-h  3/70  I  JTT-rfw  I  -H.... 

Nommant  V,,  mj,  or,,  j,,  «j,  u^  les  quantités  analogue^^ 
à  V,  /?/,  X,  y^  z,  u  et  relatives  à  la  couche  consiruit^^s 

sur  la  surface  de  niveau  considérée,  on  aura  une  exprès  

sion  de  V,  pareille  à  celle  de  V.  Or  (n**  6)  Vt  est  égal    .si 

—  V,  quelle  que  soit  la  position  du  point  attiré,  pourv    ^^x 

qu'il   soit  extérieur  à  la   couche 5   par  conséquent  on        st 
cette  seconde  expression  du  potentiel  V  : 


-h  36c  I  jrxZxdmx  H-  3cfl  I   ZiXidnti 

H-  Zab  I   XxXxdm^  I  -f-. 
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Ce»  deux  expressions  doivent  être  égales,  quelque  petit 
(juc  soît  le  facteur  -;  donc  les  cocfficicnls  des  mêmes  puis- 
sances de  -sont  égaux,  et  cela  pour  tout  système  de  va- 
leurs attribuées  aux  cosinus  a,  (,  c. 
Si  Ton  fait  deux  des  cosinus  égaux  à  zéro  et  l'autre  égal 

à  Vunité,  et  que  Ton  égale  les  termes  en  —  dans  les  deux 
expressions,  il  vient 

—    1  zdm  r-_  —  '/  z^diiiy  ; 

c  est-à-dire  que  la  couche  et  le  corps  ont  même  centre  de 
g**aviié. 

Si  l'on  fait  «  =  o,  i  =  4,  c  =  v  i  —  A' ,  et  que  l'on  égale 

'^s  termes  en  -z-,  il  vient 
A"* 

-^    j[u^  —  3z^)dm-h3b'  I  (x'  —  z')dm-^6b\/i  —  b'  ifzdm 
—  ^  f—  f{u]-3z])fim,-h3b'  I  (j-i-.z])dm, 

-{-6b\Ji—  b'    j  )\z,dm^    . 

^^*lte  égalité  devant  avoir  lieu  pour  toute  valeur  de  b  în- 
*^Heure  à  Tunité,  il  faut  que  Ton  ait  séparément 

—    /  jrzdmzzz  —    1  x,z,dm,, 
^   première  égalité  et  les  deux  égalités  semblables  mon- 
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trent  que,  si  les  axes  coordonnes  sont  les  axes  principaux 
d'îneriîe  de  la  couche  relatifs  à  Torigine,  ces  mêmes 
axes  sont  aussi  les  axes  principaux  d'inertie  de  la  partie 
du  corps  qui  est  intérieure  à  la  couche. 

Admettons  qu*il  en  soit  ainsi.  Alors  la  seconde  égalité 
exprime  que  les  difl'érences  des  deux  moments  d'inertie 
principaux  autour  des  axes  des  z  et  desj^,  pour  la  couche 
et  pour  la  partie  du  corps  qui  lui  est  intérieure,  sont 
dans  le  rapport  des  masses  correspondantes. 

0.  Jusqu'ici  nous  avons  toujours   parlé  d'attraction. 
Mais  les  théorèmes  subsistent  évidemment,  quand  i'atlrac-        - 
tion  est  remplacée  par  uRiî  répulsion  proportionnelle  à  la        ^ 
masse  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance.  Ils"    <^ 

subsistent  encore,  si  le  corps' agissant  est  composé  de  mo-   

lécules,  les  unes  douées  d'un  pouvoir  attractif,  les  autres .^ss 
douées  d'un  pouvoir  répulsif;  pourvu  que  Ton  rpgardp»     i 

comme  négatives  les  masses  des  molécules  douées  de  ré 

pulsion.  Seulement,  il  faudra  joindre  aux  théorèmes  cett^^^ 
condition,  que  les  surfaces  de  niveau  considérées  soien      ^t 
fermées,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  ces  surface*  — :=$ 
n'aient  pas  de  nappes  s'étendant  à  l'inGni.  Car  le  poten- 
tiel V  ayant  alors  des  éléments  positifs  et  négatifs,  cetl_^^:e 
condition  ne  se  trouvera  pas  nécessairement  satisfaite  pi^^r 
toute  surface  de  niveau. 

Cette  généralisation  est  nécessaire  pour  faire  servir  1  ^5 
propriétés  des  couches  de  niveau  aux  problèmes  que  no  "mu 
présente  la  théorie  de  l'électricité. 

Considérons  un  corps  bon  conducteur,  qui  a  reçu  imne 
certaine  quantité  d'électricité  positive  ou  négative,  et  cj  ui 
est  plongé  dans  une  substance  non  conductrice,  Tair  sec 
par  exemple.  Cette  électricité  peut  séparer  une  partie  des 
fluides  qui  sont  n  l'état  de  combinaison  dans  le  corps  ; 
mais  cela  ne  change  pas  la  quantité  totale  d'électricîcc 
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libre,  estimée  en  considérant  Tun  des  fluides  comme  posi- 
tif et  l'autre  comme  négatif.  Finalement,  Vélcctncilê  libre 
doit  se  distribuer  rie  manière  qu'elle  n'exerce  aucune  ac^ 
lion  sur  les  points  intérieurs  au  corps  ;  sinon  elle  dé- 
composerait encore  du  fluide  i-ombiné.  Il  s'ensuit  que  le 
potenûel  Y,  relatif  à  Taclion  du  fluide  libre  sur  un  point 
(Xyjy,  z)  intérieur  au  corps,  reste  constant  quand  on 
fait  varier  les  coordonnées  de  ce  point.  Par  suite,  les 

r/'V    d^y    d^\ 
dérivées  -r-r'  -rr'  "tt  sont  séparément  nulles  pour  les 
dx^     liy^     dz^  *^  * 

points  intérieurs.  Or  on  sait  que,  si  Ton  représente  par 

p  la  densité  du  fluide  au  point  (a:,  j.  z),  on  a  Téquation 

rf^V       d^V       d'\  , 

dF'^^'^T^^'^^''^'^ 

donc  p  est  nul,  c'est-à-dire  que  Icjluide  libre  se  porte 
iout  entier  à  la  surface  du  corps. 

On  peut  considérer  ce  fluide  comme  formant  intérieu- 
rement à  la  surface  du  corps  une  couche  inflniment  mince, 
d^épaisseur  constante  et  de  densité  variable.  L'action  du 
fluide  est  nulle  sur  la  surface  interne  de  cette  couche-, 
car  cette  surface  peut  être  considérée  comme' intérieure 
au  corps,  en  vertu  de  la  loi  de  continuité.  Mais  l'action 
Q^est  point  nulle  sur  la  surface  externe-,  elle  y  est  détruite 
>ar  l'action  de  l'air  qui  s^ oppose  à  la  sortie  du  fluide, 
^^air  ne  met  aucun  obstacle  au  déplacement  du  fluide  sur 
a  surface  concluctrice  du  corps  5  c'est-à-dire  que  son  ac- 
icn  est  normale  à  cette  surface.  Il  en  est  de  même  de 
action  du  fluide  qui  lui  fait  équilibre.  Par  conséquent, 
'M  surface  du  corps  est  une  surface  de  niweau  relative- 
•eut  à  r  action  du  fluide. 
Considérons  une  petite  surface  fermée,  qui  se  compose 
tiD canal  inûiiiment  étroit,  normal  à  la  surface  du  corps, 
des  éléments  superflciels  découpés  par  ce  canal  sur 
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les  deux  surfaces  de  la  couche.  Si  nous  appliquons  le 
théorème  du  n°  là  celle  pelile  surface  fermée,  en  ob- 
servant que  Taclion  normale  est  nulle  sur  la  surface  in- 
terne de  la  couche  et  sur  les  parois  du  canal,  nous  irou- 
vons  que  Faction  exercée  par  le  fluide  sur  rélémenl  âî 
la  surface  du  corps  est  égale  au  produit  de  4^  P^i*  I' 
masse  du  fluide  compris  dans  rélémenl  de  volume  con- 
sidéré. Ainsi,  en  tout  point  de  la  sut  face  du  corps,  la 
densité  de  la  couche  est  pmportionnelle  à  V action  du 
fluide  sur  ce  point. 

Nous  pouvons  en  conclure  que  le  fluide  électritjue 
forme  à  la  surface  du  corps  une  couche  de  nivfeau  rek' 
tix^cment  à  sa  propre  action. 

Rien  n'empêche  de  supposer  que  le  corps  conducteur 
soit  formé  de  Tensemble  de  plusieurs  masses  conduclrices, 
mises  en  présence  dans  un  milieu  non  conducieur,  cha- 
cune de  ces  masses  ayant  reçu  une  quanti  lé  donnée  d'é- 
lectricité et  agissant  par  influence  sur  les  autres.  Dansce 
cas,  la  couche  formée  par  le  fluide  sur  chacune  des  masses 
sera  une  couche  de  niveau  relalivcmeni  à  raciion  du 
fluide  répandu  sur  loules  les  masses  -,  le  potentiel  relatif 
à  Taciion  de  toul  le  fluide  restera  constant  sur  lous  les 
points  de  la  surface  -de  chaque  masse,  mais  sa  valeur 
pourra  changer  d'une  masse  à  une  au  ire. 

10.  //  ny  a  quun  seul  état  d'équilibre  possible  pour 
le  fluide  électrique  réparti  sur  un  système  de  corps  con' 
ducteurs  A,  B, .  . . ,  C,  mis  en  présence  les  uns  des  aatrei 
dans  un  milieu  isolant,  chacun  de  ces  corps  ayant  reçu 
une  quantité  donnée  d'électricité  positive  ou  négative* 

Eu  effet,  supposons  qu'il  y  ait  deux  élals  d'équilibre; 
et  soient  a,  &,...,  c,  et  a',  i', . . .,  c'  les  fondions  des 
coordonnées  qui,  dans  ces  deux  états,  représenient  ^ 
chaque  point  le  produit  de  l'épaisseur  de  la  couche  parU 
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site  du  fluide,  la  fonction  a  se  rapportant  à  la  sur- 
A,  la  fonction  5  à  la  surface  B,  etc.  Les  fonctions 
.«'=«,  b  —  i'  =  J3, . , . ,  c  —  c'  ^=zy  répondront  né- 
airement  à  un  troisième  état  d^équilibre^  caries  nou- 
es couches,  qui  sont,  pour  ainsi  dire,  la  différence  de 
K  couches  de  niveau,  seront  évidemment  elles-mêmes 
couches  de  niveau.  Mais,  dans  ce  nouvel  état,  la  quan- 
totale  de  fluide  libre  sera  nulle  pour  chacun  des  corps. 
sous  allons  montrer  qu'un  tel  état  d'équilibre  est  im- 
NJble. 

oient  X,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  eictérieur 
corps  du  système,  et  V  le  potentiel  relatif  à  l'action 
eut  le  fluide  sur  ce  point.  On  a 

llîpliant  par  Vdxdjdz,  et  intégrant  en  étendant 
tégration  à  tous  les  points  de  l'espace  extérieurs  aux 
ps,  il  vient 


///"^^•S--///v-^T 


dx 


m 


d^y 

ydxdy  -— •  dzzziiOy 


bien,  à  l'aide  d'une  intégration  par  parties, 

-///[(sy-(ï)'-(^:)>*-»- 

Dans  cette  équation,  les  trois  intégrales  doubles  s'éten- 

U,  d*une  part,  aux  points  situés  à  l'iniiaî,  d'autre  part 

t points  situés  à  la  surface  des  corps  A,  6, . . .,  C.  Mais 

parties  de  ces  intégrales  qui  embrassent  les  points 
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situés  à  Tinfini  sont  nulles,  car  pour  ces  points  le  poten- 
tiel V  est  nul.  Montrons  que  les  mêmes  intégrales  font 
encore  une  somme  nulle  quand  on  les  étend  à  la  surface 
de  Tun  quelconque  des  corps. 

Considérons  le  corps  A.  Soit  ds  Télément  de  sa  sur- 
face, dont  les  projections  sur  les  plans  coordonnés  sont 
dydz^  dzdx,  dxdy\  et  soient  A,  fx,  v  les  angles  que  la 
normale  â  cet  élément  fait  avec  les  axes. 

Observant  que  le  potentiel  Y  est  constant  sur  tous  les  ,^ 
éléments  de  cette  surface,  nous  pourrons  écrire  la  somme^^ 
dont  il  s'agit  sous  la  forme  suivante, 

,r    r/'^V       ,       r/V  dV        \  , 

V    I    (  —r-  cosX  H — --  cosa  H cosv  )  ds, 

J    \dx  dy        ^        az  j 

La  quantité  comprise  sous  le  signe  f   exprime  ractio^— ^^ 

normale  du  fluide  sur  l'élément  ds\  par  conséquent  eL 
est  égale  à  4^<x  ^^^  et  Tintégrale  se  réduit  a 


4:rV   Çads. 


Sous  cette  forme  on  voit  de  suite  que  cette  intégrale    C5/ 

nulle,   puisque    l  ads  exprime  la  quantité  totale  d'élec* 

tricité  répandue  sur  le  corps  A. 

Nous  avons  donc  Onalcmcnt,  pour  Tensemblede  lo\i$ 
les  points  extérieurs  au  corps, 

Cette  intégrale,  dont  tous  les  éléments  sont  de  mèm^ 
signe,  ne  peut  s'annuler  qu'autant  que  ses  éléments  soi^>  ^ 
tous  nuls;  et  ces  éléments  eux-mêmes  ne  peuvent  ètr^^ 
nuls,  qu'autant  que  le  potentiel  V,  relatif  à  l'action  d-""-""^ 
fluide  sur  un  point  extérieur,  ne  varie  pas  avec  les  coor"'^^ 
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données  de  ce  point.  Mais,  dans  ce  cas,  Taclion  du  fluide 
sur  le  point  est  nulle.  Ainsi  nous  sommes  conduits  à  cette 
conséquence,  que  le  fluide  n'exerce  aucune  aciion  sur  un 
point  extérieur  aux  corps  Â,  B, . .  • ,  C,  quelque  rappro- 
ché que  soit  ce  point  de  la  surface  de  ces  corps.  D'après 
la  loi  de  continuité,  il  doit  en  être  de  même  pour  un  point 
situé  sur  la  surface.  Nous  savons  d'ailleurs  que  Paciion 
du  fluide  sur  la  surface  des  corps  conducteurs  est 

donc 

a  =  o,     p=:o,...,     7  =  0;       a=:a'y     b  =  b\...y    c=:c'; 

c'est-à-dire  que  les  deux  états  d'équilibre  supposés  sont 
identiques. 

Ce  théorème  et  la  démonstration  que  nous  en  donnons 
ici  sont  de  M.  Liouville  ^^ redditions  à  la  Connaissance 
des  Temps  pour  1 84  5  ) . 

De  tout  ce  qui  précède,  il  résulte  que  le  problème  de 
la  distribution  de  Télectricité  à  la  surface  d'un  système 
de  corps  conducteurs  est  entièrement  résolu,  quand  on 
en  connaît  une  solution  particulière.  Par  exemple,  sa- 
chant qu'une  couche  homogène,  infiniment  mince,  com- 
prise entre  deux  ellipsoïdv^s  concentriques,  semblables  et 
semblablement  placés,  n'exerce  aucune  aciion  sur  les 
points  intérieurs,  et  exerce  une  action  normale  sur  les 
points  de  sa  surface  externe,  on  en  conclut  de  suite  que, 
si  Ton  donne  de  rélectricilé  à  un  ellipsoïde  conducteur, 
isolé  et  libre  de  toute  iniTuence,  la  couche  formée  par  le 
fluide  à  la  surface  du  corps  aura  sa  densité  proporiion- 
nelle  en  chaque  point  à  la  distance  de  rellipsoïde  sem- 
blable infiniment  rapproché.  Si  rellipsoïde  est  très- 
allongé,  la  densité  du  fluide  à  rextrémiié  du  grnnd  axe 
sera  beaucoup  plus  grande  que  partout  ailleurs;  et  comme 
la  répulsion  du  fluide  sur  lui-même  est  proportionnelle 
IL  3«  ÉDiT.  24 
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en  chaque  point  à  la  deusilé  de  la  couche,  il  pourra  se 
faire  que  cette  répulsion  à  rextrérailé  du  grand  axe  sur- 
passe la  résistance  que  l'air  ambiant  oppose  au  passage 
du  fluide.  Alors  Télectricité  s'écoulera  par  le  sommet,  ce 
qui  est  d'accord  avec  le  phénomène  connu  des  physiciens 
sous  le  nom  de  pouvoir  des  pointes, 

H .  Soient  V  le  potentiel  d'un  système  de  masses  Mi, 
Mj, .  . . ,  concentrées  dans  les  points  P,,  Pj, ...  ; 

1^  le  potentiel  d'un  système  de  masses  m,,  /w,,. .  ., 
concentrées  dans  les  points  pi,  p^, ...  ; 

Vi,  Vf, . . .  /e5  valeurs  de  V  en  ces  derniers  points ,• 

p»,,  i^,, .  .  .  les  valeurs  de  u  dans  les  points  Pi,  P,, . .  . . 

Démontrer  quon  a  V équation 

Mit',  -hMat*, -f-.  .  .= //I,V,  4- /W,Vj-h.     .. 

Gauss,  Mémoire  cité,  §  19. 

12.  Soient  V  le  potentiel  d^un  corps  sur  Té  lé  ment  d^ 
d'aune  surface  sphérique^  qui  ne  renfenne  aucune  parti^'m 
du  coij}s  dans  son  intérieur^  Vq  la  valeur  du  potenUe^ 
au  centre  de  la  sphère^  et  r  le  rayon  de  la  sphère. 

rx'  .  1.'  '  X7  fVcIs 

Démontrer  qu  on  a  l  équation    Vo  =  -, — ,  »  on,  «r^ 

d'auti^s  termes,  que  le  potentiel  sur  le  centre  est  ^ 

moyenne  entre  les  valeurs  du  potenîicl  sur  tous  les  éil  ^, 

mcnts  de  la  surface, 

Gauss,  Mémoire  cité,  ^  20. 
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Le  caraclère  de  la  fluidité  parfaite  estrabsencc  de  co- 
liéiion  et  de  frottement  entre  lés  molécules  du  corps, 
bien  quMl  y  ait  continuité  dans  la  masse.  La  nature  ne 
nous  oflre  aucun  corps  parfaitement  fluide,  en  sorte  qu'il 
j  a  toujours  erreur  à  négliger  le  frottement  des  molécules 
]es  unes  contre  les  autres.  Cette  erreur  peut  être  considé- 
rable quand  il  s'agit  de  déterminer  le  mouvement  d'un 
fluide;  mais  elle  est  insensible  dans  les  questions  rela- 
tives à  l'équilibre  des  fluides  en  repos.  Aussi  on  n'en 
lient  pas  compte  dans  riiydrostati(|ue. 

Les  fluides,  considérés  au  point  de  vue  de  leur  élasti- 
cité, se  partagent  naturellement  en  deux  classes.  Les  uns 
éprouvent  par  Peffet  de  la  pression  une  diminution  de 
volume  comparable  à  celle  que  subissent  les  corps  de  la 
nature  désignés  sons  le  nom  de  sol  if  les;  ils  sont  dits  fluides 
incompressibles^  parce  qu'on  néglige  leur  compressibi- 
lité  dans  toutes  les  questions  qui  n'exigent  pas  une  grande 
rigueur.  Les  autres  éprouvent  par  l'effet  de  la  pression 
une  diminution  de  volume  beaucoup  plus  considérable; 
ils  sont  nommés  Jluif /es  élastiques.  Les  liquides  appar- 
tiennent îi  la  première  classe,  les  gaz  et  les  vapeurs  ap- 
partiennent à  la  seconde. 

Les  premiers  principes  de  1  cMjuilibre  des  liquides  et 
des  corps  flottants  sont  exposés  dans  les  deux  livies  d'Ar- 
chimède  :  Des  corps  portés  sur  un  fluide.  Le  texte  gr<?c 
de  cet  ouvrage  ne  nous  est  point  parvenu;  uïais  nous  en 
avons  plusieurs  versions,   dont  la    plus  ancienne   a  été 
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composée  sur  un  manuscrit  grec  aujourd'hui  perdu.  Elle 
est  due  à  Tartaica,  et  fui  publiée  à  Venise,  en  i555,  sous 
le  lilre  :  De  insidenlUms  aquœ, 

CHAPITRE    PREMIER. 

PRESSIONS  EXERCÉES  PAR  LES  FLUIDES  A  LA  SURFACE 
DES  CORPS. 

La  pression  exercée  par  un  fluide  sur  un  élément  de  -s 
surface  est  normale  à  cet  élément.  Si  Ion  représente  par  —3 
pds  la  pression  exercée  sur  l'élément  de  surface  ds^  p  sera  jme 

la  pression  sur  Vêlement  ds^  rapportée  à  V unité  de  sur 

Jace.  La  somme  des  pressions  exercées  sur  une  surface^3 

finie  s'exprimera  par  l'intégrale   1  pds,  étendue  à  tous  le^^ 

éléihents  de  la  surface  considérée. 

Quand  la  surface  est  plane,  les  pressions  sur  les  di 

vers  éléments  sont  toutes  parallèles;  d'où  il  suit  qu'elles 
ont  une  résultante  unique.  Le  point  d'application  decett^ 
résultante  se  nomme  le  centre  de  pression  de  la  surface. 
Il  se  détermine  par  les  formules  générales  qui  donnent  le 
centre  des  forces  parallèles. 

Soient  X,  j  les  coordonnées  de  Télément  dscix^y 
celles  du  centre  de  pression,  par  rapport  à  deux  axes 
rectangulaires  ou  obliques,  tracés  à  volonté  sur  la  surface. 
On  a 

I  xpds  j  y  pds 


A) 


P''  f' 


pds 


Quand  la  surface  soumise  à  l'action  du  fluide  n'est 
point  plane,  il  peut  arriver  que  les  pressions  élémentaires 
n'aient  pas  une  résultante  unique.  Proposons-nous  de 
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chercher  la  conditiou  nécessaire  pour  que  les  pressions 
admettent  une  résultante,  et,  dans  ce  cas,  déterminons- 
în  la  direction. 

Soient  : 

x,^,  z  les  coordonnées  de  Télénient  ds  par  rapport 
à  trois  axes  rectangulaires*, 

X,  j^,  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
résultante  des  pressions; 

X,  Y,  Z  les  composantes  de  cette  résultante  parallèles 
lUX  axes  ; 

(NA),  (NY),  (iSZ)  les  angles  que  fait  avec  les  axes  la 
Qormale  à  rélément  ds  dirigée  dans  Tintérieur  du  fluide. 

Considérant  la  résultante  des  pressions  comme  appli- 
quée au  point  (x,  ]  ,  z),  et  écrivant  qu'elle  fait  équilibre 
à  l'ensemble  des  pressions  élémentaires  prises  en  sens  0[>- 
posés,  on  obtient  les  six  équations 


(B) 


(Cl 


p  cos  (NXJ  ds,     Y  =  —      p  cos  (NY)  t/s, 
Z.--Jp 

j  pcos(kZ)ds  —  z    Ip 

XP cos  (NZ )  r/5  —   1  zp  cos [Kï)  dsy 
P  cos  (NX)  ^j  —  X   j  p  cos  (NZ)  c/s 
zp  cos  (  NX  )  ds  —  I  ,Tp  cos  (  NZ  )  ds , 


p  cos(NZ)rf5; 
pcos(^Y)ds 


^/' 


.r   f  /^cos(NY)^5  —  r    I /^cos{NX)^/f 

xp  cos  (NY  )  ^f  —  /  yp  cos  (NX  )  ds. 
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Pour  que  ces  trois  dernières  équations  soitMit  compa- 
tibles, il  faut  que  Ton  ait  identiquement 

I  p  cos  (^X)  f/s[  r>7;cos(NZ)r/.y—  rz/;cos(Ny) //j  J 1^' 
(D)     I  -h  Cpcos{^Y)cis[  Çzp LOS {îiX)dx—  j  x/JCOs[^Z)€isy^ 
-  jp cos  ( NZ}  fis  r  Çx/j  cas  (SY)  ils—  Çyp cos (NXjé/il  . 


Telle  est  donc  la  condition  pour  que  les  pressions  ad. 
mettent  une  résultante  unique.  Si  elle  est  satisfaite,  deir  ,m-  _i3 
quelconques  des  équations  (C)  représenteront  la  droitv  iu 
suivant    laquelle   esl    dirigée   cette  résultante,  or,  j,  z 

étant  les  coordonnées  courantes. 


SECTION  I. 

FLUIDES    INCOMPRESSIBLES., 

Soient  p  la  dtmsilé  du  liquide  supposé  homogène,  z     Ja 
distance  de  rélémeni  de  surface  ch  au-dessous  du  nive^i/ 
supérieur  du  liquide,  et  p^  la  pression  qui  s'eiLcrce  au  nî- 
veau  supérieur  sur  l'unité  de  surface. 

La  pression  sur  Télémmi  ds^  rapportée  à  Tunité  de  sur- 
face, sera 

p~g^z^p.. 

On  peut  toujours  supposer  nulle  la  pression  p^^  en 
imaginant  qu'on  ait  élevé  le  niveau  du  liquide  d'une  hau- 
teur convenable.  La  formule  devient  alors 

Elle  donne  lieu  à  plusieurs  théorèmes  d'une  grande  sim- 
plicité. 
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1°  La  pression  totale  exercée  sur  une  sur/ace  quel- 
t^onque  est  égale  à  la  pression  qui  serait  exercée  sur 
une  aire  égalc^  prise  dans  le  plan  horizontal  qui  passe 
au  centre  de  gravité  de  la  surface.  La  pression  exercée 
sur  Tunilé  de  surface  de  ce  plan  fictif  est  la  pression 
9n<yyenne  sur  la  surface  donnée. 

2^  Considérons  une  surface  plane  plongée  dans  un 
liquide^  el  soient  x^j  les  coordonnées  de  l'élément  ds 
par  rapport  à  deux  axes  quelconques  tracés  sur  cette  sur- 
face. Les  coordonnées  du  centre  de  pression  seront  (A) 


i  xzds  j  yzds 

^=P — '    ^~r 

j  zds  I  zds 


Si  Taxe  des  y  coïncide  avec  la  trace  du  plan  considéré 
sur  la  surface  libre  du  liquide,  z  sera  proportionnel  à  x^ 
et  l'on  aura 


X  =  ^ )     X= 

/  xds  j  xds 


Quand  on  suppose  les  axes  rectangulaires,  ces  formules 
montrent  que  le  centre  de  pression  coïncide  avec  le 
centre  de  percussion  de  la  surface ^  considérée  comme 
une  lame  homogène  libre  de  tourner  autour  de  son  in- 
fersection  avec  la  surface  du  liquide. 

3®  La  pression  rapportée  à  Tunité  de  surface  étant  con- 
stante sur  un  même  plan  horizontal,  il  s'ensuit  que  les 
pr'essions  élémentaires  exercées  sur  une  surface  comprise 
^nire  deux  plans  honzoniaux  ont  toujours  une  résul- 
tante verticale,  pourvu  que  la  surface  considérée  et  les 
^^f^  plans  qui  la  limitent  forment  une  surface  fermée, 
^^^,  dans  ce  cas,  prenant  les  axes  des  x  et  des  y  dans  un 
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plan  horizontal,  on  a  (p.  3 12,  théorème  I)» 

j  p  cos  (  NX )  r/j  =:  o ,       \  p  cos  ( NY)  f/f  3=  0 ; 

d*ailleurs,  chacune  des  intégrales 

I  x/?cos(NY)^.y,       I  j/9C0s(NX)rff 

a  ses  éléments  deux  à  deux  égaux  et  de  signes  contraires;; 
par  suite,  l'équation  (D)  est  identiquement  satisfaite. 

Si  la  surface  considérée  n'est  point  fermée  par  les  deui 
plans  horizontaux,  les  pressions  qu'elle  éprouve  ne  se- 
ront pas  toujours  réductibles  à  une  résultante  unique^  ^ 

Slevin  (*)  parait  être  le  premier  géomètre  qui  ait  entre 

pris  de  déterminer  la  pression  totale  d'un  Uuide  sur  l^=s 
surface  d'un  corps  immergé.  Il  démontra  le  paradoxe  hy — 
drosta tique,  d'après  lequel  un  fluide  peut  exercer  une  pres- 
sion beaucoup  plus  grande  que  son  propre  poids^  il  fui 
aussi  le  premier  à  considérer  le  centre  de  pression  ;  inaÎ5 
l'imperfection  de  l'analyse  ne  lui  permit  pas  de  déterminer 
ce  point  pour  d'autres  surfaces  que  celles  des  polygones. 

Herman  (**)  et  Cotes  (***),  pourvus  de  méthodes  plus 
puissantes,  déterminèrent  le  centre  de  pression  d'un 
grand  nombre  de  surfaces.  Le  dernier  compara  la  pression 
totale  à  la  pression  exercée  dans  le  plan  horizontal  du 
centre  de  gravi  té,  et  signala  l'identité  du  centre  de  pression 
avec  le  centre  de  percussion, 

\ .  Dans  quelle  position  fautait  maintenir  une  demi- 
sphère  creuse^  fermée  par  un  plan,  et  exactement  rem- 


(*)  Œuvres  mrtihomaiiqucs  de  Simon  Stevin,  do  Bruges,  publiées  par 
Albert  Girard,  t.  IV;  Leyde,  i634. 

(**  )   Vhoiononiia,  p.  \f\\\  1716. 

(**■)  llyilrostatical  and  Pneumatical  Lectures,  p.  87  et  ^o  de  la  Iroi- 
sièmo  édition.  La  première  édition  parut  en  1737.     « 
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plie  à* un  liqui^,  pour  que  la  pression  exercée  sur  la 
surface  entière  du  vase  soit  un  maximum. 

Nommons  r  le  rayon  de  ];i  sphère,  et  0  Tangle  que  l'axe 
<iu  vase  fait  avec  la  verticale. 

Admettons  d'abord  que  la  paroi  plane  soit  au-dessus 
de  la  paroi  sphérîque. 

L'aire  du  couvercle  est  Tir',  la  distance  verticale  du 
œntre  de  gravité  de  cette  aire  au  point  le  plus  élevé  du 
liquideestrsind^doncg^pTrr'  sin0  est  la  pression  exercée 
sur  le  couvercle. 

L'aire  de  la  surface  courbe  est  îinr',  la  distance  verti- 
cale de  son  centre  de  gravité  à  la  surface  supérieure  du 
liquide  est 

rsinô  H —  cosO; 

2 

donc  la  pression  exercée  sur  la  surface  courbe  est 

igpnr^  sinO  -+-  gpnr^  cosO, 
et  la  pression  totale 

gpnr^(3  sinO  -f-  cosO). 
Lorsque  cette  quantité  est  un  maximum,  on  a 

3  cosO  —  sinô  =  o, 
ô  =  arc  tang  3. 

Quand  la  paroi  plane  est  située  au-dessous  de  la  demi- 
'ptère,  la  pression  exercée  sur  ce  cercle  ne  varie  pas  avec 
'  ^^clinaison  de  l'axe,  la  pression  exercée  sur  la  paroi 
ïOiurbe  augmente  avec  cette  inclinaison.  La  pression 
^^le  atteint  son  maximum  lorsque  Taxe  est  horizontal, 
'^  ^e  la  paroi  plane  est  verticale. 

2,  Des  masses  égales  de  liquides  différents  sont  su- 
^^rposées  en  couches  horizontales  dans  un  vase  cylin- 
^'^^jue  dont  Vaxe  est  vertical.  Comparer  entre  elles  les 
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pressions  que  ces  diffèrenies  masses  liquides  exercent  si 
la  sur J ace  latérale  du  vase. 

Soient  /D],  p,,...,  |9„, ...,  les  densités  des  diffëren 
liquides,  en  commençant  par  le  liquide  supérieur;  a 
Af , . . . ,  /7„, . . . ,  les  épaisseurs  des  couches  respectives 
/•  le  rayon  intérieur  du  vase. 

Considérons  la  «'*"*'  couche.  La  pression  p^  qui  s^exen 
au  niveau  supérieur  de  cette  couche  sur  l'unité  de  sui 
face  est  donnée  par  la  formule 

La  pression  totale  que  cette  couche  exerce  sur  la  paroi  i 
vase  est 

OU  bien,  d'après  la  valeur  précédente  de  p^^ 


^g''Pi 


2/î  —  I 


5 

P3 


Il  en  résulte  que  les  pressions  exercées  sur  la  surfai 

du  cylindre  par  les  couches  successives  sont  entre  ell 

comme  les  nombres 

1        3 
—  j     — » 

P,  P2 

3.  On  suppose  une  porte  d'écluse  formée  d'un  rei 
t angle  ABCD  et  d'un  quart  1 
cercle  ABE,  séparés  par  un  où 
vertical  AB,  autour  duquel 
porte  peut  tourner  libre md 
d^une  seule  pièce.  Trouver 
largeur  KD  que  doit  avoir  le  rt 
tangle  pour  que  récluse  s^out^ 
sous  le  moindre  ejfort  quand  Veau  affieure  la  ligne  DA" 
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Soient  a  le  rayon  du  cercle,  b  la  largeur  inconnue  du 
rectangle,  x  la  dislance  d*un  point  de  la  porte  à  Taxe  A6, 
et^  la  distance  du  même  point  à  Phorizontale  DAE. 

Les  pressions  exercées  sur  le  quart  de  cercle  et  sur  le 
rectangle  doivent  avoir  des  moments  égaux  par  rapport  à 
Taxe  AB.  De  là  résulte  Téq nation  du  problème  : 

I         I  jrytlxdy  z=    j         1       xyrijrf/y, 

J%%     Jo  Jo  .  «/o 

Eflfectuaiit  les  intégrations,  il  vient 

a*       nUf'  ,         // 

_^_      on      i  =  ~. 

4.  Un  cône  de  révolution  SA  A',  ouueit  par  sa  hase, 
est  fT abord  maintenu  tout  à 
fait  rempli  d^un  liquide,  puis 
on  Vincline  d\tn  angle  donné. 
Quel  est  le  volume  du  liquide 
qui  s^ écoule,  et  quelle  est  la 
pression  que  le  liquide  restant 
exerce  sur  la  paroi  ? 

Prenons  pour  plan  de  la  (î- 
/  /  gure  le  plan  vertical  qui  con- 

^  ^ tient  Taxe  du  cône  quand  ce- 

^  lui-ci  est  incline. 

Soient  a  Fangle  des  génératrices  du  cône  avec  Taxe, 
-''le  rayon  de  la  base  et  jS  Tinclinaison  de  Taxe  sur  l'ho- 
rizon. 

Le  volume  du  liquide  écoulé  est  égal  au  volume  de  la 
partie  du  cône  qui  est  découpée  par  un  plan  horizontal 
ABA^,  passant  à  l'extrémité  inférieure  de  l'ouverture. 
Le  volume  total  du  cône  droit  est 

—  Trr'  cota. 

ô 
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Le  volume  du  cône  oblique  SAA^^  est  le  produit  de 
l'aire  de  Tellipse  ABÂ'^  par  le  tiers  de  la  hauteur  AH.  Si 
nous  appelons  V  ce  volume^  C  le  centre  de  Tellipse  et 
CA,  CB  les  deux  demi-axes  de  cette  courbe,  nous  aurons 


Or 


V  — ^aU.ttCA.CB, 


AH  =  SAsin(B  — a):rrr^î^î-^ê ^, 

^'^  sina 

-— -         I cosa 

CA  =  -  AA  '  =:  r 


sin(P  -ha) 


Pour  calculer  CB,  nommons  A" A'"  le  diamètre  de  la  sec — 
tion  droite  qui  passe  au  point  A^,  et  considérons  la  scctioi^ 
droite  faite  par  le  point  C.  Le  diamètre  de  cette  section^ 
qui  est  situé  dans  le  plan  de  la  figure,  est  une  parallèle  sà 
la  base  A  A'  du  triangle  AA'A^^,  menée  par  le  milieu  C 
du  côte  AA''.  Ce  diamètre  est  aussi  une  parallèle  à  la 
base  du  triangle  AA^A''',  menée  par  le  milieu  de  l'un  des 
côtés.  Il  s'ensuit  que  ce  diamètre  est  divisé  au  point  C  en 

deux  segments  respectivement  égaux  à  -AA'  et- Â''A*. 

Le  demi-axe  d'ellipse  CB  est  une  ordonnée  de  la  section 
circulaire,  élevée  au  point  C  sur  le  diamètre  considéré. 
Nous  avons  donc 


CB    =7.AA'.A"A'^:=r-rA^A'' 

=  L rXÂ^  ^^n{p-a)  ^  ^^  sin(p~a) 
2  cosa  sin(P  -f-  a) 

D'après  ces  valeurs,  il  vient 

sin*(p-f-a) 
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P^r  suite,  le  volume  du  liquide  écoulé  est 

1       3           r        sin^fp-a)! 
•^irr'cota  I   i j—^ !• 

L         SiV(p-4-a)J 

Le  volume  V  peut  s'exprimer  sous  une  autre  forme, 
<]ui  met  en  évidence  une  propriété  du  cône. 
On  a  

sina'       SA         *»n(P  ^-«)* 
et  si  l'on  nomme  T  la  surface  du  triangle  ASÂ^'^, 

T=:SÂ.Spsinacosa. 
En  vertu  de  ces  relations,  la  formule  (i)  peut  s'écrire 

V=rl,rtang^a.T^ 

On  voit  que  la  surface  du  triangle  ASA"  reste  constante 
<|uand  on  fait  varier  rinclinaison  du  vase,  pourvu  que  le 
volume  du  liquide  contenu  reste  le  môme.  Or,  c'est  une 
propriété  bien  connue  de  l'hyperbole,  qu'une  tangente 
mobile  et  les  asymptotes  forment  un  triangle  dont  Taire 
est  constante.  On  en  conclut  que,  si  Taxe  du  vase  tourne 
dans  un  même  plan  vertical,  tant  qu'il  nVst  point  ré- 
pandu de  liquide,  le  niveau  dt;  celui-ci,  A  A",  dans  son 
mouvement  relatif  au  vase,  enveloppe  une  hyperbole  qui 
a  pour  asymptotes  les  génératrices  du  cône  SA,  SA'^ 

Passant  aux  volumes,  nous  avons  ce  théorème  :  L'en- 
stoppe  d\tn  plan^  qui  découpe  dans  un  cône  un  i^olume 
constant,  est  un  hjperboloïde  de  rci^olution  qui  a  le 
cône  pour  asymptote. 

Il  nous  reste  à  calculer  la  pression  du  liquide  sur  le 
cône  oblique.  Nous  prendrons  pour  élément  de  surface  le 
petit  triangle  compris  entre  deux  génératrices  iufiuiment 
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voisines.  Soit  ds  cet  élément;  la  distance  de  sonceoirede 
gravité  a  la  surface  libre  du  liquide  est  ^  AH,  et  la  pres- 
sion qu'il  supporte  est 

Cet  élément  peut  être  considéré  comme  la  base  d*un 
tétraèdre  qui  aurait  son  sommet  au  point  (y,  où  le  niveau 
du  liquide  coupe  Taxe  du  cône,  et  serait  rélément  de 
volume  du  cône  oblique.  La  hauteur  de  ce  tétraèdre  est 
SCsina,  par  conséquent  son  volume  a  pour  expression 


dV=' 


v-SO'sinar/.ç  (♦). 

Il  en  résulte  que  la  valeur  de  la  pression  exercée  sur  l'élé- 
ment ds  peut  s'écrire 


\so'J 


'      suix  '  sina 


La  pression  totale  est  donc 


sm  ^  ,_ 
^  sm  a 


(  *)  On  peut  reinarqiior  que  celle  é<|ualiun,  jointe  à  Tcxpression  du  vc- 
lumo  V,  permet  de  culculcr  aisêmenl  lu  surface  s  du  cdiio  oblique  SAA*. 
En  cflel,  elle  donne  d'abord 

-  _1X__. 

SO'  îiin  a 
et,  comme 

î>0  siii  y.  —  G  A  sin  (  5  —  y. )  =  r J- ^ , 

•in;3 

on  n 

_       :isifi,.3        v 
sin  (3  —  a)  r 
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bien 

I  cosasinfi  sin' (6  —  a) 

sm'  (p-f-a) 

5.  On  suppose  un  vase  hémisphérique ^  dont  la  paroi 
formée  de  trois  triangles  tiirectangles  juxtaposés^  et 
enus  chacun  par  un  Jil  attaché  en  un  point  de  la  sur- 
?e.  Quelles  doivent  être  les  tensions  et  les  situations 
ces  Jils  pour  que  le  vase  ne  se  divise  point  lorsquil 
exactement  rempli  d*un  liquide,  et  que  d'ailleurs  les 
^érentes  pièces  de  la  paroi  ne  sont  nullement  près* 
s  Vune  contre  l'autre?  On  négligera  le  poids  du 
Fe- 

-a  question  revient  à  déterminer  en  grandeur  et  en 
action  la  résultante  des  pressions  exercées  sur  l'un  des 
ngles  sphériques.  Cette  résultante  existe;  car,  si  Ton 
igine  un  vase  qui  soit  formé  de  Tun  de  ces  triangles  et 
leux  plans  verticaux  joignant  les  deux  côtés  du  tri- 
le,  les  pressions  exercées  sur  les  deux  faces  planes  de 
vase  admettront  une  résultante  unique  ainsi  que  les 
ssions  exercées  sur  la  surface  entière. 
Prenons  l'origine  des  coordonnées  au  centre  de  la 
ère,  le  plan  des  xy  à  la  surface  du  liquide  et  les  axes 
igés  vers  les  sommets  du  triangle  irireciangle.  Soient  r 
rayon  de  la  sphère,  9  l'angle  «[u'un  rayon  fait  avec 
plan  horizontal,  et  (p  Tangle  que  la  projection  de  ce 
'On  sur  le  plan  horizontal  fait  avec  Taxe  df^s  x. 
L'élément  de  la  surface  sphérique  sera  rrf0.rcos9  ^/(p, 
distance  à  Ja  surface  libre  du  li([uidc  sera  rsinO^  et  le 
^OQ  mené  à  cet  élément  fera,  avec  les  axes  des  x  et  des 
des  angles  qui  auront  respectivement  pour  cosinus 
iôcosç  et  s'iwQ, 
D'après  cela,  la  tension  du  fil  aura  pour  composâmes, 
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suivant  les  axes, 


>  3       /»  2 


X=iY  =  gpr*   f  j     cos»0sin9cosçcl9rf^ 

Jo  Jo 

Zii^^pr*    1        /  cosOsin^Oe/e^/f, 
*/o     Jo 


^gpr'  J     d.sin'Q='^gpr'i 


et  la  tension  du  fil  sera, 

J^^^S 

T  —  v/X'  4-  y  -f-  Z»  =  ^  P  '•'        g       • 

En  vertu  de  la  symétrie  de  la  figure,  la  résultante  des 
pressions  doit  èlre  située  dans  le  plan  bissecteur  de  Tangle 
dièdre  formé  par  les  deux  plans  coordonnés  verticaux. 
Ainsi,  pour  déterminer  la  direction  de  cette  résultante,  il 
nous  suffira  de  former  la  première  des  équations  (C)- 
Nous  abrégerons  ce  calcul  en  observant  que  la  pressioO- 
résultante  passe  nécessairement  à  Torigine  des  coordoo'^ 
nées,  puisque  toutes  les  pressions  élémentaires  sontdirS'^ 
gées  vers  ce  point.  Il  s'ensuit  que  le  second  membre  i^ 
Téquation  dont  il  s'agit  est  identiquement  nul.  Dès  lor^ 
nous  trouvons  de  suite 


Le  fil  qui  soutient  le  triangle  est  donc  dirigé  suivant  I 
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droite  représentée  par  les  équations 

-       -        5t  - 

or  =  r  =:  —  «. 

6.  Parmi  tous  les  vases  de  réi^olutîon  autour  d'un 
axe  vertical^  de  hauteur  et  de  capacité  données^  quel 
est  celui  qui  éprouife  la  plus  grande  pression  horizontale 
de  la  part  du  liquide  qui  le  remplit? 

Soient  h  la  hauteur  du  vase,  c'  sa  capacité,  z  la  dis- 
tance d'un  élément  de  la  surface  au  niveau  supérieur  du 
liquide,  et  r  la  distance  de  cet  élément  à  Taxe  de  révolu- 
tion. 

La  somme  des  pressions  horizontales  élémentaires  est 
égale  à 

r* 

2  9r^p    /      s/y/s. 

11  s'agit  de  trouver  la  valeur  de  r  en  fonction  de  z  qui 
rend  cette  intégrale  un  maximum,  tout  en  vérifiant  la 
condition  relative  au  volume 

ir    \      r^dz  —  c". 

Soient  V  la  quantité  comprise  sous  le  signe  /  dans 
rintégrale  quMl  s'agit  de  rendre  un  maximum,  et  \'  la 
quantité  comprise  sous  le  signe  I  dans  Tintégrale  qui  doit 
rester  constante.  Le  calcul  des  variations  nous  appi*end 

d\*     dW 

que  le  rapport  des  dérivées  partielles --7- »  —  doit  être 

constant^  ce  qui  nous  donne  la  relation 

r 
z 

€^  désignant  une  constante. 

IL  3*  hdit.  a5 
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suivant  les  axes. 


»  3       /%1 


X~Yi=^pr»   /        /     cos^GslnGcosf dG</f 

Jo     Jo 
et  la  tension  du  fil  sera, 


6 


ÏLn  venu  de  la  symétrie  de  la  figure,  la  résultante  des 
pressions  doit  èlre  située  dans  le  plan  bissecteur  de  Tangle 
dièdre  formé  par  les  deux  plans  coordonnés  verticaux. 
Ainsi,  pour  déterminer  la  direction  de  cette  résultante)  il 
nous  suffira  de  former  la  première  des  équations  (C). 
Nous  abrégerons  ce  calcul  en  observant  que  la  pression 
résultante  passe  nécessairement  à  Torigine  des  coordon* 
nées,  puisque  toutes  les  pressions  élémentaires  sontdiri" 
gées  vers  ce  point.  Il  s'ensuit  que  le  second  membre  à^ 
Téquation  dont  il  s'agit  est  identiquement  nul.  Dès  lo^  ^ 
nous  trouvons  de  suite 


-r  —  «  —  o. 


Le  fil  qui  soutient  le  triangle  est  donc  dirigé  suivant 
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Iroite  représentée  par  les  équations 


-       -        5t  - 

or  =  r  =:  -  «. 


6.  Parmi  tous  les  vases  de  réi^olution  autour  d'un 
2Xe  vertical^  de  hauteur  et  de  capacité  données^  quel 
5J£  celui  qui  éprouve  la  plus  grande  pression  horizontale 
ie  la  part  du  liquide  qui  le  remplit? 

Soient  h  la  hauteur  du  vase,  c'  sa  capacité,  z  la  dis- 
tance d'un  élément  de  la  surface  au  niveau  supérieur  du 
liquide,  et  r  la  distance  de  cet  élément  à  Taxe  de  révolu- 
tion. 

La  somme  des  pressions  horizontales  élémentaires  est 
égale  à 


iifgp   I      zrtlz» 


11  s'agit  de  trouver  la  valeur  de  r  en  fonction  de  z  qui 
rend  cette  intégrale  un  maximum,  tout  en  vérifiant  la 
condition  relative  au  volume 

Soient  V  la  quantité  comprise  sous  le  signe    /  dans 

Tîntégrale  quMl  s'agit  de  rendre  un  maximum,  et  V  la 

quantité  comprise  sous  le  signe   I  dans  l'intégrale  qui  doit 

rester  constante.  Le  calcul  des  variations  nous  appi*end 

que  le  rapport  des  dérivées  partielles --j- >  —  doit  être 

c^onstant^  ce  qui  nous  donne  la  relation 

r 
z 

ca  désignant  une  constante. 

IL  2*  ÉDiT.  a5 
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Ainsi,  la  surface  du  vase  est  celle  d'un  cône  dont  la 
pointe  est  en  haut. 

Il  reste  à  déterminer  la  constante  a  par  la  condition  re- 
lative au  volume. 

Nous  avons 


trfl- 

/o 


'X*'"^='^'    d'où   .  =  y/lj. 

Par  suite,  la  hauteur  du  cône  étant  h  et  son  volume  c', 
le  rayon  de  la  base  estr  l/-  t* 

7.   On  suppose  une  membrane  sans  poids ^Jlexible  et    — 
inextensible  y  découpée  en  forme  de  rectangle.   Deux 
bords  opposés  sont  maintenus  parallèles  dans  un  mémes^ 
plan  horizontal,  sans  être  assez  écartés  pour  que  Um^ 
membrane  soit  tendue^  les  deux  autres  bords  sont  exac— 
tement  joints  contre  deux  plans  verticaux,  sans  qud y 
ait  adhérence]  et  toute  la  cavité  est  remplie  d^un  liquide 
en  équilibre.  On  demande  quelle  forme  affecte  la  mem' 
brane, 

La  surface  qu'il  s'agit  de  déterminer  est  évidemment 
une  surface  cylindrique.  Il  suffit  de  délermine^  l'intersec- 
tion de  cette  surface  par  un  plan  vertical  perpendiculaire 
aux  arêtes.  Pour  cela,  nous  pouvons  nous  borner  à  con- 
sidérer la  petite  portion  de  surface  qui  est  comprise  entre 
ce  plan  et  un  plan  parallèle  infiniment  voisin,  car  cette 
partie  de  la  surface  n'éprouve  aucune  action  de  la  part 
des  parties  adjacentes. 

Deux  coordonnées  nous  suffisent.  Prenons  Taxe  des  x 
k  la  surface  du  liquide,  et  Taxe  des  y  dirigé  de  haut  en 
bas.  Nommons  p  la  pression  rapportée  à  l'unité  de  sur- 
face qui  s'exerce  sur  F  élément  de  la  membrane  dont  les 
coordonnées  sont  x  ei  y^t  la  tension  en  ce  point,  r  le 
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rayon  de  courbure  de  la  courbe  au  même  point,  el  s  l'arc 
dk  la  courbe. 
Nous  avons 

p  =  ^pri 

et  (tome I,  page  i64), 

i 

d'où 

t   I 

Bemidaçant  r  par  sa  valeur  ^  :  -^,  dans  laquelle  5  est 

la  variable  indépendante^  et  nommant  a*  la  constante  —, 

il  vient 

dx        ,  d'x 
-^  ds  ds' 

L'int^rale  première  de  cette  équation  est 


on  bien 


^-..=.j. 


^  représentant  une  constante. 

La  courl>e  formée  par  la  section  droite  de  la  membrane 
le  nomme  lintèairt;  son  équation  diflerentîelle  est  la 
mime  cfue  celle  de  la  courbe  élastique.  Elle  a  été  trouvée 
fear  Jacques  Bemoulli  [*)  en  1692. 

8.  Étant  donnés  un  plan  situé  dans  rintériewr  d^mn 
*îg9ûde,  et  une  droite  H  tracée  comme  on  voudra  sur  ce 


C*y  Opéra,  t.  I,  p.  490,  etc.  —  Vuii  aussi  Jean  Bouioclli,  Q/fcrm,  t.  f, 
43a;  t.  n,  p.  95  ;  t.  UI,  p.  S12,  etc. 
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plan,  déierminer  dans  le  plan  une  courbe  telle,  que  Vaire 
comprise  entre  la  droite,  la  courbe  et  deux  horizontales 
qui  intcfveptent  sur  la  droite  une  longueur  donnée  h, 
et  qui  sont  d'ailleurs  situées  à  une  profondeur  quel^ 
conque,  éprouve  la  même  pression  qu^un  parallèle ^ 
gramme  construit  dans  le  même  plan  sur  la  droite  H  et 
sur  la  ligne  d'affleurement  ai^ec  les  longueurs  respeC' 
livres  h  et  b. 

Si  Ton  prend  pour  axes  de  coordonnées  obliques  \il 
droite  H  et  Tintersection  de  la  surface  du  liquide  par  le 
plan  donné,  on  trouve  que  la  courbe  est  Thyperbole 
représentée  par  Téquation 

bh 
^^  =  T' 

9.  Une  sphère  creuse  étant  exactement  remplie  d'un 
liquide,  on  demande  de  tracer  sur  la  surface  un  cercle 
horizontal  qui  la  di\fise  en  deux  parties  supportant  des 
pressions  égales. 

La  distance  entre  le  plan  du  cercle  demandé  et  le  som- 
met de  la  sphère  est  égale  au  côté  du  carré  inscrit  dans 
un  grand  cercle. 

10.  Un  cube  exactement  rempli  d'un  liquide  a  Vune 
de  ses  diagonales  dirigée  suii^ant  la  verticale.  Montrer 
que  la  pression  exercée  sur  les  faces  inférieures  est 
double  de  la  pression  exercée  sur  les  faces  supérieures. 

1 1 .  Une  surface  plane  étant  tout  entière  plongée  dans 
un  liquide,  on  mène  par  le  centre  de  pression  et  par  le 
centre  de  gratuité  deux  droites  A  et  B,  parallèles  à  la 
droite  C  suii^ant  laquelle  le  plan  donné  coupe  la  surface 
libre  du  liquide.  Montrer  que  le  produit  des  distances 
de  la  droite  B  aux  deux  droites  A  et  C  reste  consttmt 
quand  le  nii^eau  du  liquide  s* élevé. 
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On  Yoît  sans  peine  que  le  produit  dont  il  s'agit  est 
^al  au  carré  du  rayon  de  giration  de  la  surface  immer- 
gée par  rapport  a  la  droite  B. 

i2.  On  suppose  un  vase  homogène^  de  poids  connu, 
qui  a  la  forme  dCun  ellipsoïde  ouv^ert  suix^ant  un  plan 
principal.  Ce  vase  étant  renversé  sur  un  plan  horizon- 
tal, on  y  introduit  un  liquide  par  une  petite  ouv^erture 
pratiquée  au  sommet.  A  quelle  hauteur  peut  s^élex^er  le 
liquide  intérieur  sans  soulev^er  le  vase? 

Soient  p  la  densité  du  liquide^  Q  le  poids  du  vase,  h  la 
hauteur  cherchée,  et 

Téquation  de  la  surface  interne,  le  plan  des  axes  a^  b  étant 
celui  de  la  grande  ouverture. 
Ou  trouve 

i3.  Démontrer  les  résultais  suivants  : 

Pour  un  parallélogramme  dont  un  des  côtés  est  à  la 
Surface  du  liquide,  le  centrée  de  pression  se  trousse  sur  la 
droite  qui  joint  les  milieux  des  côtés  horizontaux,  à  une 
^iistance  dwcôté  supérieur  double  de  sa  distance  au  côté 
^9ijerieur. 

Pour  un  triangle  complètement  immergé,  dont  le  plan 
^st  vertical^  le  sommet  tourne  vers  le  haut  et  la  base 
horizontale,  le  centre  de  pression  se  trouvée  sur  la  droite 
^ui  joint  le  sommet  au  milieu  de  la  base.  Si  Von  nomme 
c?  la  distance  du  sommet  à  la  surface  du  liquide,  h  la 
hauteur  du  triangle,  m  la  distance  du  sommet  au  milieu 
^^  la  base  et  x  la  distance  du  sommet  au  centre  de 
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pression^  on  a 

xz=.m  -j-L -c~' 

4A-h6c 

l^our  un  rectangle  dont  deux  côtés  sont  vertùxaix  e  t 
gui  est  complètement  immergé,  si  Von  nomme  a  et  b  le  -^s 
distances  de  la  base  supérieure  et  de  la  base  inférieur^  -e 
à  la  surface  du  liquide,  la  distance  du  centre  depressio^^^  n 
au  nii^eau  du  liquide  est 

3  ô»—  a^' 

Pour  un  cercle  dont  le  contour  touche  la  surface  ^^  du 
liquide,  la  distance  du  centre  de  pression  au  centre  de 

figure  est  égale  au  quart  du  rayon. 

Pour  un  vase  qui  a  la  forme  d'un  cylindre  circula^^mre 
droit j  et  dont  Vaxe  fait  V angle  ot  auec  la  'verticale       ,  // 
l'on  nomme  r  le  rayon  intérieur  et  c'  le  volume  du  Uqi^Êmde 
renfermé  dans  le  vase,  la  distance  du  centre  de  pres^srion 

sur  la  base  au  centre  du  cercle  est  égale  à  y—  tangcc  « 

Pour  Paire  comprise  entre  une  parabole,  Vaxedtcla 
courbe  et  une  ordonnée  perpendiculaire  située  à  la  sur-' 
faxie  du  liquide,  si  l'on  nomme  b  cette  ordonnée  et  a  la 
portion  de  l'axe  immergée^  les  distances  du  centre  cEe 
pression  à  l'ordonnée  et  à  l'axe  sont  respectivemer^X 

-ia  et  -^6. 
7  ib 

Pour  le  secteur  elliptique  compris  entre  deux  dem *' 

diamètres  conjugués  a,  J,  dont  le  dernier  est  à  la  su^  '^' 

face  du  liquide,  la  distance  du  centre  de  pression  < 

diamètre  a,  comptée  parallèlement  au  diamètre  b,  i 

%  b,  et  la  distance  du  même  centre  au  diamètre  6,  com^^P' 
tée  parallèlement  au  diamètre  a,  est-^a. 


HYDROSTATIQUE.  SqI 

SECTION  IL 

FLUIDES  ÉLASTIQUES. 

Dans  les  fluides  gazeux^  dont  la  température  est  uni- 
forme, la  pression  p  rapportée  à  Tunité  de  surface  est 
régie  par  les  deux  équations  simultanées 

dans  lesquelles  p  est  la  densité,  z  la  distance  au-dessous 
d'un  plan  horizontal  fixe,  et  A  une  constante  qui  dépend 
de  la  nature  du  fluide  et  de  sa  température.  Si  Ton  fait 

g. 


.=^' 


ces  équations  donnent 

p=zp.C^'. 

La  constante  po  est  la  pression  rapportée  à  Funité  de 
surface^  ou  la  tension  du  gaz,  dans  le  plan  horizontal  qui 
sert  d'origine  aux  distances  z. 

Pour  les  fluides  de  la  nature,  le  coefficient  X  est  fort 
petit,  en  sorte  que,  si  l'épaisseur  z  du  fluide  considéré 
n'est  pas  très-grande,  on  peut,  sans  erreur  sensible,  sup- 
poser le  facteur  e^'  égal  à  Funité  et,  par  suite,  la  pres- 
sion p  constante  à  toute  hauteur. 

Les  formules  précédentes  résultent  de  la  pesanteur  des 
gaz  et  de  la  loi  de  Mariotte.  On  sait  que  la  pesanteur  de 
Taîr  fut  entrevue  par  Galilée,  et  démontrée,  un  an  après 
sa  mort^  par  son  disciple  Torricelli,  inventeur  du  baro- 
mètre (i  643). 

1 .  Un  cylindre  ^vertical,  fermé  par  deux  plans  per- 
pendiculaires  à  l'axe,  est  rempli  d*un  fluide  élastique. 
Déterminer  la  pression  totale  exercée  sur  la  surface 
latérale. 
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Soient  h  la  hauteur  du  cylindre,  c  la  circonférence  de 
la  base,  p^  la  tension  du  fluide  au  point  le  plus  élevé,  et  z 
la  distance  d*une  couche  fluide  au  sommet  du  vase. 

La  pression  cherchée  est 

Si  }.  est  très-petit,  et  que  h  ne  soit  pas  très-grand,  on 
aura  sensiblement 

F  =  chp^. 

2.  On  admet  par  approximation  que  la  colonne  at- 
mosphérique comprise  entre  deux  stations,  situées  à  dif- 
férentes hauteurs^  a  partout  même  tension  et  même  tenir 
pérature,  moyennes  arithmétiques  entre  les  tensions  et 
les  températures  aux  deux  stations.  Ttx)uwer  dans  cette 
hypothèse  la  formule  qui  fait  connaître  la  différence  de 
hauteur  entre  les  deux  stations,  quand  on  a  obsen^  à 
ces  deux  points  la  hauteur  de  la  colonne  barométrique 
et  la  température.  On  ne  tiendra  pas  compte  de  la  dilor 
tation  du  mercure,  ni  de  la  capillarité. 

Soient  E  la  différence  de  hauteur  des  deux  stations; 
T  et  H  la  température  et  la  hauteur  de  la  colonne  baro- 
métrique à  la  station  inférieure,  t  et  A  les  quantités  ana- 
logues observées  à  la  station  supérieure. 

E  sera:  exprimé  en  mètres;  H,  h  seront  exprimés  en 
millimètres;  T,  t  seront  des  degrés  centigrades, 

La  colonne  de  mercure,  dont  la  hauteur  est  H  —  A,  et 
la  colonne  d'air  de  même  base,  dont  la  hauteur  est  E,  la 

température  et   la   tension  >  ont  des   poids 

égaux.  Leurs  densités  sont  donc  entre  elles  dans  le  rap- 
port inverse  des  hauteurs. 
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La  densité  du  mercure  par  rapport  i  Teau  est  i3,6. 

Celle  de  Tair  a  la  température  o  degré  et  à  la  tension 

760  millimètres  est,  par  rapport  à  l'eau,  o,ooi3.  A  la 

température et  a  la  tension ?  elle  devient 

o,ooi3 


'       i-l-o,oo3o7 

De  la  l'équation 

loooE         i3,6         2X760/  ^^    T-hA 

B 1  = ^  X    o       A    (  «  -»-  0,00367 1  • 

H  — A       o,ooi3         H-+-A    V  ^    / 

On  en  tire,  en  nombres  ronds, 

E  =  .6oo5^îr.-.iiI±ill. 
H -h  AL  1000     J 

Cette  formule  donne  des  résultats  très-approchés  lorsqu'il 
s'agit  de  mesurer  des  hauteurs  qui  ne  dépassent  pas 
1000  mètres.  Elle  est  due  k  M.  Babinet  (Comptes  rendus 
de  V Académie  des  Sciences;  i85o). 

3-  Un  cylindre  circulaire  droit ,  fermé  par  deux  plans 
perpendiculaires  à  Vaxe,  est  rempli  d^ un Jluide  élastique 
dont  la  tension  est  la  même  à  toute  hauteur.  Les  parois 
du  "vase  ont  partout  la  même  épaisseur.  On  conçoit 
d*abord  le  vase  comme  formé  de  deux  parties  sjrmé^ 
triques  par  rapport  à  un  plan  mené  suiv^ant  Vaxe;  puis 
>i»  conçoit  le  même  vase  comme  formé  de  deux  parties 
fui  se  joignent  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Vaxe,  Il 
f^agit  de  calculer,  dans  ces  deux  hypothèses,  r effort 
^apporté  à  V unité  de  surface  qui  s* exerce  sur  les  faces 
rie  joint  des  deux  parties  et  tend  à  les  séparer. 

Soient  r  le  rayon  du  cylindre,  /sa longueur,  e  l'épais- 
seur de  la  paroi  et  ^  la  tension  du  fluide. 
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Dans  la  première  hypothèse,  la  pression  qoi  s'exerce 
sur  chacune  des  deux  moitiés  du  vase,  estimée  perpendi- 
culairement au  plan  de  symétrie,  a  pour  valeur  arlp^ 
d'ailleurs  la  surface  de  joint  des  deux  moitiés  dans  le  plan 
de  symétrie  est  (2/+  4'')£.  Donc  l'effort  qui  tend  à  sé- 
parer les  deux  parties,  rapporté  à  l'unité  de  surface,  est 

^        P 


7,r    t 


Dans  la  seconde  hypothèse,  la  pression  qui  s'exerce 
sur  chacune  des  deux  parties  du  vase,  estimée  parallèle- 
ment k  l'axe,  a  pour  valeur  irr'/?  -,  la  surface  de  jointes! 
2  7rre.  Par  suite,  l'effort  qui  tend  à  séparer  les  deux  par- 
ties, rapporté  à  l'unité  de  surface,  est 

2  t 

Si  la  longueur  du  cylindre  est  beaucoup  plus  grande 
que  son  diamètre,  le  premier  effort  est  sensiblement  dou- 
ble du  second. 

On  peut  conclure  de  ce  calcul  que,  pour  les  chaudières 
à  vapeur  cylindriques  y  la  chance  de  rupture  est  moindre 
dans  le  sens  transi^ersal  que  dans  le  sens  longitudinal. 


HYDROSTATIQUE.  SpS 


CHAPITRE  IL 

ÉQUILIBRE  DES  CORPS  SOLIDES  EN  CONTACT 
AVEC  LES  FLUIDES. 


Les  positions  d'équilibre  d'un  corps  solide  pressé  par 
un  fluide  se  déterminent  en  exprimant  que  les  pressions 
du  fluide  font  équilibre  aux  autres  forces  qui  sollicitent 
le  corps,  eu  égard  aux  liaisons  auxquelles  ce  corps  peut 
être  assujetti. 

Si  le  corps  est  libre,  et  que  les  forces  qui  le  sollicitent, 
outre  les  pressions,  se  réduisent  au  poids  des  molé- 
cules, on  peut  remplacer  toutes  ces  forces  par  une  force 
unique,  égale  au  poids  du  corps,  et  appliquée  à  son  centre 
de  gravité.  Il  faudra  donc,  pour  l'équilibre  du  corps,  que 
les  pressions  du  fluide  admettent  une  résultante  unique, 
dirigée  suivant  la  verticale,  et  passant  au  centre  de  gra- 
vité du  corps. 

Si  le  corps  est  plongé  en  tout  ou  en  partie  dans  un 
iiquide,  ou  bien  encore  s'il  est  entièrement  plongé  dans 
litn  fluide  élastique,  les  pressions  auront  une  résultante 
Unique,  verticale,  passant  au  centre  de  gravité  du  fluide 
déplacé,  et  égale  au  poids  de  ce  fluide.  Donc,  dans  ce 
c^as,  les  conditions  d'équilibre  se  réduisent  à  ces  deux 
conditions  : 

Le  poids  du  corps  entier  doit  être  égal  au  poids  du 
^^uide  déplacé. 

Le  centre  de  grai^ité  du  corps  entier  et  celui  du  fluide 
^iéplacé  doivent  être  situés  sur  une  même  verticale. 
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La  détermination  des  positions  d'éqailibre  est  alors 
une  simple  question  de  gëomëtrie. 

Si  un  corps  flotte  en  équilibre  sur  un  liquide  de  den* 
site  pf  en  plongeant  le  volume  V  et  maintenant  le  vo- 
lume V  hors  du  liquide,  ce  même  corps  flottera  en  équi- 

V 

libre  sur  un  liquide  de  densité  p*  =  p  ^^j  en  plongeant  la 

partie  \'  et  maintenant  la  partie  V  au-dessus  du  liquide, 
SECTION  I. 

CORPS    FLOTTAIÎT   SUR    VV    FLUIDE    INCOMPRESSIBLE. 

1.  Déterminer  les  positions  d'équilibre  d^un  prisme 
p.      g  droit,  à  base  carrée,  homo- 

gène,  quijlotte  horizonta- 
lement sur  un  liquide^  une 
des  arêtes  étant  située  au- 
dessus  de  la  surface. 

Il  suffit  de  considérer  la 
projection  du  prisme  sur 
UD  plan^perpendiculaireanx 
arêtes. 
Soient  ABCD  cette  projection,  A  le  sommet  situé  hors 
du  liquide,  QQ'  la  ligne  de  flottaison,  F  le  milieu  de  QQ', 
G  le  centre  du  carré,  et  H  le  centre  de  gravité  du  triangle 
qui  s'élève  au-dessus  du  liquide  \  on  sait  que  ce  point  est 
situé  sur  la  droite  AF  aux  deux  tiers  de  la  longueur. 

Le  centre  de  gravité  de  la  partie  îmmei^ée  est  situé  sur— 
la  droite  HG,  car  un  corps  quelconque  et  les  deux  parties 
qui  le  composent  ont  évidemment  leurs  centres  de  gravitt^ 
sur  une  même  ligne  droite.  Il  en  résulte  que  dans  les  po — 
sitions  d'équilibre  la  droite  HG  est  verticale.  Si  donc  nou— 
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menons  par  le  point  F  une  parallèle  à  HG  jusqu^à  la  ren- 
contre de  la  diagonale  AC  au  point  E,  tous  les  points  de 
cette  parallèle  seront  à  égale  distance  des  points  Q  et  Q'; 
en  particulier,  les  distances  EQ  et  EQ'  seront  égales  dans 
les  positions  d'équilibre. 
Nommons  a  le  côté  du  carré,  x  la  distance  AQ,  y  la 

3 
distance  AQ',  et  observons  que  AE  est  égale  à  -  AG^  en 

sorte  que  la  projectiou  de  AE  sur  chacune  des  direc- 

3 
tions  AB,  AD  est  égale  à  ^a.  La  relation  EQ  =  EQ' 

pourra  s'écrire 

— »  3  — î  3 

x»-I-AE  —  2x*y  a  =zjr^ -h  AE  —ny-ray 
4  4 

ou  bien 

(i)  (x— j)^a:-f-r  — -ûj  =o. 

Telle  est  Féquation  par  laquelle  nous  exprimons  que  le 
centre  de  gravité  du  prisme  et  celui  du  liquide  déplacé 
soDt  situés  sur  une  même  verticale. 

Soient  a  la  densité  du  prisme  et  p  celle  du  liquide. 
Nous  exprimerons  que  le  poids  du  liquide  déplacé  est 
égal  à  celui  du  corps  entier,  en  posant 


(2)  pjja'-^^rj 


:  O-fl' 


Cette  équation,  jointe  à  Tune  ou  à  l'autre  des  deux  équa- 
tions 

(3)  47— r  =  o, 

(4)  x-h/  — -a  =  o, 

dont  l'ensemble  conslitme  Téquation  (i),  doit  nous  donner 
^^utes  les  positions  d'équilibre. 
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Une  première  position  d'équilibre  nous  est  donnée  par 
les  équations  (a)  et  (3).  Les  valeurs  de  a?  et  de  j^  sonl 
les  suivantes  : 


.=^=«y/.(.-f). 


Comme,  par  hypothèse,  or  et  ^  doivent  être  moindres 
que  aj  cette  position  n'est  possible  qu'autant  que  le  rap- 


or  .  I 

port  -  est  compris  entre  -  et  i  • 


Deux  autres  positions  d'équilibre  sont  fournies  par  les 
équations  (2)  et  (4).  Ces  équations  donnent 


3 


d'où 


.  =  i«(3±y/3.î-..3), 

^==1.(3+^/^7^^). 

Dans  ces  valeurs,  les  signes  supérieurs  se  correspon- 
dent, ainsi  que  les  signes  inférieurs.  Les  deux  positions 
symétriques  qu'elles  définissent  ne  sbnt  possibles  qu'au- 

,  or  .  23      24 

tant  que  le  rapport  -  est  compris  entre  —  et  y^- 

Dans  le  cas  où  le  rapport  -  est  égal  à  ^9  ces  posiûon^ 

se  confondent  en  une  seule  qui  rentre  dans  la  soluti<»^ 

déjà  trouvée.  Dans  le  cas  où  le  rapport  -  est  égal  â  ^» 

le  prisme  peut  flotter  en  élevant  hors  de  l'eau  une  i*^ 
latérale  entière  et  la  moitié  de  la  face  adjacente. 

BossuT,  Traité  if  Hydrodynamique  f  t.  I,  p.  178* 
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suppose  un  cylindre  droit,  dont  la  base  a  pour 
un  arc  de  parabole  et  une  perpendiculaire  à 
cette  courbe  ;  le  corps  n'est  pas  nécessairement 


F>0-  79- 


homogène  y  mais  la 
densité  est  constante 
tout  le  long  d'aune 
même  parallèle  aux 
génératrices.  Il  s'a* 
gitrde  déterminer  les 
positions  d'équilibre 
de  ce  cylindre,  lors» 
{fû*il  flotte  horizon- 
talement sur  un  li- 

%  élev^ant  sa  face  plane  tout  entière  au-dessus 

u, 

5  suffit  de  considérer  la  projection  BAC  du  cy- 
r  un  plan  perpendiculaire  aux  arêtes. 


)mmet  de  la  parabole; 

a  la  portion  de  l'axe  de  la  courbe  qui  est  ren- 
ans  le  solide  ; 

linaison  de  cet  axe  sur  Tliorizon  ; 
entre  de  gravité  du  cylindre  : 
k  une  perpendiculaire  abaissée  sur  Taxe  de  la 

5 

h  la  distance  du  sommet  au  point  F*, 

oint  de  la  courbe  où  la  tangente  est  horizontale  ; 

y  une  perpendiculaire  abaissée  sur  l'axe  de  la 

=  a:  la  longueur  du  diamètre  mené  par  le  point  P 
a  rencontre  de  la  ligne  de  flottaison  QQ^^ 
entre  de  gravité  du  liquide  déplacé; 
iramètre  de  la  parabole  (l'ordonnée  au  foyer). 
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Les  valeurs  de  or  et  de  j^  déterminent  la  position  da 
prisme* 

Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  la  ligne  HG  doit  être  verti- 
cale. Prolongeons  cette  ligne  jusqu^à  la  rencontre  de  Taie 
au  point  G',  et  menons  par  le  point  P  une  parallèle  qui 
rencontre  Taxe  au  point  E.  LMdentilé 

AM  -+-  ME  -4-  EG'  =  AF  -4-  FG' 

nous  fournira  une  première  équation  d'équilibre,  si  nous 
y  remplaçons  les  diverses  longueurs  par  les  valeurs 
qu'elles  ont  toujours  lorsque  HG  et  PE  sont  verticales. 

Or,  dans  ce  cas,  les  propriétés  géométriques  de  la 
parabole  nous  donnent 

AM  =  ^,     ME=/?,     EG'  =  PHi=|jr, 
2p  ^  5 

FG'  =  ifrtanrtG=r^- 

donc 

11  nous  reste  à  exprimer  que  le  poids  du  corps  est  égal 
au  poids  du  liquide  déplacé. 

Soient  <J  la  densité  moyenne  du  corps  et  p  la  densité  du 
liquide. 

Le  produit  de  a  par  Taire  BAC  doit  être  ^al  au  pro* 
duit  de  p  par  Taire  QAQ' ,  c*esl-à-dire  que  Ton  doit 
avoir 

I  (r«BC  =  I  pxQQ'  sin  0. 

Remplaçant  BC  et  QQ'  sin  9  par  leurs  valeurs 
BC  =  2  ^2jja ,      QQ'sinG  =  2  V^2/?x, 
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1  Tient 

ît,  par  suite,  Téquation  en  y  peut  s'écrire 

Ces  équations  (i)  et  (a)  résolvent  le  problème.  Elles 
loas  montrent  qu'il  y  a  trois  positions  d'équilibre,  ou 
lien  une  seule. 

Dans  le  cas  où  le  cylindre  est  homogène,  on  a 

/•  =  o     et     A  =  ^  a  ; 
ô 

lors  l'équation  (a)  se  partage  en  deux  équations 

y  =  0     et     jr»  — g;,al   I  —  ^^j    J -+- a;?*  =  o. 

La  première  donne  une  position  d^équilibre  qui  est 
ossible  toutes  les  fois  que  la  densité  du  cylindre  est  in- 
frieure  à  celle  du  liquide. 

La  seconde  donne  deux  positions  symétriques,  qui  se- 
llent impossibles  si  Ton  avait 

?>(-isf- 

BossoT,  Traité  d^ Hydrodynamique^  t.  I,  p.  189. 

3.  Supposons  un  corps  terminé  par  une  surface  con^ 
'nue  quelconque,  et^  au  trav^ers  de  ce  corps,  un  plan 
écanl  P  qui  se  meut  de  manière  à  couper  dans  le  corps 
m  uolunie  constant  u. 

1®  Considérons  le  plan  mobile  dans  une  position 
bce  P  et  dans  une  seconde  position  mobile  P',  voisine 
le  la  première.  Quand  le  plan  V  se  rapproche  indéfi* 
II.  «•  *D«T.  a6 
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niment  du  plan  V  y  P intersection  des  deux  plans  con- 
verge vers  une  position  limite  qui  passe  par  le  centre  de 
gravité  de  la  section  faite  dans  le  corps  par  le  plan  P. 

Nous  le  démontrerons  en  écrivant  que  la  limite  du 
rapport  de  l'accroissement  du  volume  v^  à  Tangle  in6ni- 
ment  petit  dO  des  deux  plans,  est  égale  à  zéro.  Prenons 
pour  élément  de  volume  un  petit  prisme  élevé  perpendi- 
culairement au  plan  P  sur  Télément  de  surface  da  et  ter- 
miné au  plan  P'.  Nommons  x  la  distance  de  l'élément  dfj 
à  l'intersection  des  deux  plans.  La  hauteur  du  prisme 
sera  xdQ]  en  sorte  que,  si  nous  convenons  de  compter  la 
distance  x  positive  du  côté  où  le  volume  séparé  v  s'ac- 
croit,  et  négative  du  côté  où  ce  volume  diminue,  le  rap- 
port de  Taccroîssement  du  volume  v  à  l'angle  dO  est 

représenté  à  la  limite  par  l'intégrale    i  xda,  étendue  a 

toute  l'aire  de  la  section  faite  dans  le  corps  par  le  plan  P. 
Nous  avons  donc 


Jxrf, 


Cette  équation  exprime  que  l'intersection  des  deux 
plans  dans  sa  position  limite  passe  par  le  centre  de  gravité 
de  la  section. 

2°  Le  lieu  du  centre  de  gravité  du  volume  constant  v_       ^ 

Fig.  80.  séparé  par  le  plan  mobile  V,  et  con zz- 

sidéré  comme  un  solide  homogènes ■, 

est  une  surface^  le  plan  tangent  à 
cette  surface  est  parallèle  au  plan  P 
qui  correspond  au  point  de  contac^s-t. 

Soient  PBQ  le  volume  séparé  [►«ar 
le  plan  P,  et  P'  BQ'  le  volume  éggai 
séparé  par  le  plan  P^  infiniment  voisin  du  premier.  Cc^ii- 
servoDS  du  reste  la  notation  de  la  question  précéden 
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Les  volumes  PBQ,  P'B'Q'  étant  égaux,  la  distance  de 
leur  centre  de  gravité  à  un  plan  quelconque  est  propor- 
tionnelle à  la  somme  de  leurs  éléments  de  volume  multi- 
pliés par  leur  distance  à  ce  plan.  Nous  nommerons  cette 
somme  le  moment  du  volume  par  rapport  au  plan. 

Si  nous  prenons  pour  élément  de  volume  le  petit 
prisme  défini  plus  haut,  le  moment  du  volume  PIKP' 
par  rapport  au  plan  P  est  représenté  par  l'intégrale 


j-/ 


X^dtfy 


étendue  à  Taire  PIK.  Le  moment  du  même  volume  par 
rapport  à  un  plan  perpendiculaire,  mené  suivant  Tinter- 
section  IK,  est  représenté  par  Tintégrale 


'/• 


r/ô   /  x^dfT, 


prise  dans  les  mêmes  limites. 

Les  moments  du  volume  QIKQ'  relatifs  aux  mêmes 
plans  s'expriment  de  la  même  manière,  si  nous  conve- 
nons que  les  intégrales  s'étendent  à  Taire  QIK. 

D'après  cela,  lorsque  le  plan  mobile  passe  de  la  posi- 
tion PQ  à  la  position  infiniment  voisine  P'Q',  le  moment 
relatif  au  plan  P  du  volume  constant  (^  séparé  parle  plan 
diminue  de  la  quantité 


i.//©^  Çx^do, 


l'intégrale  étant  étendue  à  toute  Taire  PQ  \  le  moment  du 
TYième  volume  relatif  au  plan  perpendiculaire  mené  par 
l'intersection  IK  augmente  ou  diminue  de  la  quantité 


'/• 


d^    \  x^dQ 


l'intégrale  étant  pareillement  étendue  à  toute  Taire  delà 
section  PQ. 
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Le  premier  accroissement  est  infiniment  petit  par  rap- 
port au  second.  Il  s'ensuit  que  le  déplacement  du  centre 
de  gravité  du  solide  m,  estimé  suivant  une  perpendiculaire 
au  plan  P,  est  infiniment  petit  par  rapport  au  déplace- 
ment du  même  point  eslimé  parallèlement  à  ce  plan.  Ceci 
démontre  le  théorème  annoncé.  \ 

Il  suit  de  ce  théorème  que,  pour  un  corps  flottant,  il         \ 
y  a  autant  de  positions  d'équilibre  qu'on  peut  abaisser  de 
normales  du  centre  de  gravité  du  corps  sur  la  surface  qui 
est  dans  le  corps  le  lieu  du  centre  de  gravité  du  liquide 
déplacé. 

On  peut  dire  encore  que  la  condition  d'équilibre  d'an 
corps  flottant  est  que  la  distance  de  son  centre  de  gravité 
à  la  surface,  lieu  du  centre  de  gravité  du  liquide  déplacé, 
soit  un  maximum  ou  un  minimum. 

La  détermination  des  positions  d  équilibre  est  ainsi 
ramenée  à  la  recherche  d'une  surface.  Donnons  un 
exemple  de  cette  méthode. 

4.  Troui^er  les  positions  d  *  équilibre  d^un  prisme  droit 
à  base  triangulaire^  qui  Jlotte  sur  un  liquide,  V une  de 
ses  bases  étant  entièrement  plongée^  et  Vautre  étant 
tout  entière  au-dessus  du  niv^eau. 

Soient  ABC  la  base  inférieure^  PQR  la  section  faite 
par  le  plan  de  la  surface  du  liquide.  Le  volume  du  tronc    ^r 
de  prisme  immergé  ABCPQR  reste  le  même  dans  toutes^^as 

les  positions  d'équilibre;  il  est  au  volume  du  prisme  en 

tier  dans  le  rapport  de  la  densité  moyenne  du  prisme  en - 

lier  à  la  densité  du  liquide.  Nous  regarderons  le  volume»  ^e 
du  tronc  de  prisme  comme  connu,  et  nous  le  représente  —  > 
rons  par  v». 

Considérons  les  troncs  de  prisme  en  nombre  infini  qi=- 
ont  la  même  base  ABC  et  le  même  volume  u  que  le  tror 
de  prisme  immergé,  et  cherchons  à  déterminer  la  surfai 
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qui  est  le  lieu  des  centres  de  gravité  de  ces  difierents 
corps  supposés  homogènes. 

Soient  O  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  B  sur  le  côté  AC.  Prenons  OA  pour  axe  des  Xy 
OB  pour  axe  des  j^,  et  une  perpendiculaire  dirigée  dans 
Tin  teneur  du  prisme  pour  axe  des  z.  Représentons  le 
plan  variable  de  }a  base  oblique  par  Téquation 

et  nommons  ^,  iq,  Ç  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
d^une  masse  homogène  qui  remplirait  le  tronc  de  prisme 
séparé  par  ce  plan. 

Ces  coordonnées  satisfont  aux  équations 


^i 


PU 


ïes  intégrales  s'étendant  h  toute  la  base  du  prisme. 

Pour  passer  à  une  position  du  plan  mobile  infiniment 
Voisine  de  la  première,  il  faut  différentier  les  équations 
précédentes  en  faisant  varier  seulement  a,  b,  c,  ^,  y],  Ç. 
li  vient 

0=   /    1  (xda  -hfdb  -{-  dc)dxfljr, 

çd^  =11  (xda  -^xdb  '\-  dc)xdxdx^ 

çdïi  =^    f    j  [xda  -^ydb  -{-  dc)jrdxdjr, 

ax-h  bx  -^  c)  (xda  -h  jrdb  -+-  de)  dxdf  j 


=  1    i  (ax-^-by  -hc)dxdx. 

=//<" 

-^-by^c)  xdxdy. 

=//<" 

-\-by  -h  c)ydxdyy 

-f//" 

%x  -^  by  -{-  cydxdy 

■^'=//' 
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d'où  l'on  tire 

(2)  d};z=iadi-hbd7i. 

Cette  dernière  équation  exprime  que  la  noimale  enun 
point  quelconque  de  la  surface  lieu  des  centres  degra- 
nté  est  peipendiculaire  au  plan  sécant  qui  répond  à  et 
point. 

On  a  là  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  pré- 
cédent (3,  2^)  pour  le  cas  d'un  prisme  triangulaire.  Cette 
démonstration  vaut  évidemment  pour  un  cylindre  de  base 
quelconque.  Elle  est  même  au  fond  tout  à  fait  générale; 
car,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supé- 
rieur qui  disparaissent  à  la  limite^  on  peut,  dans  le  voi- 
sinage de  la  ligne  de  flottaison,  remplacer  la  surface  d'un 
corps  flottant  quelconque  par  une  surface  cylindrique,  et 
considérer  le  volume  immergé  comme  formé  d'un  cylin- 
dre et  d'un  autre  volume  qui  n'atteint  pas  le  niveau  du 
liquide. 

D'après  cela,  pour  déterminer  les  positions  d'équilibre 
d'un  cylindre  quelconque  terminé  par  deux  plans  per- 
pendiculaires aux  génératrices,  lorsque  ce  corps  flotte  sur 
un  liquide  dans  lequel  une  de  ses  bases  est  cntièremeut 
plongée^  il  suffit  de  déterminer  les  normales  que  l'on  peut 
abaisser  du  centre  de  gravité  du  cylindre  sur  la  surface 
lieu  des  points  (Ç,  r/,  ^).  Car  le  corps  restera  en  équililDre 
toutes  les  fois  que  l'une  de  ces  normales  sera  placée  ^ver* 
ticalement,  et  que  d'ailleurs  le  volume  du  liquide  déplacé 
sera  égal  à  v^. 

Dans  le  cas  du  prisme  triangulaire,  si  l'on  pose 

OAi=rA, 

0C  =  — A,, 

OB=:B, 


}D  a 


HYDROSTATIQUE.  4o7 

f  Ç  dxdy    =^B(A  — A,), 

ffxdxdx  =  ^B(K*-A]), 

fffdxdr=^B'(A-A.,), 

C Çx'dxdjr  =  -^  B  (A'-  AJ), 

jy*a:j.dirfr.-^^B»(A'-AÎ), 

JJr'dxdjr  =  ^B'(A-A,). 

Par  suiie,  les  trois  premières  équations  (i)  peuvent 
s'écrire 

(A  +  A.)«  +  B6  +  3c=^^^i^, 

a(A»+AA,+A;)a  +  B(A  +  A,)*  +  4(AH-A,)c=— I^J^S, 

{A-HA.)«  +  aB6  +  4'  =  g;^^i^j,. 

On  en  tire  les  valeurs 

,    —  B'(A-4- A,)-f-2B'Ç-hB(A^A,)n 

a  z=z  zAç ^ i —  t 

^  BMA-A.)^ 

.  ,     —  B(A»-4-A;)-hB(A-f-A,)Ç-f-2(A»— AA.-f-Af)»ï 

^  B*(A-A.)» 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a),  intégrant^  et 
déterminant  les  constantes  par  la  condition  que,  pour 
a  =  i  =  o,  on  ait 

?  =  ^(A-f-A,)=Ç.,     n=^^Bz=n.y     K=^' =^., 

^  ^  ^^i-BlA-A.) 
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il  vient 

-4-B(A-4-A,)(Ç-Ç.)('»-«'.)- 

Telle  est  l'équation  de  la  surface  lieu  des  centres  de 
gravité^  elle  représente  un  paraboloïde  elliptique^  car 
on  a 

[B(A-4-A,)p  — 4B'(A^-AA|-f-A;)  =  -3B»(A  — A,)S 

quantité  toujours  négative.  Ce  paraboloïde  a  son  axe  pa- 
rallèle aux  arêtes  du  prisme;  son  sommet  a  pour  coor- 
données Çq,  »q,  ^q;  la  convexité  est  tournée  vers  la  base 
immergée.  Ainsi,  la  question  est  ramenée  à  déterminer 
les  normales  qne  Ton  peut  abaisser  d'un  point  donné  sur 
une  surface  du  second  degré. 

Si  le  centre  de  gravité  du  prisme  entier  est  extérieur 
au  paraboloïde,  on  ne  peut  mener  par  ce  point  qu'une 
seule  normale  à  la  surface  ;  il  n'y  a  qu'une  seule  position 
d'équilibre.  Si  le  centre  de  gravité  est  intérieur  au  para- 
boloïde, on  peut  mener  par  ce  point  une,  trois  ou  cinq 
normales-,  il  y  a  autant  de  positions  d'équilibre. 

Si  le  prisme  est  homogène  ou  seulement  composé  de 
couches  homogènes  parallèles  aux  bases,  le  centre  de  gra- 
vité du  prisme  est  situé  sur  l'axe  du  paraboloïde.  Admet 

tons,  en  outre,  que  le  centre  de  gravité  soit  intérieur  à^^ 
la  surface;  nommons  c^  sa  distance  au  sommet,  et  p^  p^  \ 
les  paramètres  des  sectiofVis  principales,  p  étant  plus  peti'  ^t 
que  Pi.  Si  l'on  at  â<Cp^  il  n'y  a  qu'une  seule  positioi^K^ 
d'équilibre,  le  prisme  doit  être  vertical  ;  si  Ton  ap<^}<^,^^B) 
il  existe,  outre  la  position  verticale,  deux  autres  posi^^- 

tions  d'équilibre,  symétriques  par  rapport  à  l'un  des  plai 35 

principaux;  enfin,  si  l'on  a  J^pi,  il  existe,   outre        Zlâ 
position  verticale^  quatre  autres  positions  d'équilibi*  ^, 


( 
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ox  k  deux  symétriques  par  rapport  aux  plans  princi- 
ax. 

Dans  le  cas  où  la  base  du  prisme  est  un  triangle  équi- 
éral,  le  paraboloïde  est  de  révolution.  Alors,  si  le 
itre  de  gravité  du  prisme  se  trouve  situé  sur  Taxe,  dans 
Qtérieur  de  la  surface,  à  une  distance  du  sonmiet  supé- 
;are  au  paramètre  de  la  courbe  méridienne,  il  existe 
e  infinité  de  positions  d'équilibre  autres  que  la  position 
rticale,  toutes  également  inclinées  à  Thorizon. 

Dawidof,  Journal  de  Crelle^  t.  XXXVIII,  p.  i58;  1847. 

5.  Trouuer  les  positions  d'équilibre  d'un  prisme  droit, 
triangulaire,  homogène,  quijlotte  sur 
un  liquide^  les  arêtes  étant  horizon- 
tales. 

Soient  d  la  densité  du  corps,  p  celle 
du  liquide,  ABC  la  section  droite  du 
prisme. 

Il  suffit  de  considérer  le  cas  où  l'un 
des  sommets  C  est  seul  plongé  dans  le 
liquide  (p.  396).  Nommons  D  et  E 
\  points  où  la  surface  du  liquide  coupe  les  côtés  CA,  CB. 
Pour  que  le  prisme  flotte  en  équilibre,  il  faut  que 
ire  du  triangle  CDE  soit  à  Taire  de  la  section  CAB  dans 

rapport  des  densités  -•  La  ligne  DE  assujettie  à  cette 

nie  condition  a  pour  enveloppe  une  hyperbole,  dont  CA 

CB  sont  les  asymptotes,  et  qui  touche  la  droite  en  son 

ânt  milieu. 

Pour  Téquilibre  il  faut  encore  que  la  ligne  qui  joint 

}  centres  de  gravité  des  deux  triangles  et^  par  consé- 

tent,  la  ligne  parallèle  qui  joint  les  milieux  de  AB  et  de 

£  soit  perpendiculaire  à  DE. 

La  détermination  des  positions  d'équilibre  revient  donc 
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à  mener  d'un  poinl  donné  des  normales  à  une  hyperbole. 
Si  Ton  nomme  â,  b^  c  les  côtés  du  triangle  opposés  anx 
sommets  A,  B,  C,  m  la  droite  qui  joint  le  sommet  C  au 
milieu  de  la  base  AB,  a  et  |3  les  angles  que  cette  droite 
forme  avec  les  côtés  CA,  CB,  et  que  Ton  prenne  pour  in- 
connues CD=x,  CEr^j-,  les  positions  d'équilibre  seront 
déterminées  par  les  deux  équations 

P 
x^  —  2mcosa.jr  =/* —  imco%^,y. 

La  première  définit  le  volume  immergé  5  la  seconde  ex- 
prime que  le  milieu  de  AB  est  à  égale  distance  de  D  et  de  E. 

L'élimination  de  j^  conduit  à  une  équation  du  quatrième 
degré,  dont  le  dernier  terme  est  négatif.  Cette  équation 
a  deux  ou  quatre  racines  réelles  dont  l'une  est  négative. 
Cette  dernière  doit  être  rejetée  ainsi  que  les  racines  posi- 
'  tives  plus  grandes  que  b.  Il  s'ensuit  que  le  problème 
admet  au  plus  trois  solutions. 

Si  nous  supposons  le  triangle  isocèle,  c'est-à-dire  a  =  A^ 
les  équations  précédentes  deviennent 

On  y  satisfait,  soit  en  posant 


=  r^ay/i. 


ce  qui  donne  une  position  d'équilibre,  soit  en  prena^  ni 
pour  X  elj  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 


'Z-\ fl*=  o. 


Pour  que  les  valeurs  de  x  cl  dej^  ainsi  obtenues  donnent 
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une  seconde  posidon  d'équilibre,  il  esl  nécessaire  que  les 
racines  de  cette  dernière  équation  soient  réelles  et  moin- 
dres que  â,  c^est-à-dire  que  Ton  doit  avoir  • 


2A 


v/-(f/>'>"\AH) 


Quand  le  triangle  est  équilatéral,  celte  seconde  solution 
deyient 

Pour  qu^elle  convienne  au  problème,  il  faut  que  le  rap- 

^  cr     .  .  8        q 

port  -  soit  compris  entre  -rr  et  -^  • 

6.  Déterminer  la  position  d^ équilibre  d'un  aube  ho- 
mogèney  qui  flotte  sur  un  liquide^  en  plongeant  un  seul 
de  ses  sommets. 

Les  portions  d^arêtes  qui  sont  immergées  doivent  avoir 
la  même  longueur;  en  sorte  qu*il  ne  peut  y  avoir  plu- 
sieurs positions  d'équilibre. 

Si  Ton  nomme  a  le  côté  du  cube,  a  la  densité  du  corps, 
et  p  celle  du  liquide,  la  longueur  des  parties  d'arêtes  im- 
mergées est 


"(tT- 


L'équilibre  n'est  possible,  dans  les  conditions  voulues, 
qu'autant  que  le  rapport  -  est  inférieur  à  ^* 

7.  Trois  sphères  de  même  rayon,  rfiais  de  densités 
différentes,  flottent  sur  un  liquide  en  se  touchant  Vune 
Vautre,  Quelle  est  V inclinaison  de  leur  commun  plan 
tangent  sur  la  surface  du  liquide? 

Si  l'on  nomme  p  la  densité  du  liquide,  r  le  rayon  des 
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sphères,  a,  a',  a"  lears  densités,  c,  c\  c"  les  hauteurs  de 
leurs  centres  au-dessus  de  la  surface  du  liquide,  et  y  Tin- 
clin^ison  cherchée,  on  trouve 

3  r»  sin»7  ==  c  (c  —  c')  -f-  c'  ( c'  —  r^  )  -f-  c*'  (c"  —  c) . 

La  distance  c  est  déterminée  par  Téquation 

4ffr»=ip(r— <:)»(2r-f  c)\ 

les  distances  c',  c"  sont  déterminées  par  des  équations 
semblables. 

8.  Trois  poids  différents  P,  Q,  "Rfont  successiv^emetit 
équilibre  à  un  cylindre  homogène,  qui  est  suspendu  à 
Vextrémité  d^une  balance  hydrostatique^  et  plonge  en 
partie  dans  le  liquide.  On  demande  de  troui^cr  une  re- 
lation entre  les  poids  P,  Q,  R  et  les  distances  corres- 
pondantes a,  i,  c  de  lu  base  immergée  du  cylindre  à  la 
surface  du  liquide, 

La  relation  qui  lie  ces  quantités  est  la  suivante  : 

P  (*  —  c) -f- Q  (c  —  <î)  -4- R  (a  —  ^) :=  o. 

9.  On  suppose  un  cône  droit^  homogène^  dont  h 
sommet  est  fixé  dans  V  intérieur  d^  un  liquide^  à  une  pro- 
fondeur connue.  Le  cône  peut  tourner  librement  autour 
de  ce  point  fixe  y  et  flotte  en  élev»ant  sa  base  tout  entière 
au-dessus  de  la  surface  du  liquide.  Il  s* agit  de  déter- 
miner V inclinaison  de  Vaxe  sur  V horizon. 

Soient  h  la  distance  du  sommet  du  cône  au  niveau  du 
liquide,  /  la  longueur  des  génératrices,  a  Tangle  des  gé- 
nératrices avec  l'axe,  a  la  densité  du  corps  et  p  celle  du- 
liquide. 

L'inclinaison  jS  de  l'axe  sur  Thorizon  est  donnée  pacr 
l'équation 

ùh^       cosa   ,  \  ,^         ,  .  ï,n 
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10.  On  suppose  une  sphère  creuse,  de  rayon  exté^ 
rieur  a,  formée  d'une  matière  homogètie  de  densité 
connue  a.  Cette  sphère  étant  posée  sur  un  liquide  de  den^ 
site  connue  p,  Jlotte  en  plongeant  le  sommet  inférieur 
de  sa  surface  externe  jusqu  à  la  distance  c  du  nii^eau  du 
liquide.  Déterminer  le  rayon  intérieur  a'. 

On  trouve 


11.  Une  tige  homogène,  dont  l'épaisseur  est  négli-' 
geable  vis-à-vis  de  la  longueur,  est  soutenue  par  un  fil 
attaché  à  son  extrémité  supérieure,  et  plonge  en  partie 
dans  un  liquide,  où  elle  se  maintient  dans  une  position 
inclinée. 

Connaissant  le  rapport  fi  de  la  densité  de  la  tige  à 
celle  du  liquide^  il  s'agit  de  déterminer  le  rapport  n  de 
la  longueur  totale  de  la  tige  à  celle  de  la  partie  qui 
s'élèi^e  au-dessus  de  la  surface. 

On  trouve 

I 

Heeman,  Phoronomia^  p.  iSg. 

42.  Un  plan  mobile  coupe  dans  un  ellipsoïde  homO" 
S^rMe  un  volume  constant  v.  Démontrer  que  le  lieu  du 
^^f^tre  de  gravité  du  volume  v^  séparé  par  le  plan  sécant, 
«**  la  surface  d^un  ellipsoïde  semblable  au  premier  et 
^^^9zblablement  placé, 

SECTION  II. 
cûips  SOUMIS  À  l'action  d'un  fluide  élastique. 

"t.  On  suppose  un  liquide  homogène,  de  densité  in- 
^^nnue^  dont  la  surface  est  soumise  à  la  pression  aimo* 
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sphérigue,  et  un  vase  de  poids  connu  p,  à  parois  très- 
minces,  qui  a  la  forme  d^  un  cylindre  droit  ouvert  à  Vune 
de  ses  extrémités. 

On  place  ce  vase  sur  le  liquide  en  le  maintenant  dans 
une  position  verticale,  l* ouverture  tournée' en  haut,  et 
on  le  charge  jusqu  à  ce  que  son, bord  affleure  la  surface 
du  liquide.  Soit  P  le  poids  quilafallu  ajouter. 

Ceci  fait,  on  retire  le  vase  plein  d'air  à  la  pression 
atmosphérique^  puis  on  le  pose  sur  le  liquide  en  le  main- 
tenant dans  uue  position  verticale ,  V ouverture  en  bas, 
sans  laisser  échapper  T air  quil  contient,  et  Von  charge  '. 

jusqu'à  ce  que  la  base  affleure  la  surface  du  liquide.  Soit  i 

Q  le  poids  qu  il  a  fallu  ajouter. 

On  demande  quelle  est  la  pression  atmosphérique. 

Soient  : 

C7  la  pression  atmosphérique  sur  Tunité  de  surface-, 

p  la  densité  du  liquide  ] 

h  la  hauteur  extérieure  du  vase^ 

A  l'aire  de  la  base  extérieure  5 

P  l'épaisseur  du  fond  5 

a  Taire  de  la  section  droite  des  parois  latérales. 

A  —  a  sera  Taire  de  la  base  intérieure. 

La  première  opération  nous  donne  la  relation 

(l)  P-f-/7  =  ^p/^A. 

Considérons  actuellement  le  cylindre  renversé,  et  soif  ^oît 
X  la  hauteur  extérieure  de  la  partie  du  cylindre  qui  resLS'  -^tc 
remplie  d'air  lorsque  la  base  affleure  la  surface  du  Ir  jS^ li- 
quide. L'eilbrt  de  Tair  intérieur  pour  soulever  le  vas  ..mBse 

est  CF  (  A  —  a)     _^  \^j  et  la  poussée  du  liquide  agissant  sw^ 

le  bord  des  parois  latérales  est  (gph  -\-n)  ûf\  Tensem 
de  ces  deux  forces  doit  faire  équilibre   aux  forcer 
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tendent  à  enfoncer  le  vase.  Donc 

il)      Q  -hp  -f-  uA  =  ij(A  —  a)   *  ~"  ^  -h  {gûh  -h  cr)a. 

Dans  la  même  position,  la  pression  de  l'air  intérieur  sur 
le  liquide  en  contact  est  égale  à  la  pression  du  liquide 
sur  la  surface  de  cet  air.  Par  suite,  on  a 

(3)  XJ'{-gpX=ZXS——j' 

Les  équations  (i),  (2)  et  (3)  permettent  de  calculer  la 
pression  atmosphérique  rapportée  à  l'unité  de  surface, 
en  fonction  des  quantités  p^  P,  Q,  A,  a  et  jS. 

Mais,  par  hypothèse,  a  et  P  sont  de  très-petites  quan- 
tités; on  peut  les  négliger  sans  erreur  considérable. 
Alors,  si  deTéquation  (2)  on  retranche  l'équation 

uA-f-  iV-hp)  Y=oA-> 

laquelle  résulte  des  équations  (i)  et  (3),  il  vient 

q^p=:(V-hp)y 

Briultî pliant  cette  dernière  relation  par  Téquaiion  (2),  et 
mirant  du  résultat  la  valeur  de  C7,  on  trouve 

Telle  est,  à  très-peu  près,  la  pression  de  l'atmosphère 
«ur  Tuoité  de  surface. 

2.  Baromètre  à  balance  du  P,  Secchi,  —  L'appareil 
se  compose  d'un  tube  barométrique  suspendu  à  Textré- 
xnité  d'un  levier  de  premier  genre.  L'extrémité  inférieure 
du  tube  plonge  dans  une  cuvette  fixe  et  profonde,  pleine 
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de  mercure,  sans  s'appuyer  sur  le  fond  da  vase.  Dans 
cette  position,  la  force  qui  tend  à  abaisser  le  tube  est 
égale  au  poids  du  mercure  soulevé  dans  son  intérieur  au* 
dessus  du  niveau  de  la  cuvette,  plus  le  poids  propre  du 
tube  diminué  du  poids  du  mercure  déplacé  par  la  partie 
du  tube  plongeant  dans  la  cuvette.  Un  contre-poids,  fixé 
sur  la  seconde  branche  du  levier,  fait  équilibre  à  cette 
force.  Comme  cette  force  va  ne  avec  la  pression  atmo- 
sphérique, rinclinaison  du  levier  fait  connaître  à  chaque 
instant  la  tension  de  l'atmosphère.  On  peut  même  dispo- 
ser l'appareil  de  manière  qu'un  crayon,  mis  en  mouve- 
ment par  le  levier ,  trace  une  courbe  qui  représente  les 
variations  diurnes  de  la  pression  atmosphérique;  c'est  là 
le  principal  avantage  de  ce  nouveau  baromètre. 

Le  tube  peut  avoir  une  forme  quelconque;  mais,  afin 
d'augmenter  la  sensibilité  de  l'appareil,  on  fait  le  tube 
d'une  largeur  considérable  dans  la  partie  que  baigne 
l'extrémité  supérieure  de  la  colonne  mercurielle,  et  d'un 
moindre  diamètre  dans  la  partie  qui  descend  au  niveais^ 
de  la  cuvette.  Alors,  si  la  pression  atmosphérique  vienK. 
à  augmenter^  la  quantité  de  mercure  soulevée  dans  1^ 
tube  et  la  force  qui  agit  sur  le  levier  augmentent  non — 
seulement  parce  que  la  hauteur  de  la  colonne  baromé — 
trique  est  devenue  plus  grande,  mais  encore  parce  que, 
le  tube  s'étant  abaissé,  il  faut  une  plus  grande  quantité  de 
mercure  pour  former  dans  le  tube  une  colonne  de  même 
hauteur. 

'  Étudier  la  relation  qui  existe  entre  la  pression  atmo- 
sphérique^ la  position  d'équilibre  du  levier  et  la  forme 
du  tube, 

La  partie  du  tube  qui  plonge  dans  le  mercure  de  It 
cuvette  sera  cylindrique,  tant  à  l'extérieur  qu^à  l'iota 
rieur  : 
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c  sera  Taire  de  la  section  intérieure  ; 

c'  i'aire  de  la  section  de  la  paroi  solide. 

La  partie  du  tube  que  baigne  Textréinitë  supérieure  de 
la  colonne  mercurielle  sera  terminée  iotérieuremcnt  par 
une  surface  de  révolution  autour  de  la  verticale. 

jr  eij'(x)  représenteront  le  rayon  de  cette  surface; 
X  sera  la  distance  du  rayon  ^  au-dessus  d'un  plan  hori- 
zontal, et  fixe  relativement  au  tube. 

Soient  encore  : 

zs  la  hauteur  de  la  colonne  barométrique  ; 

0  Fangle  que  fait  avec  la  verticale  ascendante  la  droite 
menée  du  centre  de  rotation  du  levier  au  point  d'attache 
du  tube ; 

a  la  longueur  de  cette  droite; 

/ut  le  poids  spéciGque  du  mercure; 

c7o  et  6o  des  valeurs  particulières  de  c?  et  de  6  corres- 
pondantes a  une  même  position  d^équilibre  choisie  à  vo-* 
lonté  :  je  supposerai  dans  les  raisonnements  o  plus  grand 
que  GTo,  toutefois  les  formules  seront  générales; 

P  le  produit  du  poids  que  supporte  Taxe  de  rotation 
du  levier,  par  la  distance  de  cet  axe  au  centre  de  gravité 
de  la  masse  supportée,  quand  la  hauteur  de  la  colonne 
barométrique  est  u^  et  que  l'appareil  est  en  éqitilibre  :  le 
tube  et  le  mercure  soulevés  sont  considérés  ici  comme 
une  masse  réunie  au  point  d'attache  sur  le  bras  de  le- 
vier; 

Q'  la  quantité  dont  s*accroit  le  poids  du  mercure  sou- 
levé^ quand  la  hauteur  de  la  colonne  barométrique  aug- 
mente depuis  CTo  jusqu'à  n  ; 

Q  la  diminution  de  poids  qu'éprouvent  les  parois  du 
tube  en  s'enfonçanl  dans  le  mercure  de  la  cuvette,  par 
suite  du  même  changement  de  hauteur  barométrique. 

L'origine  des  distances  x  sera  le  plan  horizontal  pa*- 
H.  a*  ÉoiT.  27 
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sant  par  le  point  du  tube  où  se  termine  la  colonne  baro- 
métrique. 

On  supposera  que  le  niveau  du  mercure  reste  cod- 
stant  dans  la  cuvette. 

Le  tbéorème  des  moments  donne  Téquation  d'équi- 
libre 

(i;  Psin(0  — 9,)=:(Q'  — Q)asinO. 

I 
Il  faut  calculer  Q  et  Q'. 

Quand  la  hauteur  de  la  colonne  barométrique  aug- 
mente de  n^  à  cr,  le  tube  s'abaisse  de  la  hauteur 

a{cosO  —  cosO,). 

D'après  cela,  la  hauteur  de  la  partie  supérieure  du  tube, 
primitivement  vide,  qui  s'est  remplie  de  mercure  par 
l'efFet  du  changement  de  pression ,  est  égale  à 

a  (cosO  —  cos9o)  -h  cr  —  cr„ 

en  sorte  que,  si  l'on  pose 

(2)  a(cosO — cosO,)=H, 

le  poids  du  mercure  qui  est  venu  remplir  un  espace  pri 

midvement  vide  dans  la  partie  supérieure  du  tube  ser-      a 
représenté  par  l'intégrale 

/»  H  -t-  CT  —  w, 

La  quantité  H  est  la  hauteur  de  la  partie  inférieure  *        ^" 
tube  qui  a  disparu  dans  le  mercure  de  la  cuvette  j^^var 
l'effet  du  changement  de   pression   atmosphérique.       J.6 
poids  du  mercure  qui  était  primitivement  soulevé  d^amns 
cette  partie  du  tube  est  égal  à  CfxH,  et  l'on  a 

[/(x)pdx-cftH. 
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[)'ailleur5,  puisque  Q  est  égal  au  poids  du  mercure  dé- 
)lacé  par  les  parois  du  tube  qui  se  sont  plongées  dans  le 
nercure  de  la  cuvette,  on  a 

;4)  Q  =  c'ilEl  =  ac'^  (cosO  —  cos9,), 

IX  par  conséquent  (3),  (4)9 

—  (c  -+-r')afi(cos9  —  ces©,). 

Substituant  cette  valeur  de  Q' —  Q  dans  la  formule  (i), 
Dn  obtient  Téquation  explicite  d'équilibre 

Psin(e  — e.) 


.    ^         +- (c -hcMiiafcosô— cos9.) 
[/(^)?dx. 


[5)  \  ^HH-a  — w, 


•  o 


lans  laquelle  il  faut  concevoir  que  H  soit  remplacé  par 
sa  valeur  (2). 

L'équation  (5)  fait  connaître  la  hauteur  de  la  colonne 
barométrique  t7,  en  fonction  de  Finclinaison  0  du  levier, 
quand  la  forme  du  tube  est  donnée. 

Si  le  tube  est  cylindrique  dans  sa  partie  supérieure,  en 
nommant  A  l'aire  de  la  section  droite  du  cylindre  in- 
terne, on  aura 

,[/(x)]'=A, 

el  l'équation  (5)  deviendra 

iV  P  sin(0  — 0.)      ,         /      .X    /      .  vl 

A  LflfA       sinO  ^  ^  'J 

La  dérivée         .    °*^  s'annule  pour  Tangle  fl  qui  satisfait 

i*la  relation 

(6)  sm'9= 

^'  (A-c-i/jaV 

^7- 
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On  en  conclut  que,  dans  le  cas  où  la  section  interne 
supérieure  du  tube,  A,  est  plus  grande  que  la  sectioo 
externe  inférieure  c  +  c',  si  de  plus  les  conditions  de 
Tappareil  sont  telles,  que  la  valeur  numérique  du  second 
membre  de  l'équation  (6)  soit  inférieure  à  Tunité,  il  y 
aura  une  position  d'équilibre  déGnie  par  cette  équttion, 
pour  laquelle  un  accroissement  inûniment  petit  dépres- 
sion atmosphérique  produira  une  variation  Gnie  dans 
Tinclinaison  du  bras  de  levier,  c*est-à*dire  que,  dans 
cette  position,  l'équilibre  sera  instable.  Tout  en  laissant 
dans  l'appareil  A  >  c  -f-  c',  on  pourra  éviter  cette  insta- 
bilité d'équilibre,  en  faisant  que  le  produit  P  soit  consi- 
dérable, et  que  le  bras  de  levier  a  soit  assez  court. 

Le  cas  d'un  tube  cylindrique  et  partout  de  même  dia- 
mètre c  est  résolu  pour  les  formules  précédentes,  dans 
lesquelles  on  fait  A  =  c. 

La  même  équation  (5)  fait  connaître  la  forme  que  doit 
avoir  le  tube  dans  sa  partie  supérieure,  pour  que  l'angle 
décrit  par  le  levier  (0  —  B^)  soit  une  fonction  donnée  de 
l'accroissement  de  pression  [xs —  tJo). 

Le  cas  le  plus  intéressant  est  celui  où  l'angle  décrit  est 
proportionnel  à  la  variation  de  la  pression  atmosphé- 
rique .  Nous  allons  l'étudier. 
Soit  donc  donnée  la  relation 

CT  —  CT,  =  a  (ô  —  Oo)> 

OÙ  a  est  une  constante  choisie  à  volonté. 

Dans  ce  cas,  la  fonction  f  {x)  est  telle,  que  l'équation 
d'équilibre  (5)  se  trouve  vérifiée  identiquement,  quand 
on  y  remplace  xs  —  u^  par  a[B  —  B^).  Par  conséquent, 
si,  après  avoir  opéré  cette  substitution,  l'on  diflférentie 
l'équation  par  rapporta  d,  en  observant  que /"(x)  est  in- 
dépendant de  d,  on  obtiendra  une  seconde  identité  dans 
laquelle  la  fonction  y*  se  trouvera  dégagée  de  dessous  k 
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signe    I  ;  et  Ton  en  tirera  immédiatement 

n  s'ensuit  que  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  courbe  méridienne  appartenant  à  la  surface  inté- 
rieure du  tube  sont  exprimées  en  fonction  d'une  même 
variable  9,  par  les  formules 

/  JT  =<i(cos9-— cos9,)-ha(9  — 0,), 
(7) 


[P/sinô,—  fA/î»  {c  -f-  c')  sin'ô"!  ' 


Dès  lors  il  est  facile  de  construire  la  courbe  par  points; 
car  en  donnant  successivement  diflérentes  valeurs  à  6 
dans  ces  formules,  on  aura  autant  de  valeurs  correspon- 
dantes de  X  et  de  jr.  Les  valeurs  des  coordonnées  ainsi 
calculées,  à  l'aide  d'une  valeur  particulière  6'  de  l'angle  6, 
sont  celles  qui  répondent  à  la  section  du  tube  où  se  ter- 
taÎDe  la  colonne  mercurielle,  lorsque  le  bras  de  levier 
!ait  avec  la  verticale  l'angle  d\  ou  bien  lorsque  la  hauteur 
fe  la  colonne  barométrique  est 

CT. -l-a(Ô'  — 0,). 

n  la  partie  supérieure  du  tube  que  baigne  l'extrémité  de 
B.  colonne  hiercuriellc  a  la  forme  définie  par  cette  courbe, 
ine  variation  de  hauteur  dans  la  colonne  barométrique 
igale  kzj  —  Uo  sera  accusée  par  une  rotation  du  levier 

îgale  à -*•  Toute  autre  forme  du  tube  donnerait  aux 

noavements  de  l'appareil  une  loi  plus  ou  moins  éloignée 
le  cette  loi  de  proportionnalité. 

Cette  courbe  a  une  asymptote  horizontale  qui  répond 
k  6=:  o,  car  y  devient  infini,  et  x  reste  fini  pour  cette 
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valeur  de  Tangle  6.  La  tangente  à  la  courbe  est  verticale, 
c'est-à-dire  parallèle  à  Taxe  de  révolution,  au  point  qui 
correspond  à  6  =  90®  5  car  pour  cette  valeur  de  Fangle  9 
la  dérivée  de  jr  par  rapport  à  0  est  nulle,  et  celle  de  x  ne 
l'est  point.  Les  valeurs  de  jr  correspondantes  à  des  angles 6 
également  distants  de  90  degrés  sont  égales  entre  elles, 
cary  ne  dépend  que  de  sind;  néanmoins  la  courbe  n'est 
pas  symétrique  par  rapport  à  l'ordonnée  qui  répond  à 
6  =  90°,  parce  que  x  ne  dépend  point  uniquement  de  sîn9. 

Cette  courbe  s'éloigne  peu  d'une  parallèle  à  l'axe  de 
révolution  dans  une  assez  grande  étendue  de  part  et 
d'autre  du  point  qui  répond  h  6  =  90°.  Il  s'ensuit  que,  si 
l'on  veut  employer  un  tube  cylindrique,  et  en  même 
temps  conserver  autant  que  possible  la  proportionnalité 
des  angles  décrits  aux  variations  de  la  pression  atmo- 
sphérique, 6n  devra  disposer  l'appareil  de  telle  sorte,  que 
le  bras  de  levier  soit  horizontal  quand  la  pression  atmo* 
sphérique  a  sa  valeur  moyenne. 

De  la  même  manière  ou  trouvera  la  forme  que  doit 
avoir  le  tube  dans  sa  partie  supérieure,  pour  qu'un  crayon, 
placé  sur  le  bras  du  levier,  s'abaisse  verticalement  d'une 
quantité  proportionnelle  à  l'accroissement  de  pression  at- 
mosphérique. Il  suffit  de  poser 

u  —  BJo  =  a  (cosÔ  —  cosôo), 

et  d'opérer  comme  dans  le  cas  précédent. 

On  trouve  pour  les  coordonnées  de  la  courbe  mén- 
dienne  les  expressions  suivantes  en  fonction  de  l'angle  9  : 

10?  =  (a  -f-  rt)  (cosO  —  cos9,), 
_  r— PsinQ,-i-fig'(c-hc^)sin>9"|* 
■^  ""  L  f*'^^  (^  "^  «)  *^°*®  J 

Pour  une  pression  atmosphérique  donnée  o^,  il  existe 
toujours  une  forme  du  tube  telle,  que  l'appareil  constnut 
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ivcc  ce  tube  restera  en  équilibre  sous  cette  pression, 
(ans  toutes  les  inclinaisons  qu'il  plaira  de  donner  au  le- 
îer,  et  ne  pourra  jamais  être  en  équilibre  sous  toute 
lUtre  pression. 

Cette  forme  du  tube  peut  se  déterminer  par  un  calcul 
Dut  semblable  à  celui  des  problèmes  précédents*  On  lob- 
ient  immédiatement  en  faisant  a  =  o  dans  les  for- 
iules  (7)  : 


)) 


x=:a  (cosO  —  cos9»), 
j      _  ["—  PsiDQa-f-f*a^(c-+-c^)sin»QV 


a  courbe  représentée  par  ces  équations  a  sa  tangente 
srticale  au  point  qui  répond  à  d  =:  90°^  les  coordonnées 
irrespondantes  à  des  valeurs  de  0  également  distantes  de 
>  degrés  sont  égales  entre  elles,  sans  cependant  que  la 
lurbe  soit  formée  de  deux  arcs  symétriques. 
La  forme  du  tube  et  une  position  particulière  d'équi- 
bre  étant  données  à  volonté,  on  reconnaîtra  facilement 
l'équilibre  est  stable  ou  instable,  relativement  aux  pe- 
ts mouvements  que  peut  recevoir  le  tube  sans  change- 
ent  de  pression  atmosphérique  ou  de  hauteur  dans  la 
donne  mercurielle. 

Pour  cela  on  calculera  par  les  formules  (9)  le  diamètre 
le  devrait  avoir  le  tube  au  point  où  se  termine  la  colonne 
irométrique  pour  que,  toutes  choses  restant  égales,  Té- 
lilibre  soit  indifférent.  Si  Ton  trouve  un  diamètre  plus 
'and  que  le  diamètre  réel  du  tube  à  l'extrémité  de  la  co- 
nne,  l'équilibre  est  stable;  si  Ton  trouve  un  diamètre 
us  petit,  réquilibre  est  instable. 

En  effet,  considérons  le  tube  et  le  mercure  soulevé 
)mme  un  poids  situé  au  point  d'attache  du  tube  sur  le 
vier.  Si  le  tube  a  dans  le  voisinage  de  l'extrémité  de  la 
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colonne  le  diamètre  déterminé  par  les  formules  (9),  un 
petit  mouvement  donné  au  levier  n'élève  pas  le  centre  de 
gravité  du  syslème  mobile,  ni  ne  Tabaisse,  puisqu' alors 
Téquilibre  est  indiflcrent.  Si  le  tube  est  d'un  moindre  dia- 
mèlre,  en  l'abaissant  on  abaisse  un  moindre  poids,  et  en 
l'élevant  on  élève  un  plus  grand  poids  que  dans  la  pre- 
mière supposition-,  le  centre  de  gravité  est  donc  élevé  par 
ces  petits  mouvements,  et  par  suite  l'équilibre  est  stable. 
Si  le  tube  est  d*un  plus  grand  diamètre^  le  contraire  a 
lieu,  etTéquilibre  est  instable. 

Quand  on  tient  compte  des  variations  de  niveau  da 
mercure  dans  la  cuvette,  si  l'on  représente  par  C-ï-c 
Taire  constante  de  la  section  intérieure  de  la  cuvette,  faite 
au  niveau  du  mercure,  Téquaiion  principale  (5)  dévient 

9JC-C)  sin(0--0.)  ^  Cic-^Oa,  _ 

fl{C-+-c')         sinô  Ch-c'        ^  '^ 

J^  H  H-  o  —  a, 
o 
OÙ 

«  ^C     ,       ^  ^,  P  sin(Ô  — 0.) 

Ch-c'^  '       fl/A(C-+-c';        sin» 

La  discussion  reste  à  peu  pièâ  la  même. 

3.  Un  tube  cylindrique  fermé  par  le  haut,  rempli  en 
partie  d'air  sec,  est  maintenu  dans  une  position  verti- 
cale sur  une  cuve  pleine  de  mercure  soumis  à  la  pression 
atmosphérique,  dans  lequel  il  plonge  son  extrémité  ou- 
vei^e.  Le  liquide  s'élève  dans  le  tube  à  la  hauteur  h  an- 
dessus  du  niueau  de  la  cui^e,  et  la  longueur  de  la  portion 
du  tube  qui  contient  de  Vair  est  égale  à  H.  On  enfonce 
le  tube  jusquà  ce  que  le  niv^eau  du  liquide  y  dei^ienne  l^ 
même  que  dans  la  cui^e^  alors  la  longueur  de  la  portion 
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de  iuhe  qui  contient  de  Voir  se  réduit  à  H'.  On  demande 
quelle  est  la  pression  atmosphérique. 

Si  FoD  nomme  p  la  densité  du  mercure  et  xs  la  pression 
atmosphérique  rapportée  à  l'unité  de  surface,  on  trouve 

H 


m 


=  g?l^ 


H-  H' 


4.  Un  cylindre  homogène,  de  densité  ts  et  de  Ion-- 
gueurkj  flotte  dans  une  position  verticale  sur  un  liquide 
de  densité  p.  Tout  le  système  est  placé  sous  un  récipient 
plein  d'air  comprimé.  Quelle  est^  en  fonction  deladen^ 
site  p'  de  Voir  du  récipient ,  la  longueur  x  de  la  partie 
du  cylindre  qui  est  immergée  ? 

On  trouve 


x  =  h- 


P-P 


SECTION  III. 

STABILITÉ    DE    l'ÉQUILIBRE   DES    CORPS    FLOTTANTS. 

Considérons  un  corps  solide,  pesant  et  libre  de  toute 
liaison  y  qui  flotte  en  équilibre  sur  un  liquide  homogène. 

L'équilibre  est  stable  lorsque  le  centre  de  gravité  du 
corps  est  situé  au-dessous  du  centre  de  gravité  du  liquide 
déplacé. 

L'équilibre  est  encore  stable  lorsque  le  centre  de  gra- 
vité du  corps  est  situé  au-dessus  de  celui  du  liquide  dé- 
placé^ pourvu  que  la  distance  de  ces  deux  points  soit 
inférieure  au  quotient  que  Von  obtient  en  divisant  par 
le  volume  immergé  le  plus  petit  des  moments  d  inertie 
de  la  section  à  Jleur  d*eau  autour  des  droites  menées 
par  son  centre  de  gravité  dans  son  plan» 

Si  le  corps  est  symétrique  relativement  k  un  plan  ver- 
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tical,  pour  que  l'équilibre  soit  stable  par  rapport  à  des  dé- 
placements infiniment  petits  parallèles  au  plan  de  symé- 
trie, quand  le  centre  de  gravité  du  corps  est  au-dessus  de 
celui  du  liquide  déplacé,  il  suffit  que  la  distance  de  ces 
deux  points  soit  inférieure  au  quotient  que  l'on  obtient 
en  divisant  par  le  volume  immergé  le  moment  d'inertie 
de  la  section  à  fleur  d'eau  autour  de  la  perpendiculaire 
au  plan  de  symétrie  menée  par  le  centre  de  gravité  de  la 
section.  L'équilibre  serait  instable  si  le  contraire  avait 
lieu. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  considérer  la  stabilité  de 
l'équilibre  d'un  corps  symétrique  relativement  à  un  plan 
vertical,  en  supposant  que  les  déplacements  et  les  vitesses 
imprimées  soient  parallèles  au  plan  de  symétrie. 

1 .  Un  corps  ^métrique  par  rapport  à  un  plan  ver-- 
tical  flotte  en  équilibre.  Son  centre  de  gratnté  estG'^  le 
centre  de  gra\fité  du  liquide  déplacé  est  un  point  b  situé 

Fig.  82. 


au-dessous  du  point  G.  On  déplace  ce  corps  paraUèle-^ 
ment  au  plan  de  symétrie  d'une  manière  quelconque^ 
mais  sans  changer  le  volume  immergé^  puis  on  lera^ 
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nène  graduellement  à  sa  première  position  d* équilibre^ 
toujours  en  le  faisant  moui^oir  parallèlement  au  plan  de 
tymétrie  et  sans  changer  le  ^volume  immergé.  Pendant 
ce  moui^ement^  la  verticale  qui  passe  au  centre  de  gra-- 
^ité  du  liquide  déplacé  et  la  droite  HG,  considérée  comme 
mvariablement  liée  au  corps,  se  coupent  en  un  point  M^ 
ijui  se  déplace  sur  la  drmte  HG,  et  converge  vers  une 
position  limite.  Cette  position  limite  est  ce  qû*on  nomme 
le  métacentrc*  Jl  s'agit  de.proui^er  que  la  hauteur  du 
métacentre  au-dessus  du  point  H  est  égale  au  quotient 
gue  Von  obtient  en  divisant  parle  volume  immergé  V, 
dans  Vétat  d' équilibre ^  le  moment  d'inertie  A k*  de  la 
section  à  fleur  d'eau,  Â,  autour  d'une  perpendiculaire 
au  plan  de  sjmétrie  menée  par  le  centre  de  gratuité  de 
la  section. 

On  fera  voir  que,  dans  le  cas  où  le  volume  immergé 
est  variable f  la  position  limite  du  point  M  ne  peut  être 
assignée  qu  autant  que  l'on  connaît  la  nature  du  mou" 
v^ement  dans  le  voisinage  de  la  position  d^ équilibre. 

Soient  : 

PQ  la  section  à  fleur  d'eau  dans  Tétat  d'équilibre^ 

P'Q'  la  section  à  fleur  d'eau  dans  une  position  infini- 
ment voisine; 

z  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  section  PQ  à  la 
section  P'Q'; 

RS  une  section  parallèle  à  P'  Q',  menée  par  le  centre 
de  gravité  de  la  section  PQ; 

IK  l'intersection  des  deux  plans  RS,  PQ,  laquelle  est 
perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  ; 

c  la  plus  courte  distance  des  droites  IK  et  HG; 

e  l'angle  des  deux  plans  PQ ,  RS,  ou  bien  l'angle  de 
HG  avec  la  verticale  ; 

a  la  disunce  HG  ; 

p  la  densité  du  liquide. 
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Les  quanlités  infiaiment  petites  z  et  0  seront  consi- 
dérées comme  infiniment  petites  de  premier  ordre*,  les 
infiniment  petits  d'ordre  supérieur  disparaîtront  dans  le 
calcul. 

D'après  cela,  le  volume  P'Q'QP  peut  être  considéré 
comme  celui  d'un  cylindre  construit  sur  la  base  PQ^  il 
est  égal  à  Taire  de  la  base,  A,  multipliée  par  la  distances 
des  centres  de  gravité  des  deux  bases. 

Il  s'ensuit  que  la  pression  résultante  est 

Calculons  la  somme  des  moments  des  pressions  autour 
d'une  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  menée  parle 
point  G;  et^  dans  ce  calcul,  comptons  positifs  les  moments 
des  forces  qui  tendent  à  ramener  le  corps  à  sa  première 
position  d'équilibre. 

Nous  voyons  d'abord  que  la  somme  dont  il  s'agit  est 
^ale  et  contraire  au  moment  du  poids  du  liquide  qui 
remplirait  le  volume  immergé.  Ce  volume  lui-même  se 
compose  du  volume  PBQ,  plus  le  volume  P'Q'SR,  plus 
le  volume  QIKS,  moins  le  volume  PIKR. 

Pour  le  volume  PBQ,  le  moment  du  poids  est 

^pVasinO     ou     gpYaO. 

Pour  le  volume  P'Q'SR  le  moment  du  poids  est  égal  au 
produit  du  poids  gpA.z  par  la  dislance  de  la  droite  IKà  la 
verticale  du  point  G.  Mais,  comme  le  poids  est  déjà  un 
infiniment  petft,  on  peut  remplacer  cette  distance  variable 
par  la  distance  constante  c  qui  en  diffère  infiniment  peu. 
Alors  le  moment  cberché  devient 

gpKcz. 

Quant  aux  volumes  QIKS,  PIRR,  on  peut  les  conce- 
voir décomposés  en  éléments  prismatiques  élevés  perpen- 
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diculairement  sur  les  éléments  dA  de  la  section  PQ.  Sî 
Ton  nomme  x  la  distance  de  rélément  ^A  à  la  ligne  IK, 
cette  distance  étant  comptée  positive  à  droite  de  IK  et 
négative  à  gauche,  la  hauteur  du  prisme  sera  =bx  tangd 
on  ±  xd,  la  distance  de  son  centre  de  gravité  à  la  même 
ligne  sera  x,  en  négligeant  toujours  les  infiniment  petits 
de  second  ordre.  Par  suite,  la  différence  entre  le  moment 
du  poids  du  volume  QIKS,  et  le  moment  du  poids  du  vo- 
lume PIKR,  s'exprimera  par  l'intégrale 


-i,^f- 


X  (a:  —  c)  dkj 

étendue  à  toute  la  section  PQ.  Mais,  puisque  la  ligne  IK 
passe  au  centre  de  gravité  de  cette  section,  on  a 


/ 


xdk  =.  o, 


et  rintégrale  se  réduit  au  seul  terme 

D'après  ces  valeurs,  la  somme  des  moments  des  pres- 
sions est 

(U)  ^p  (  —  VaÔ  —  kcz  -f-  Ait'G). 

Divisant  cette  somme  par  la  pression  résultante,  nous 
aurons  la  distance  de  cette  pression  à  Taxe  des  moments; 
divisant  encore  par  sin  d  ou  par  0,  nous  aurons  la  distance 
du  point  G  au  point  M  où  la  droite  HG  est  coupée  par  la 
verticale  qui  passe  au  centre  de  gravité  du  liquide  déplacé, 
et  la  distance  obtenue  sera  positive  si  le  point  M  est  au- 
dessus  du  point  G.  Il  vient 

GM=[a/'^-"/iV— Ac^\  (V-t-Az)-', 
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et  a  la  limite, 

Or,  si  z  n'est  point  nul,  la  limite  du  rapport  -  dépend 

de  la  manière  dont  le  corps  revient  à  sa  position  d'équi- 
libre ;  en  sorte  que  l'on  ne  peut  assigner  la  position  limite 
du  point  M  sans  connaître  la  nature  du  mouvement,  i 
moins  que  là  distance  c  ne  soit  nulle.  Mais  si  z  est  nul, 
c'est-à-dire  si  le  volume  immergé  est  invariable,  alors  la 
distance  de  la  position  limite  du  point  M  au  centre  de 
gravité  du  corps  est 

— --, 

cette  distance  étant  comptée  positive  ou  négative,  suivant 
que  le  point  M  est  au-dessus  ou  au-dessous  du  centre  de 
gravité.  En  d'autres  termes,  la  hauteur  du  métacentre  au- 

dessus  du  point  H  est—-»  comme  nous  l'avons  annoncé. 

Si  Ton  rapproche  ce  résultat  de  la  règle  citée  au  com- 
mencement de  cette  Section,  on  voit  que  Véquilibre  est 
stable  ou  instable,  suii^ant  que  le  métacentre  est  situé 
au-dessus  ou  au-dessous  du  centre  de  gravité  du  corps. 
L'équilibre  serait  indiffèrent  si  le  métacentre  coïncidait 
ai^ec  le  centre  de  gravité. 

Cette  dernière  proposition,  évidente  par  elle-même 
quand  on  se  borne  à  considérer  la  stabilité  de  l'équilibre 
par  rapport  à  des  déplacements  qui  n'altèrent  point  le 
volume  immergé,  a  été  donnée  par  Clairaut,  pour  ce 
cas  seulement,  dans  le  Traité  du  Navire.  C'est  à  ce  géo- 
mètre que  l'on  doit  l'expression  de  métacentre, 

DuHAMKL,  Journal  de  l'École  Polytechn.^  XXIV«  Cahier, 
p.  12;  i832. 
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2.  Quelle  est  la  condition  de  stabilité  pour  un  prisme 
rectangulaire  homogène,  dont  la  base  est  horizontale^ 
relativement  à  des  déplacements  parallèles  aux  faces 
verticales  ? 

Soient  a  et  6  les  deux  côtés  de  la  base,  c  la  hauteur, 
a  la  densité  du  corps  et  p  celle  du  liquide. 

Le  volume  immergé  est  -  abc. 

La  hauteur  du  centre  de  gravité  du  prisme  au-dessus 
du  centre  de  gravité  du  liquide  déplacé  est  égale  i 


f(-?)- 


Le  moment  d'inertie  de  la  section  à  fleur  d^eau,  autour 
d^nn  axe  mené  par  le  centre  de  cette  section  parallèle- 
ment au  côté  i,  a  pour  expression 


/  ^ 

«/—la 


*  1 

bx^dx  =  —  ba^. 

12 


La  condition  de  stabilité  pour  des  déplacements  paral- 
lèles aux  faces  (oc)  est  donc 


—  ba' 


ou  bien 


^\        fl        Z  abc 


L'équilibre  serait  instable  si  le  premier  membre  était 
inférieur  au  second;  il  serait  indifférent  si  les  deux  mem« 
bres  étaient  égaux. 

Encycl,  Metrop.  Mix,  SCf  vol.  I,  p.  tqS. 

3.  Un  prisme  droit  homogène,  dont  la  base  est  un 
triangle  isocèle,  flotte  sur  un  liquide.  La  face  latérale 
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qui  répond  à  la  base  du  triangle  isocèle  est  horizontale 
et  tout  entière  située  au-^ssus  du  niueau.  Trouver  la 
condition  de  stabilité  pour  des  déplacements  parallèks 
à  Vun  des  deux  plans  verticaux  qui  partagent  le  corps 
en  deux  parties  symétriques. 

Soient  /  la  longueur  du  prisme,  ai  la  base  du  triangle 
isocèle,  a  l' angle  au  sommet,  a  la  densité  du  corps  et  f 
celle  du  liquide. 

Pour  des  déplacements  parallèles  aux  bases  du  prisme, 
la  condition  de  stabilité  est 


i--i>'(v1-:) 


Pour  des  déplacements  parallèles  au  plan  de  symétrie 
c[ui  coupe  le  corps  suivant  l'arête  inférieure,  la  condition 
de  stabilité  est 

cos*  -  <r  -  • 

2  p 

Si  la  base  est  un  triangle  isocèle  rectangle,  et  qae  Ifô 
déplacements  lui  soient  parallèles,  le  niveau  du  liquide 
divise  en  deux  parties  égales  la  distance  du  métacenire  au 
centre  de  gravité  du  liquide  déplacé. 

BouGUEBy   Traité  {lu  Navire ^  p.  266. 

4.  Trouver  la  condition  de  stabilité  pour  un  cône 
droit  et  homogène ^  dont  l'axe  est  vertical  et  le  sommet 
plongé  dans  le  liquide. 

Si  Ton  nomme  r  le  rayon  de  la  base,  h  la  hauteur  du 
cône,  a  la  densité  du  corps  et  p  celle  du  liquide,  on  trouve 
la  condition 


tr' 
Daviel  Bernoulli,  Comment.  Acad.  Petrop.^  1738,  p*  ^^' 
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5.  Tromper  la  condition  de  stabilité  pour  un  cylindre 
droit  et  homogène^  dont  Vaxe  est  vertical. 

Si  Ton  nomme  r  le  rayoQ  de  la  base,  h  la  hauteur,  a  la 
iensîtë  du  cylindre  et  p  celle  du  liquide,  on  trouve  la 

condition 

r»       ag(p  — g) 

h^^         p» 

Daniel  BEEtrooLti,  ibid. 

6.  Trousfer  la  condition  de  stabilité  pour  un  para- 
boloïde  de  ré\>olution  homogène^  terminé  par  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe,  et  dont  l'axe  est  vertical. 

Si  l'on  nomme  p  le  paramètre  de  la  parabole  gënéra- 
trice,  b  la  longueur  de  Taxe,  a  la  densité  du  corps  et  p 
celle  du  liquide,  on  trouve  la  condition 


^î>-v^- 


ArcUmède  étudie  la  stabilité  de  l'équilibre  du  parabo- 
loïde  de  révolution  dans  le  second  livre  du  traité  Des 
corps  portés  sur  un  fluide, 

SECTION  IV. 

PETITES    OSCILLATIONS    DES    CORPS    FLOTTANTS. 

Nous  nous  bornerons  à  considérer  un  corps  partagé  en 
deux  moitiés  symétriques  par  un  plan  vertical,  ce  qui  est 
le  cas  d'un  navire.  Nous  supposerons  que  Ton  ait  légère- 
ment écarté  le  corps  d'une  position  d'équilibre  stable,  en 
imprimant  à  tous  ses  points  une  faible  vitesse  parallèle 
au  plan  de  symétrie.  Il  en  résultera  des  oscillations  qui 
seront  évidemment  parallèles  au  même  plan. 

Conservons  la  notation  et  la  figure  du  problème  i  de 
•    IL  î'ÉBiT.  28 
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la  Section  précédente  (p.  4^6).  De  plus,  nommons  x  la 
distance  du  centre  de  gravité  du  corps  au-dessous  du  plan 
horizontal  sur  lequel  est  situé  ce  point  dans  la  position 
d'équilibre,  et  h  le  rayon  de  giration  du  corps  autour 
d^une  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  menée  par  le 
centre  de  gravité  ',  Vp  A*  sera  le  moment  d'inertie  du  corps 
autour  de  cette  perpendiculaire. 

Nous  négligerons  les  termes  du  second  degré  par  rap* 
port  aux  petites  quantités  x,  z  et  6, 

Nous  n'avons  pas  à  nous  occuper  du  mouvement  hori- 
zontal du  centre  de  gravité  :  il  sera  nul,  ou,  si  Ton  veut, 
il  sera  rectiligne  et  uniforme. 

Quant  au  mouvement  vertical,  il  sera  régi  par  l'équation 

qu'on  obtient  en  égalant  la  force  effective,  Vp-— — >  à  la 

résultante  des  forces  qui  sollicitent  le  corps  dans  la  direc 

lion  delà  pesanteur.  Cette  résultante  est  égale  à  la  difle 

rence  entre  le  poids  du  corps  et  le  poids  du  liquide  dé 

placé;  et,  dans  le  degré  d'approximation  qui  a  été  adopté^^ 

cette  différence  se  réduit  au  poids  du  liquide  qui  rempli 

raitle  volume  P'Q'SR  considéré  comme  un  cylindre.  Ozrm 
a  donc 

Négligeant  toujours  les  quantités  du  second  ordre,  on  a 

(l)  X=i:ZH-cG, 

et  Téquation  précédente  devient 

'^)  -rfjr  +  V  ('-''*)  =  *'• 

Il  reste  à  trouver  Téquation  qui  représente  le  mouve- 
ment de  rotation  du  corps  autour  de  son  centre  de  gravité. 
Pour  cela  il  suffit  d'égaler  le  moment  des  forces  effectives, 
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VpA*  •— j  au  moment  des  forces  appliquées,  lequel  est 

représenté  en  signe  contraire  par  la  formule  (U),  p.  4^9* 
U  vient 

Yph^^=  —  gp{—\a9^Acz-^AA'B). 

Afin  de  n*avoir  que  deux  variables,  il  convient  de  rem- 
placer z  par  sa  valeur  tirée  de  Téquation  (i).  Si,  de  plus, 
on  pose 

en  sorte  que  i  soit  le  rayon  de  giration  de  la  section  PQ 
autour  d^une  perpendiculaire  au  plan  de  symétrie  menée 
par  le  point  où  la  droite  HG  perce  la  section  considérée, 
on  aura 

Les  équations  (2)  et  (3)  sont  linéaires  à  coefficienls 
constants*,  elles  s'intègrent  par  la  méthode  connue. 
Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

gA  AP  —  Ya 

les  équations  deviennent 

</'6  c 

^t,  en  désignant  par  ri,  r,  les  racines  de  Téquation 

A'r*  —  {h^  -4-  en)  mr  =  cnC  (c  —  *i), 

3»ar  Â|,  Al,  «1,  «1  des  constantes  arbitraires,  les  intégrales 

28. 
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sont 

jr=  A,  sin(^f -t-  a,)  -t- A,sin(^/ -t- a,), 

ô  =  A,  IZJl  sin  (J7\t  -t-  «,)  -h  A,  ^LzJl  sin  (jT^/  -h  «,). 

Lorsque  le  corps  est  tel,  que,  dans  la  position  d'^ui- 
libre,  les  centres  de  gravité  du  corps  et  de  la  section  à  fleur 
d^eau  soient  sur  une  même  verticale,  alors  la  distance  c  est 
nulle,  et  les  équations  du  mouvement  ont  pour  intégrales 

j:  =  A,sin(i/^  /-f-a,  j, 

ô  =  A,sin[^y/^(A/--V^)/+«,j. 


La  durée  d'une  oscillation  verticale  est  tt  i/— 7  ?  et  celle 

V  ê 


I         VA' 
d'une  oscillation  aneulaire  tt  4/     ,  ^  ,, — —— r •  Les  ampli- 

V  g'iAX»  — Va)  ^ 

tndesde  ces  deux  oscillations  sont  indépendantes  Tune  de 
Tautre. 

Il  ne  faut  point  oublier  que,  dans  toutes  ces  formules, 
les  distances  a  et  c  sont  positives  quand  elles  ont  les  direc- 
tions que  leur  assigne  la  figure,  et  négatives  quand  elles 
ont  des  directions  contraires. 

Les  oscillations  des  corps  flottants  ont  été  étudiées  suc- 
cessivement par  Daniel  Bernoulli  (*),  Euler  (*),  d'Alem- 
bert  (')  et  Bossut  (*).  M.  Molins  (*)  a  repris  la  même 


(*)  Comment,  Acad,  Petrop.,  1739,  p.  100. 

(*)  Scientia  navales,  part.  II,  cap.  iv;  I749* 

(*)  Essai  d'une  nouvelle  théorie  de  la  résistance  des  fluides ^  cbap.  Ti; 
17551.  —  Opuscules,  t.  I,  p.  104. 

{*)  Sur  Varrimage  des  vaisseaux.  Prix  de  rAcadémie  des  Sciences  de 
Paris,  t.  IX;  176C. 

(*)  Journal  de  M.  Uouville,  t.  \\l,  p.  33;  |838. 
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question  sans  limiter  en  rien  la  forme  da  corps  et  la  di- 
rection des  petits  mouTements. 

A  l'aide  des  formules  qui  précèdent,  on  n'aura  aucune 
difficulté  à  résoudre  les  problèmes  suivanu  : 

1 .  Un  prisme  homogène  à  base  carrée  y  flottant  sur  un 
liquide j  a  été  légèrement  écarté  de  la  position  d^ équilibre 
stable  j  où  F  une  des  faces  latérales  est  horizontale^  par 
un  petà  déplacement  parallèle  à  la  base.  Déterminer 
la  longueur  du  pendule  simple  qui  oscille  dans  le  même 
temps. 

Soient  b  le  côté  de  la  base,  a  la  densité  du  corps, 
p  celle  du  liquide  et  /  la  longueur  cherchée. 

S'il  s'agit  des  oscillations  verticales  du  centre  de  gra- 
vité, on  trouve 

? 

ets^il  s'agît  des  oscillations  autour  d*une  perpendiculaire 
à  la  base,  menée  par  le  centre  de  gravité, 


Dahiel  Bb&noulli,  Comment,  Atad.  Petrop,^  I7^9>  P*  i^* 

2.  Même  problème,  en  supposant  que  la  section  du 
prisme  soit  un  triangle  isocèle,  et  que,  dans  la  position 
d'* équilibre  stable^  la  face  latérale  correspondante  à  la 
base  du  triangle  isocèle  soit  horizontale  et  située  au^ 
dessus  du  liquide. 

Soient  ai  la  base  du  triangle  isocèle,  q  la  hauteur  du 
même  triangle,  or  la  densité  du  prisme,  p  celle  du  liquide, 
et  /  la  longueur  du  pendule  qui  oscille  dans  le  même 
temps. 

S'il  s'agit  des  oscillations  verticales  du  centre  de  gra- 
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▼îté,  on  trouve 


.=V;' 


el  s^il  s'agit  des  oscillations  autour  d'une  perpendiculaire 
à  la  base,  menée  par  le  centre  de  gravité, 


4-:v/"r'(-\/=)] 

EncycL  Metrop,  Mixcd  Se. y  vol.  I,  p.  ig^. 

3.  Un  paraboloïde  de  rév^olulion  homogène,  termi 
par  un  plan  perpendiculaire  à  Vaxe,  flotte  sur  un  U — ^^- 
quidei  Vaxe  est  vertical,  et  le  sommet  en  bas.  Conhais-^^s- 
sant  la  duive  T  des  petites  oscillations  verticales  que  ( 
corps  exécute^  il  s^agit  de  déterminer  la  distance 
sommet  du  corps  à  la  surface  du  liquide,  dans  la  positio  n 
d'équilibre, 

La  distance  cherchée  est 


SECTION  V. 

ÉQUILIBRE  DES  VASES  QUI  COMTIENNEJfT  DES  LIQUIDES. 

Lorsqu'un  vase  contenant  un  liquide  repose  en  équi- 
libre sur  un  support,  le  poids  du  vase  et  la  pression  du 
fluide  sur  les  parois  font  équilibre  à  la  réaction  du  sup- 
port. 

1.  Une  demi-sphère  creuse,  remplie  d*un  liquide^ 
s^  applique  contre  un  plan  vertical  de  manière  à  fermer 
exactement  r ouverture,  et  appuie  sa  surface  coni^exe 
contre  un  plan  incliné  qui  coupe  le  premier  plan  suixuint 
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une  droite  horizontale.  On  demande  quelle  est  la  pres- 
sion exercée  sur  le  vase  par  chacun  des  deux  plans, 
dans  Vétat  d'équilibre,  et  quel  est  le  plus  grand  angle 
des  deux  plans  qui  permette  à  V équilibre  de  subsister,  le 
poids  de  Vcni^eloppe  liémisphénque  étant  négligeable 
vis-à'Vis  du  poids  du  liquide. 

Soient  r  le  rayon  inlérîeur  de  la  sphère,  p  la  densité 
du  liquide,  a  Tangle  des  deux  plans,  S  la  pression  du  plan 
vertical  contre  le  bord  du  vase,  R  la  pression  du  plan 
incliné,  P  la  pression  résultante  du  liquide  sur  la  demi- 
sphère,  6  Tangle  de  cette  force  avec  la  verticale. 

Les  trois  forces  S»  R,  P  doivent  se  détruire  dans  l'état 
d'équilibre.  Or  les  deux  dernières  passent  par  le  centre 
de  la  sphère;  donc  la  force  S  passe  de  même  au  centre  de 
la  sphère.  De  plus  ces  trois  forces  sont  situées  dans  un 
même  plan  vertical.  Il  en  résulte  que  les  conditions  d'é- 
quilibre se  réduisent  à  celles-ci,  que  la  somme  des  pro- 
jections horizontales  des  trois  forces  soit  nulle,  ainsi  aue 
la  somme  des  projections  verticales.  De  là  les  équations 

S-4- PsinÔ  =  Reosa, 
PcosO  —  Rsina. 

Mais  P  cosô  est  le  poids  du  liquide  ou  ^  t^gpr^  \  P  sin9 

est  la  pression  résultante  sur  le  plan  vertical  ou  t:gpr^. 
Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes, 
on  en  tire 

2 
Rrr:  -^l^g^r^  COSCCa, 


S^l^r^P^'^^-'Ota^-j. 


Telles  sont  les  valeurs  cherchées. 
La  pression  S  ne  pouvant  être  négative,  il  s'ensuit  que 
^  plus  grande  valeur  de  l'angle  a  compatible  avec  Téqui- 
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libre  est  celle  qui  anuule  la  pression  S,  savoir  : 
a  =  arc  tang  ^  • 

2.  On  verse  lentement  un  liquide  dans  un  vase  cylin- 
drique, qui  est  debout  sur  un  plan  incliné.  Le  vase  fi-- 
nira  par  se  renuerser,  s*il  ne  peut  pas  s'échapper  en 
glissant  sur  le  plan.  On  demande  quelle  quantité  de 
liquide  il  faut  introduire  pour  produire  ce  renî^ersement, 
le  poids  du  vase  et  l'épaisseur  de  ses  parois  étant  négli- 
geables. 

Soient  r  le  rayon  du  cylindre  et  a  la  tangente  de  l'in- 
clinaison du  plan  sur  Tborizon. 

Le  volume  du  liquide  qui  produira  la  chute  du  vase  est 


7tr^ 1 3 — 


3.  Un  vase  hémisphérique,  homogène,  à  parois  tris- 
minces,  dont  le  poids  est  P  et  le  rayon  de  la  surjace  r, 
contient  un  poids  de  liquide  égal  à  Q.  Ce  vase  étant 
posé  sur  le  sommet  d'une  sphère  fixe  de  rayon  r',  de 
manière  que  le  bord  soit  horizontal,  on  ^incline  tant 
soit  peuj  en  le  faisant  rouler  sur  la  sphère  fixe  d'un 
très'petit  angle  ^  puis  on  attend  que  le  liquide  soit  retenu 
au  repo^.  On  demande  de  troui^erla  condition  à  laquelle 
doivent  satisfaire  les  poids  P,  Q  et  les  rajrons  r,  r',  pour 
que  le  vase  abandonné  dans  cet  état  tende  à  reprendre 
sa  position  primitiv^e. 

La  condition  demandée  est 

P  >^_3'' 


q-^  r'^-r 
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CHAPITRE  III. 

ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DE  L'ÉQUILIBRE  DES  FLUIDES. 


Jusqu^ici  uous  avons  considéré  des  fluides  sollicités  par 
a  seule  force  de  la  pesanteur;  nous  allons  considérer, 
[ans  ce  chapitre,  des  fluides  sollicités  par  des  forces  quel- 
onques. 

Soient  : 

x^  y^  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  élément 
[u  fluide; 

p  la  densité  du  fluide  en  ce  point; 

p  la  pression  au  même  point,  rapportée  à  l'unité  de 
urface  ; 

X,  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  de  toutes 
es  forces  qui  sollicitent  l'élément  considéré,  ces  compo- 
antes  écant  rapportées  à  l'unité  de  masse  et  exprimées 
tD  fonction  dex,y,  z. 

Pour  que  le  fluide  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit 
[n'en  chaque  point  de  sa  masse  on  ait  la  relation 
dp  =  ^  (Xdjc  -f-  Ydx  -+-  Zdz). 

.'intégraledu  second  membre  est  la  valeur  de  la  pression. 
Dans  l'état  d'équilibre,  la  pression  est  une  fonction  des 
>ordonnées,  et,  par  suite,  la  sommeXrfx-f-Y/(^-f-Zrf« 
a  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  des  coordonnées 
9  J^9  ^)  considérées  comme  variables  indépendantes.  Il 
1  résulte  que,  si  l'on  se  donne  à  volonté  les  composantes 
!,  Y,  Z,  l'équilibre  n'est  pas  toujours  possible  sous  ce  sys- 
ime  de  forces.  Pour  qu'il  soit  possible,  il  faut  que  la  fonc- 
on  Xdx  -f-  Yrf^  -f-  Zdz  soit  une  différentielle  exacte. 
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Quand  cette  condition  est  remplie,  Téquation 

dp=zo     ou     Xdx  -h  Y  ffjr  -\-  Zdz  =  9 

est  Téqualion  diflférenlielle  commune  â  toutes  les  surfac^s==^* 
sur  chacune  desquelles  la  pression  est  constante. 

Le  problème  général  de  Téquilibre  des  fluides  cxcit * 

yivement  rinlérêt  des  géomètres  au  temps  de  Mewton^^i 
parce  qu  il  devait  les  conduire  à  déterminer  la  figure  d  le 
la  terre  et  des  autres  planètes,  dans  Thypothèse  où 
corps  auraient  été  primitivement  fluides. 

Huyghens  et  Newton  (*)  ne  connurent  pas  complet 
ment  la  condition  nécessaire  à  l'équilibre  d'une 
fluide.  Le  premier  donna  pour  unique  condition  la  pecus^- 
'pendicularité  de  la  force  a  la  surface;  le  second  adm  ^^«it 
pour  condition  l'équilibre  d'une  colonne  fluide  allant  d^Hu 
centre  à  la  surface.  Or  ces  deux  conditions  peuvent  ètc —  ve 
satisfaites^  même  simultanément,  sans  qu'il  y  ait  équfl^Hi- 

libre;  car,  pour  l'équilibre  de  la  masse  entière,  il  fa ot 

qu'une  partie  quelconque  du  fluide,  considérée  comme  ^Hun 
corps  solide,  soit  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  c^^ni 
la  sollicitent.  * 

Daniel  Bernoulli  parait  avoir  donné  le  premier  la  "^m^é- 
ri  table  condition  d'équilibre.  Il  s'exprime  en  ces  tercaaes 
dans  son  Hydrodynamique ^  publiée  en  1738  (sect.     JT, 
tliéor.  2)  : 

c(  In  aqua  stagnante  tubus  utcumque  formatus  Sngi 
»  potest,  in  quo  utique  aqua  situm  servabit,  quem  antea 
»  habuit^  cum  perinde  sit,  sive  aqua  tubo  inclusa,  coer- 
))  ceatur  lateribus  tubi,  sive  circumstagnante  aqua.  v 

L'équation  générale  rappelée  précédemment  n'est  que 
la  traduction  de  ce  principe.  On  la  doit  à  Clairaut  (^^)- 


(*)  Prineipiaj  lib.  III,  prop.  19. 

(**)  Théorie  de  la  figure  de  la  Terre;  I7/|3. 
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SECTION  I. 

FLUIDES  INCOMPRESSIBLES. 

1 .  Déterminer  la  figure  cT  équilibre  (ïune  masse  fluide, 
dont  chaque  molécule  est  sollicitée  suivant  trois  direc- 
tions rectangulaires^  par  trois  forces  qui  varient  respec- 
tivement comme  les  distances  à  trois  plans  donnés. 

Soient 

ax  -\- hy  -{-  cz  =1  d^     a* x  -h  h* y  -h  c'z  =  d\ 

les  équations  des  plans  donnés,  par  rapport  à  des  axes  pa- 
rallèles aux  directions  des  trois  forces. 
On  aura 

rtx  -h  ^r  -4-  C2  —  rf 

X=  A  -h  pt ■  = —  > 

sjà^  -4-  ^»  -4-  c* 

A,  X',  X",  fx,  fx',  fx"  désignant  des  constantes. 

Substituant  ces  valeurs  dans  Inéquation  différentielle 

ILdx  -h  Xdy  -h  Zdz  =  o, 

Cl  intégrant,  on  aura  Téquation  finie  de  la  surface  exté- 
rieure. On  voit  que  cette  surface  est  une  surface  du  se- 
cond  degré, 

2.  Une  sphère  creuse  est  remplie  d'un  fluide  pesant 
et  homogène;  à  r extrémité  supérieure  du  diamètre  ver- 
tical est  un  centre  d* action,  qui  attire  chaque  molécule 
proportionnellement  à  sa  distance.  On  suppose  que  la 


444  MÉCANIQUE    RATIOSNELLE. 

pression  est  nulle  au  sommet  de  la  sphère.  Montrer: 
1°  que  la  pression  exercée  sur  V hémisphère  inférieur  eit 
triple  de  la  pression  exercée  sur  T hémisphère  supérieur] 
a?  que  la  pression  sur  le  vase  serait  nulle,  et  que  la 
sphère  serait  une  figure  naturelle  d^ équilibre ^  si  V action 
du  centre  sur  V unité  de  masse  située  à  Vunité  de  dis- 
tance était  égale  au  quotient  du  nombre  g  par  le  rayon 
de  la  sphère^  3^  que,  dans  le  cas  où  P action  du  centre 
sur  r unité  de  masse  située  à  F  unité  de  distance  serait  une 
répulsion  égale  au  quotient  dont  on  vient  de  parler^ 
la  pression  sur  le  vase  serait  la  même  que  si  le  fluide 
n  était  sollicité  par  aucune  force  autre  que  la  pesanteur^ 
et  que  sa  densité  fût  doublée. 

3.  On  suppose  un  vase  dont  on  connaît  la  forme  et  la 
masse  M,  qui  contient  un  volume  donné  V  d*un  liquide 
de  densité  p^  et  qui  est  assujetti  à  glisser  sur  un  plan 
horizontal  parfaitement  uni.  Ce  vase  est  traîné  par  un 
poids  P  qui  le  tire  horizontalement  à  l'aide  d'un  fil  sans 
masse  engagé  sur  une  poulie  de  renvoi.  Déterminer  la 
forme  qu  affecte  la  masse  liquide  lorsqu  elle  est  dei^enue 
immobile  par  rapport  aux  parois  du  vase. 

On  peut  considérer  le  syslèmc  comme  absolument 
Immobile,  pourvu  que  Ton  regarde  chaque  molécule  du 
liquide  comme  sollicitée,  non -seulement  par  la  pesanteur, 
mais  encore  par  une  force  accélératrice  horizontale,  égale 
et  contraire  à  Taccélération  du  système, 


P  -hgU-h  gp\ 


Si  Ton  rapporte  la  surface  à  des  axes  coordonnés 
invariablement  liés  au  vase,  Taxe  des  jr  étant  dirigé  en 
sens  contraire  de  la  pesanteur,  et  Taxe  des  x  en  sens  con* 
traire  du  mouvement,  on  trouve  que  la  surface  libre  du 
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liquide  est  un  plan,  reprësenlé  par  l'équation 

Px 

r  =  — — •+■  consi. 

•^       P-h^M-hg'pV 

La  constante  se  détermine  par  la  condition  que  la  por- 
tion du  vase  occupée  par  le  liquide  ait  un  volume  égal  à  V. 

Supposons,  comme  exemple,  que  le  vase  soit  un  cy- 
lindre vertical  à  base  quelconque,  dont  la  section  hori- 
zontale intérieure  ait  une  aire  égale  à  A.  Dans  ce  cas, 
Torigine  étant  prise  au  centre  de  gravité  de  la  base,  Té- 
quation  de  la  surface  libre  du  liquide  sera 

—  Pj  V 

•^■"P-h^M-h^pV"^A' 

si  toutefois  le  liquide  couvre  entièrement  le  fond  du  vase. 
O.  Beenoulli,  Hydrodynamica^  sect.  XI,  §  80. 

SECTION  II. 

FLUIDES    ÉLASTIQUES. 

1.  On  suppose  une  niasse  fluide  telle ^  que  V accroisse^ 
ment  de  pression  nécessaire  pour  produire  un  accroisse^ 
ment  donné  de  densité  soit  proportionnel  à  la  densité 
elle-même.  Toutes  les  molécules  de  cette  masse  fluide 
s^attirent  suivant  la  loi  de  la  nature^  et  sont  soumises  à 
l'action  d'une  sphère  solide  et  homogène ,  qui  les  attire 
suiv^ant  la  même  loi.  Il  existe  év^tdemment  un  état  déqui^ 
libre  oii  lejluide  est  disposé  autour  de  la  sphère  en  cou* 
ches  concentriques,  sur  chacune  desquelles  la  densité 
est  constante.  On  demande  suii^ant  quelle  fonction  du 
rayon  varie  la  densité  des  couches  dans  cet  état  d^équi- 
libre. 

Soient  M  la  masse  de  la  sphère  solide,  a  son  rayon, 
(JL  Tat traction  de  Tunité  de  masse  sur  Funité  de  masse  à 
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Funité  de  distance,  r  le  rayon  variable  des  couches  fluides, 
et 

dp  :=  k  pdp 

la  relation  qui  lie  Taccroissement  de  pression  à  Faccrois- 
sement  de  densité. 

Considérons  un  élément  de  la  couche  dont  le  rayon 
estr. 

L'action  des  couches  extérieures  sur  cet  élément  est 
nulle.  L'action  des  couches  intérieures  et  celle  de  la  sphère 
solide  sont  dirigées  vers  le  centre  \  la  première  est  ^alea 


'-^i:'""- 


pour  Funité  de  masse;  et  la  seconde  est  égale  à 


r' 


D'après  cela, 
et,  par  conséquent,  on  a  l'équation 

On  en  déduit,  par  difTérentiation, 

Cette    équation    différentielle    s'intègre    aisément;  on 
trouve 


,  =  i..(y«p,  +  B), 


A  et  B  désignant  des  constantes. 

Telle  est  l'expression   de  la  densité  en  fonction  du 
rayon. 
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US  avons  dit  ailleurs  que,  dans  la  théorie  de  la  figure 
terre,  on  arrive  à  des  résultats  peu  différents  de  la 
é,  en  supposant  la  niasse  terrestre  formée  tout  en- 
d'un  fluide  tel  que  celui  que  nous  considérons  ac- 
ment.  [Foir  la  Mécanique  céleste^  1.  XI,  §§  i  et  6). 

Admettons  que  la  tension  de  V atmosphère  terrestre 

proportionnelle  à  la  puissance de  la  densité ^ 

yposons-nous  de  déterminer  le  rapport  entre  la  hau- 
H  de  Valmosphère  terrestre  ainsi  constituée^  et  la 
mr  h  qu  aurait  cette  atmosplière  si  elle  était  homo- 
,  la  pression  à  la  surface  du  globe  restant  la  même 
les  deux  cas, 

hauteur  de  l'atmosphère  est  certainement  une  très- 
î  fraction  du  rayon  de  la  terre;  aussi  nous  pourrons 
3ser  sans  erreur  considérable  que  la  pesanteur  agit 
la  même  intensité  sur  toutes  les  couches  de  Tatmo- 
re. 

ient  a  le  rayon  de  la  terre  supposée  sphérique,  tj  la 
on  de  l'atmosphère  à  la  surface  du  globe,  r  la  dis- 
î  d'une  couche  quelconque  de  l'atmosphère  au  centre 

terre,  et 


lation  qui  lie  la  tension  à  la  densité, 
i  constante  k  se  détermine  par  une  observation  faite 
îurface  de  la  terre.  Si  l'on  nomme  p«  la  densité  de  la 
he  inférieure  de  Fatmosphère,  il  vient 

8  l'hypothèse  d'une  atmosphère  homogène,  on  a 
dp  =  —  g^mflr; 
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d'où 


-u=-gfj 


\m-+-i 


(r-«) 


La  valeur  de  r —  a,  qui  répond  iLp  =  o,  est  la  hauteur  A 
deTatmosphère}  par  conséquent^ 


^\ 

Dans  rhypothèse  d'une  atmosphère  non  homogène, 
on  a 

m 

dp  =  -gpdr    et    p  =  (j)î=^; 


d'où  Ton  tire 


[m 
et,  par  conséquent, 


g 
Ainsi,  le  rapport  cherché  est 

H 

n 

3.  On  suppose  une  masse  Jluide,  où  la  densité  est  pro- 
portionnelle à  la  /i*'*"*  puissance  de  la  pression,  et  dont 
toutes  les  molécules  sont  attirées  par  un  centre Jixe  avec 
une  intensité  qui  est  fonction  de  la  distance.  Il  s^agU  àt 
déterminer  la  pression  en  un  point  donné  de  la  masse 
fluide. 
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Soîenty(r)  l'attraction  sur  Tunite  de  niasse  à  la  dis- 
nce  r,  F  (r)  une  fonction  dont  la  dérivée  est/(r),  et 

relation  qui  lie  la  densité  à  la  pression. 

Si  n  est  différent  de  Tunité,  la  pression  p  k  Isl  dis- 

nce  r  est  donnée  par  Téquation 

— —  (  V)*"~"  =  fonsl.  —  X-F  (r). 


i  n  est  égal  à  F  uni  té,  on  a 

P=-* 

Vabighon,  Mém.  de  rJcad.  des  Se,  de  Pans,  1716,  p.  108. 


p  __  ^-AF(r)xconst. 


SECTION  m. 

FLUIDES    ANIMÉS    d'uNE    ROTATION    UNIFORME    AUTOUR 

d'un  axe  fixe. 

On  dit  en  général  qu'un  fluide  est  en  équilibre,  lorsque 
;s  molécules  ne  se  déplacent  pas  les  unes  par  rapport 
ux  autres.  Ainsi,  une  masse  fluide  peut  être  à  la  fois  eu 
quilibrc  et  animée  d^une  rotation  uniforme  autour  d*un 
xe  fixe  dans  le  fluide.  Les  conditions  de  cet  équilibre 
>nt  les  mêmes  que  si  la  masse  était  en  repos  absolu^ 
îulement,  aux  forces  X,  Y,Z,  qui  solliciteraient  un  élé- 
lent  du  fluide  s^il  était  en  repos,  il  faut  ajouter  la  force 
entrifuge  qui  est  développée  par  la  rotation.  Si  l'on 
omme  (m>  la  vitesse  angulaire  et  r  la  distance  de  l'élément 
3nsidéré  à  Taxe  de  rotation,  Féquation  générale  de  Té- 
uilibre  sera 

dp=p{Xda:'^Ydx-hZdz  -l-»'rrfr). 
II.  a«  ÉoiT.  29 
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Cette  équation  a  été  donnée  par  Clairaut  dans  la  Théo- 
rie de  la  Jigure  de  la  Terre  (page  loi  de  la  deuxième 
édition). 

!•   Un  vase  cylindrique  de  révolution,  dont  Vaxe  est 
vertical,  contient  un  liquide  homogène,  sur  lequel JloUe 
un  cylindre  solide  de  réi^olution,  qui  a  son  axe  en  coïn^ 
cidence  avec  celui  du  vase^  tout  le  système  est  animé 
d\ine  rotation  uniforme  autour  de  Vaxe  commun  des 
cylindres^  et  V équilibre  est  établi.  Dans  cet  état,  le 
Jlotteur  est  moins  élevé  au-dessus  du  fond  du  vase  que 
si  le  système  était  en  repos.  On  demande  d* exprimer  laz. 
différence  de  hauteur  due  à  ta  rotation,  en  fonction  d^ 
la  vitesse  angulaire  co  et  des  rayons  A  et  a  du  vase  e^ 
du  cylindre  flottant , 

Soient  X  la  distance  d'une  molécule  fluide  au  fond  du 
vase,  et  r  la  distance  de  cette  molécule  à  Taxe  de  rota- 
tion. 

On  a 

d'où 


dp  ■=.  ^  ( —  gdx  -h  (ù^rdr)  ; 
'  =  p  (  —  g'j?  H —  «V I  -4-  const. 


On  voit  que  la  surface  libre  du  liquide,  sur  laquelle  la 
pression  est  nulle,  a  la  forme  d'un  paraboloïde  de  révo- 
lution, le  paramètre  de  la  parabole  génératrice  étant  •-• 

Soient  P  le  poids  du  liquide  cou  tenu  dans  le  vase,  Q  le 
poids  du  liquide  déplacé  par  le  flotteur,  Xq  la  distance  du 
sommet  du  paraboloïde  au  fond  du  vase,  et  h  la  distance 
de  la  base  immergée  du  flotteur  au  même  plan. 

Si  l'on  se  rappelle  que  le  volume  d'un  paraboloïde  de 
révolution  terminé  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
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est  égal  i  la  moitié  du  volume  du  cylindre  circonscrit,  on 
exprime  facilement,  en  fonction  des  éléments  du  parabo- 
loïde,  le  volume  immergé  du  flotteur  et  le  volume  du  li- 
quide augmenté  du  volume  immergé.  On  trouve 

-^  =  TTUM  4?.—  h  -4-  -7—  ), 

P-hQ  ,    /  »'A'\ 

^P  \  kS  I 

Eliminant  x^  entre  ces  équations^  il  vient 

TT^p  \     A»  a}}       ig 

» 

Dans  cette  valeur,  le  lerme 

qui  seul  dépend  de  w,  et  s'annule  avec  cette  vitesse,  me- 
sure la  diilérence  de  hauteur  due  à  la  rotation. 

2.  On  suppose  une  masse  fluide,  homogène  et  incom- 
pressible^ animée  rl^un  mous^ement  quelconque ,  dont  les 
molécules  s'attirent  les  unes  les  autres  suîuant  la  loi  de 
la  nature,  et  sont  libres  de  toute  action  étrangère.  Par 
l^  effet  du  frottement  des  molécules,  cette  masse  a  tendu 
à  prendre  une  figure  ins^ariable  et  une  rotation  uniforme 
autour  d^un  axe  fixe.  On  demande  si  cette  figure  d'c^ 
quilibre  a  pu  être  un  ellipsoïde  de  révolution  autour  de 
/'axe  de  rotation,  quel  qu  ait  été  le  mouv^ement primitif 
et  si  plusieurs  ellipsoïdes  de  révolution  conviennent 
commefigure finale^  pour  un  mouvement  primitif  donné . 
—  j4ppliquer  les  formules  obtenues  à  la  détermination 
de  V aplatissement  de  la  terre  ^  en  supposant  que  ce 
corps  ait  été  primitivement  une  masse  fluide,  homogène 
et  incompressible. 

29. 
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Observons  d* abord  que  la  somme  des  moments  des 
quantités  de  mouvement  de  la  masse  fluide,  autour  d!\m 
axe  de  direction  invariable  mené  par  son  centre  de  gra* 
vite,  reste  constante  pendant  toute  la  dur^e  du  mouve- 
ment. Or,  si  Taxe  de  révolution  de  Tellipsoïde  coïncide 
avec  Taxe  de  rotation,  il  est  finalement  Taxe  du  plus  grand 
moment  des  quantités  de  mouvement;  donc  il  est  paral- 
lèle à  Taxe  primitif  du  plus  grand  moment.  Ainsi,  le  mou- 
vement primitif  étant  connu,  on  connaît  la  direction  de 
Taxe  de  révolution  de  l'ellipsoïde,  et  aussi  la  somme  S 
des  moments  des  quantités  de  mouvement  qui  s'y  rap- 
portent. 

De  pluis,  la  masse  M  du  fluide  et  sa  densité  p  éunt 
connues,  la  vitesse  o)  de  la  rotation  de  Tellipsoïde  ne  dé- 
pend que  d'une  seule  inconnue,  l'excentricité  de  Fellipse 
méridienne  ou  une  fonction  de  cette  excentricité. 

En  eflet,  Taxe  de  rotation  étant  pris  pour  axe  des  Xj 
soient 

Téquation  de  Tellipsoïde,  et 


en  sorte  que  l'excentricilé  de  Fellipse  méridienne  soit 
~  X  ou  •?  suivant  que  l'ellipsoïde  est  aplali  ou  allongé. 


On  a  les  relations 
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d'où  l'on  lire 

Ceci  pose,  il  faut  chercher  si  Tellipsoïde  de  révolution 
est  bien  une  figure  d'équilibre. 

Nommons  fx  Tattraction  de  l'unité  de  masse  sur  l'unité 
de  masse  à.  l'unité  de  distance;  et  posons  de  suite,  pour 
abréger, 

«       /        /        ^.v  ^  —  arctaogX 

P  =  47r,ip(i-hV) :j-^ §~, 

_.       ,        (n-V)arctangX  —  \ 
Qz=4np.o ^^ 

Les  composantes  de  l'attraction  que  la  masse  ellip- 
soïdale exerce  sur  l'unité  de  masse  située  au  point  (x^y,  z) 
sont  [p.  326,  form.  {7)] 

X  =  -P;r,     Y=-Qj,     Z  =  -Qz; 

d'ailleurs  les  composantes  de  la  force  centrifuge  sont  res- 
pectivement 

o,     «»^,     »'a; 
donc  on  a 

-r//?=:  —  Pxdlr  —  (Q  —  «')  (/<(r  +  »^«)f 
P 

-/?  =  —  Px'— (Q  —  «')  (j*-h  2»)  4-  CODSl. 

L'équation  de  la  surface  libre  est 

Par» H-  (Q  — »*)(/»-+- 2»)  =  consl. 

Pour  que  cette  surface  coïncide  avec  celle  que  nous 
avons  supposée  (1),  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

P 


V 
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OU  bien,  en  remplaçant  P,  Q,  co  parleurs  valeurs, 

Telle  est  Téquation  que  doit  Tériiier  X. 

Chaque  racine  positive  donnera  un  ellipsoïde  de  rév(%^ 
lution  aplati,  qui  conviendra  comme  6gure  d'équilibre^ 
chaque  racine  imaginaire  de  la  forme  6  ^ — i,  0  étant  ] 
sitif  et  inférieur  i  Tunité,  donnera  un  ellipsoïde  allong 
qui  sera  aussi  une  figure  d'équilibre. 

Montrons  d*abord  que,  quel  que  soit  le  mouv^em^/n 
primitif,  la  figure  d^  équilibre  ne  peut  être  un  ellipsoàkie 
de  réi^olution  a/longé.    , 

Les  puissances  fractionnaires  qui  entrent  dans  les  deux 
membres  de  Téquation  (2)  doivent  être  prises  avec  Je 
même  signe;  nous  les  prendrons  posilivement.  Alors  h 
quantité  connue  qui  forme  le  second  membre  sera  posi- 
tive; nous  la  représenterons  par  U. 

Si  nous  faisons 

il  vient 

sP^ ,      I  -h  0 
arc  tangX  = log -1 


et,  par  suite,  Téquation  (2)  se  transforme  en  celle-ci  : 

(i  — G>V{3  — GM    ./,       1-+-Ô  60    \ 

^ —^ ■  X     lotf : I  ==  —  2 (J. 

Or  cette  équation  ne  peut  être  satisfaite  par  aucune  va- 
leur positive  de  6  inférieure  à  Funité;  car  le  second 
membre  est  négatif,  et,  des  deux  facteurs  qui  composcol 
le  premier  membre,  le  premier  est  évidemment  posiu» 
lorsque  0  est  compris  entre  zéro  et  Timité,  le  second  s*an- 
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nule  pour  0  =  o,  et  devient  positif  pour  des  valeurs  de  0 
comprises  entre  zéro  et  l'uuilé,  puisque  sa  dérivée 

(I  — 0«)(3--6'/ 

est  positive  pour  des  valeurs  de  6  comprises  entre  ces  li- 
mites. 

Si  maintenant  nous  supposons  Fellipsoïde  aplati,  nous 
arriverons  à  ce  théorème  :  Pour  un  mouv^enient  primitif 
donné j  il  est  toujours  un  ellipsoïde  de  rév^olutiôn  aplati 
qui  cornaient  comme  figure  d^équilibre^  et  il  rCen  est 
qvkun  seul. 

Observons  d*abord  que  le  premier  membre  de  Téqua- 
tion  (n)  s'annule  pour  X  =  o*,  car,  si  Ton  remplace 
arc  tangX  par  son  développement 

y*     X»     V 

lequel  est  convergent  pour  des  valeurs  de  X  inférieures  à 
Tunité,  ce  premier  membre  devient 

Le  même  premier  membre  devient  inGni  pour  X  =  oo  ^ 
car  il  peut  se  mettre  sous  la  forme 

2 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  valeur  essentiellement  positive 
du  second  membre,  il  y  a  toujours  une  valeur  positive  de 
i  qui  rend  le  premier  membre  égal  au  second. 

Cette  valeur  de  ).  qui  vérifie  l'équation  est  nécessaire- 
ment unique.  Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire  voir 
que  la  dérivée  du  premier  membre  de  Téquation  (2)  est 
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positive  pour  toute  valeur  positive  de  X.  Or,  si  Ton  pose 

-^^^^^   3-f-aX'    --^"^^°g^> 
la  dérivée  dont  il  s^agit  devient 

1(1+  V)-^  [arctangi  +  g  l±2lV(i)], 

et  tout  est  évidemment  positif,  sauf  peut-être  le  facteur 
y(X);  mais  ce  facteur  est  aussi  positif,  car  il  s'annule 
pour  X  =s  o,  et  sa  dérivée 

rm^      V(i4-2V) 

est  toujours  positive. 

Donc,  en  résumé,  Téquation  (2)  a  toujours  une  radue 
positive  unique,  ce  qui  démontre  le  théorème  annoncé. 

Maclaurin  a  démontré  le  premier  ce  résultat  impor^ 
tant,  que  la  figure  d'un  ellipsoïde  de  révolution  convient 
a  réquilibre  d*une  masse  fluide  en  rotation.  (  Traité  de^ 
fluxions^  liv.  I,  ch.  XIV,  §  64i.) 

Appliquons  ces  formules  à  la  terre.  —  La  somme  ^^ 
dépend  de  la  forme  de  la  terre,  de  sa  constitution  inté-'^ 
rieure  et  de  sa  vitesse  de  rotation  w.  Les  mesures  géode — 
siques  nous  apprennent  que  la  figure  de  la  terre  es»-* 
sensiblement  celle  d'un   ellipsoïde  de  révolution   don^ 

Taplatissement — - —  est  égal  à >  et  pour  lequel,  pa^ 

conséquent,  on  a 

Déplus,  sans  connaître  la  constitution  intérieure  de  J 
terre,  tout  nous  porte  à  croire  que  la  densité  va  en  dîn^  ^ 
nuant  du  centre  à  la  surface.  Si  nous  calculons  S  da.:s3 
l'hypothèse  d'une  densité  constante,  la  valeur  obten^s^ 


HYDROSTATIQUE.  4$  7 

era  certainement  trop  grande;  il  en  résultera  une  valeur 
rop  grande  pour  la  racine  X  que  nous  trouverons  en  ré- 
olvant  l'équation  (a).  Mais  ceci  a  peu  d'importance;  car, 
0T8  même  que  nous  donnerions  à  S  sa  véritable  valeur, 
équation  (2)  ne  pourrait  pas  nous  fournir  un  résultat 
xact,  puisqu'elle  suppose  la  terre  homogène. 

D'après  la  valeur  observée  de  Faplatissement  et  les 
expressions  de  S  et  de  M  données  au  commencement  de 
!et  article,  Téquation  (2)  devient 

^  ^   i  (3  4-  V)  arc  tang>  ~  3X  ^  _^  /2^\  »  ^,^ 

Pour  calculer  ^rcyLp^  nous  nous  servirons  d'une  propo- 
rtion démontrée  précédemment  (p.  332),  d'après  laquelle 
>ii  a 

3  G 

2  ir  ap  = j 

^^        2  r 

désignant  la  distance  du  centre  de  la  terre  au  parallèle 
ont  la  latitude  est  /  =  arc  sin  -r=9  et  G  représentant  l'at- 

"action  de  la  terre  sur  un  point  de  ce  parallèle. 

Les  mesures  géodésiques  donnent  pour  rellipsoïdc  ter- 
^st^e 

A  =  6 356 080»,     B  =  6  377  398"; 

Kl  en  tire,  en  négligeant  le  carré  de  l'aplatissement, 

(I  U» \i  \ 

I — — sin^/j 

—  B— (B— A)sin'/  =  6370  292". 

L'^attraction  G  est  la  somme  algébrique  de  la  pesanteur 
et  de  la  composante  verticale  de  la  force  centrifuge.  La 
pesanteur  s'observe  à  l'aide  du  pendule  :  l'unité  de  Ion- 
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gueur  étant  le  mètre,  et  Tunité  de  temps  la  seconde  de 
temps  solaire  moyen,  elle  est  représentée  à  une  lalitode 
quelconque  par  la  formule 

^==9,80557(1— o  ,002588  cosa/). 

La  force  centrifuge  se  calcule^  sa  composante  verticale  a 
pour  valeur 

Faisant  /  =  arc  sin  -r=:>  il  vient 

G  =  9,8i968. 


29 


La  vitesse  a>  de  la  rotation  de  la  terre  est  égale  a  kt^' 

D'après  ces  valeurs,  il  est  facile  de  calculer  le  second 
membre  de  Péquation  (3). 

Comme  la  valeur  de  X  doit  être  une  petite  fraction,  on 
peut  développer  le  premier  membre  de  Téquation  {i] 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  X,  et  ne  conserver 
que  les  premiers  termes.  En  s^arrètant  aux  sixièmes  pui^ 
sances  de  l'inconnue,  on  obtient  Téquation 

V  —  -^  V  -+-  ^  V  =  0,008 662  63. 
21  63 

Elle  se  résout  par  la  méthode  des  approximations  sa-*^' 
cessives. 

Une  première  valeur  est 

>J  =  0,008  662  63; 

une  seconde  valeur  est 

xî  =  xî  +  lxî-^x;  =  0,008  67690. 
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troisième  valeur  est 

elle  serait  donc^  dans  notre  hypothèse,  la  valeur  de 

our  Tellipse  méridienne  de  la  terre. 

^n  en  conclut  la  valeur  de  Taplalissement, 

B  y'i^-X»  2  8  l6 

=  o,oo43io44  = -5 • 

23i,99 

te  valeur  est  un  peu  supérieure  à  celle  que  donnent 

mesures  géodésiques, •  La  plus  grande  densité  de  la 

*e  au  centre  qu'à  la  surface  suffit  pour  rendre  compte 
cette  différence. 

Corollaire  I.  —  Terminons  en  calculant  la  pesanteur 
1  surface  de  V ellipsoïde. 

>oit  g  la  pesanteur  au  point  [x^j^  z)  de  la  surface.  Les 
nposantes  de  celte  force  suivant  les  axes  sont 

—  Px,     -—Qr-4-w*7,     —  Qz-hw'z. 

»us  avons  donc 


p 
bien^  d'après  la  relation  =  Q  —  w', 


Pour  exprimer  cette  valeur  en  fonction  de  la  latitude  / 
point  considéré  sur  la  surface,  nous  pouvons  supposer 
e  ce  point  soit  situé  dans  le  plan  méridien  des  xj\ 
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Alors  réqualion  de  Tellipse  méridienne, 
noas  donne 


X  V^i  -4-  X»  __  r  _  B 

sin/      ~"  cosi v/i'Tv  ""  Vi  -h  V ces»/' 
par  suite, 

PA 


+-X«cos"/ 

Développant  suivant  les  puissances  ascendantes  de  ï*,  et 
négligeant  X^,  il  vient,  pour  le  cas  d*un  ellipsoïde  très- 
peu  aplati, 

^  =  PA  f  I—  i.  \A  4-  i  PAV  sinV. 

D'après  cette  formule,  la  pesanteur  varie  proportion' 
nellement  au  sinus  carré  de  la  latitude  (*).  L'observa- 
tion du  pendule  montre  que  ce  résultat  est  applicable  à  U 
terre. 

La  formule  précédente  peut  s'écrire 

g'  =  K(i  — K'cos2/), 

K  et  K'  étant  deux  constantes,  dont  la  première  mcsnt*^ 
la  pesanteur  à  la  latitude  de  4^  degrés,  et  dont  la  second^ 
est  le  quotient  que  Ton  obtient  en  divisant  la  différence 
entre  la  pesanteur  à  45  degrés  et  la  pesanteur  à  Téqu^' 
leur  par  la  pesanteur  à  45  degrés.  L'observation  du  pe«^' 
dule  fait  connaître  les  valeurs  de  ces  constantes  pour  '^ 
terre,  et  Ton  obtient  ainsi  la  formule  déjà  citée, 

^  =  9,80557  (i  —  o, 002588 cos 2/). 

Corollaire  II.  —  On  peut  encore  observer  que   1^* 
composantes  de  la  pesanteur  au  point   {x^y^z)  de  I* 

,  ^-^» 

{*)  Nous  aTons  vu  (p.  33o)  qu'il  on  est  de  môme  pour  rattraction. 
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ice,  dirigées  suivant  les  axes  coordonnés,  sont,  à  un 
îur  constant  près,  les  dérivées  partielles  de  la  fonc- 
de  Xi  y^  z  qui,  égalée  à  Tunité,  représente  Tellip- 
3.  Il  s'ensuit  que  la  pesanteur  elle-même  est  égale, 
un  facteur  constant,  à  la  racine  carrée  de  la  somme 
carrés  des  trois  dérivées  partielles.  Or  celte  racine  est 
îsément  Tinverse  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
re  sur  le  plan  tangent  à  la  surface  au  point  (x,  j^,z). 
conséquent,  la  pesanteur  à  la  surface  de  V ellipsoïde 
inversement  proportionnelle  à  la  perpendiculaire 
issée  du  centre  sur  le  plan  tangent  à  la  surface  au 
\t  considéré.  Cette  remarque  est  de  M.  Liouville 
Eir/i.  de  Math.^  t.  VIII,  p.  3605  i843). 
i  l'on  nomme  p  cette  perpendiculaire,  on  a 

const. 

Ileurs,  à  l'équateur  p  =  Belg'  =  B(Q  —  w');  donc 
onstanle  est  égale  à  B*  (Q  —  tù*),  el,  par  suile, 

P 

.  Montrer  quun  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux 
l  être  la  figure  d^  équilibre  d'une  masse  fiuide  homo- 
e,  dont  les  molécules  s'attirent  suii^ant  la  loi  de 
trcy  et  qui  est  animée  d'une  rotation  uniforme  autour 
^nn  des  axes  de  V ellipsoïde. 

oient  M,  fx,  p,  w  les  mêmes  quantités  que  dans  le  pro- 
De  précédent,  et  A,  B,  C  les  longueurs  des  demi-axes 
ellipsoïde,  le  premier  étant  Taxe  de  rotation, 
osons 

tX'*  pourront  être  positifs  ou  négatifs;  mais,  dans  ce 
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dernier  cas,  leurs  valeurs  numériques  seront  nécessaire- 

\            y 
ment  inférieures  &  Tunité,  puisque  -7=  et    seront 

alors  les  excentricités  de  deux  sections  principales.  L'é- 
quation de  l'ellipsoïde  sera 

^   '  I  -4-  >'        I  -+-  a'» 

Posons  encore  (p.  3^5) 

du 


p=4^pp(i4-v)^(.-hv»)vr — î^ 

Q=4,rw.(.  +  X')'(i  +  V'r     /      ^^^îî^ T' 

J„     (H-V«')'(i-I-X"«')" 

R=4,rpp(l+1')'(,  +  V')'     /      '^ 

Jo     (I +  >'«')"' (i 


Nous  trouverons,  de  la  même  manière  qu'au  problème 
précédent,  pour  Téqualion  de  Téquilibre  de  la  masse 
fluide, 

-  r//7  =  —  Pjp r/x  —  (Q  —  «*)r^^  —  (R  —  w»)z«fe, 

et  pour  l'équation  de  la  surface  libre, 

P x»  -4-  (Q  —  w»)  j»  -+-  (R  —  «»)  «»  =  consl. 

Cette  dernière  équation  devant  coïncider  avec  Téqu*- 
tion  (i),  il  en  résulte  les  conditions 

(R  — «')(i-4-V»)  =  P, 
que  l'on  peut  remplacer  par  les  deux  relations  équiva- 
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(Q  —  R)  (H-  1')  (1  +  V)  =  P  (V» -  V), 

dmeltons  que  Ton  se  donue,  comme  dans  le  problème 

édent,  non  la  vitesse  angulaire,  mais  la  somme  S  des 

dents  des  quantités  de  mouvement  autour  de  Taxe  de 

tioo. 

ous  aurons 


S 


=  -^  (B»  -+-  O)  =:z  — ^  {i  4-  A>  -f.  I  4- V»), 


M==|TrpA»(i-+-V)'(i-hV>)^ 


**  ""    M»  \3M  j    (I-+- V-+-I-+- V»)»  ' 

lemplaçant  P,  Q,  R,  w*  par  leurs  valeurs,  les  équa- 
is  (a)  et  (3)  deviennent 

L  +  V)(H-V')(V'-V)    f '^ , 

I  Jo     (i  +  X'a')*(i-(-X"ii»)' 

=  (V'-V)r '^ ,, 

4,     {i  +  X'tt»)'(i  +  X"«')' 


_ I  -  _ . 

^ette  équation  (5)  nous  donnera  une  valeur  réelle  de  S 
tr  tout  système  de  valeurs  positives  attribuées  à  X*  et 
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à  X'';  car  Tintégralc  qui  figure  au  second  membre  aura 
tous  ses  éléments  positifs.  Ainsi,  pour  démontrer  le  théo- 
rème que  nous  avons  en  yue,  il  nous  reste  à  faire  yoir 
que  Téquation  (4)  peut  être  satisfaite  par  deux  valeurs 
positives  et  différentes  Tiuie  de  l'autre  attribuées  respec- 
tivement à  A'  et  à  )/'. 

L'équation  (4)  admet  la  solution  X*  =  X'*,  qui  répond 
à  rellipsoïde  de  révolution  discuté  dans  Farticle  précé- 
dent. Supprimant  le  facteur  7J*  —  ï},  Téquation  peut  s'é- 
crire 

(6)  /     — ^ '-\ ^  =  0. 


•4- Vu')»  (i-t-Vû')' 


Cette  équation  ne  peut  être  satisfaite  que  par  des  va- 
leurs de  X*  et  de  X'*  toutes  deux  positives;  car  si  X*  et  V' 
étaient  de  signes  contraires,  le  facteur  (i  —  X*X''u')  serait 
positif,  et  tous  les  éléments  de  Tint^rale  seraient  positifs. 
La  même  chose  aurait  lieu  si  X'  et  X'*  étaient  tous  deux 
négatifs,  car  alors  leurs  valeurs  numériques  seraient 
inférieures  à  l'unité,  en  sorte  que  le  facteur  (i —  X'X'*ii') 
resterait  positif  dans  les  limites  de  Tintégration.  Nous 
voyons  par  là  que  l'axe  de  rotation  est  nécessairement 
le  plus  petit  des  trois  axes  principaux ^  si  toutefois  Tcllip- 
soïde  est  une  figure  d'équilibre  quand  la  rotation  s'effec- 
tue autour  de  l'un  des  trois  axes. 

Donnons  à  X*  une  valeur  positive  et  finie,  mais  quel- 
conque. Pour  toute  valeur  de  X'*  positive  et  inférieure  à 

ry»  tous  les  éléments  de  Fintégrale  seront  positifs  et  finis; 

cette  intégrale  ne  sera  pas  nulle.  Donc  l'équation  ne  peut 
être  satisfaite  à  moins  que  l'une  des  quantités  X',  X"  ne  soit 
supérieure  à  Tunilé.  On  en  conclut  que  dans  la  figure 

d'équilibre  l'un  des  rapports  -  j  -  est  supérieur  à  V^a. 
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iinsi ,  V ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  doit  différer 
sensiblement  d'une  sphère  y  et^  par  suite ^  on  ne  peut  pas 
idmettre  que  sa  figure  soit  celle  de  la  terre ^ 

Maintenant,  X'  restant  toujours  positif,  fini,  mais  quel- 
Donque,  faisons  converger X'*  versTinfini.  L'intégrale de- 
nendra  négative  pour  une  valeur  suffisamment  grande  de 

i'*.  On  s'en  assure  en  développant  le  rapport  j 

suivant  les  puissances  décroissantes  de  X'';  car  alors  Tin- 
tégrale  devient 

et  sous  cette  forme  on  voit  clairementque  pour  des  valeurs 
très-grandes  de  X",  tous  les  éléments  dans  lesquels  u  n'est 
pas  très-petit  sont  négatifs.  Il  en  résulte  que  V ellipsoïde 
à  trois  axes  inégaux  peut  être  une  figure  d'équilibre. 

Ce  théorème  remarquable  a  été  annoncé  par  Jacobi, 
en  18349  d^"s  ^^^  lettre  à  TAcadémie  des  Sciences  de 
Paris.  M.  Liouville  (*)  en  a  aussitôt  présenté  une  dé- 
monstration, qui  a  été  publiée  dans  le  XXIII^  Cahier  du 
Journal  de  l'École  Polytechnique, 

Plus  lard,  M.  Meyer,  de  Kœnigsberg  (**),  a  tiré  plu- 
sieurs résultats  intéressants  de  la  discussion  attentive  des 
formules.  Ainsi,  on  reconnaîtra  sans  peine  que,  si  l'on 
augmente  indéfiniment  la  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  en  même  temps  que  Ton  diminue 


(*)  M.  Liouville  a  écrit  sur  le  même  sujet  deux  autres  Mémoires,  qui 
ont  été  publiés  dans  les  Additions  à  la  Connaissance  des  Trmps  pour  iSjG 
et  pour  1855.  Le  dernier  est  relatif  à  la  stabilité  de  réquilibre  de  la 
masse  fluide.  Ces  doux  Mémoires  ont  cto  reproduits  dans  le  Journal  de 
Mathéma tiques,  t.  X  VI  et  t.  XX. 

(••)  Journal  de  M,  Crelle,  t.  XXIV,  p.  4<;  1841. 

IL   a*  ÉoiT.  3o 
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iDdéfinimeDi  la  vitesse  de  rotatioD,  rellipgofde  àtnàs 
axes  inégaux  de  Jacobi  devient  une  aiguilie  trèi-«lloiigée; 
tandis  que,  dans  la  même  hypothèse,  l'ellipsoïde  de  révo- 
lution deMaclaurin  devient  un  disque  trés-élendu;  dam 
les  deux  figures,  Taxe  de  rotation  est  le  plus  petit  des 
trois  axes  principaux.  Comme  la  rotation  est  nulle  à  la 
limite^  il  s'ensuit  que  la  sphère  n'est  pas  la  seule  figure 
d^ équilibre  d' une  masse  Jluiile  en  repos.  Le  même  géo- 
mètre a  démontré  que,  pour  un  mouvement  donné,  il 
n'est  jamais  plusieurs  ellipsoïdes  à  trois  axes  inégaux  qui 
soient  figures  d'équilibre;  et  même,  si  la  somme  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  devient  inférieure  a 
une  certaine  limite,  l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  cesse 
de  convenir  comme  figure  d'équilibre.  L'ellipsoïde  qui 
était  possible  au  delà  de  la  limite  est  venu  se  confondre 
avec  l'ellipsoïde  de  Maclaurin,  quand  la  somme  des  mo- 
ments des  quantités  de  mouvement  a  diminué  jusqu'à  la 
limite  qu'elle  ne  peut  dépasser. 

Ce  dernier  résultat  se  déduit  aisément  des  formules 
auxquelles  nous  sommes  parvenus.  En  effet,  si  l'on-  se 
rappelle  que  X^  et  X'*  sont  nécessairement  positifs  et  que 
l'une  de  ces  quantités  est  supérieure  à  l'unité,  on  voit  de 
suite  que  le  second  membre  de  Téquation  (5)  admet  un 
minimum  relativement  aux  variables  X^  et  X'*,  lesquelles 
sont  assujeliies  à  vérifier  la  relation  (6).  En  outre,  ce 
minimum  répond  à  des  valeurs  égales  des  deux  variables; 
car  la  relation  (6)  et  la  fonction  qu'il  s'agit  de  rendre  un 
minimum  ne  sont  point  altérées  par  la  permutation  des 
lettres  X*  et  X'*.  Ces  valeurs  communes  sont  les  racines 
supérieures  à  l'unité  de  l'équation  que  l'on  obtient  en. 
posant  X''  =  X'  dans  la  relation  (6). 

Cette  équation  est  la  suivante  : 

1(3 -h  i3V)  —  (3  -f-  i4 V  -I-  3X»)  arc  tangX  =  o. 
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Elle  n'admet  qu'une  seule  racine  snpérienre  à  Tunilé» 
saToir, 

1  =  1,3^6. 

Il  s'ensuit  que  Tellipsoïdc  à  trois  axes  inégaux  devient 
un  ellipsoïde  de  révolution,  où  l'excentricité  de  Tel- 
lipse  méridienne  est  0,8  ia6,  à  Tinstant  où  la  quantité 

— jTj-,  (tTi  )    ^^^ciï*^  Cï^  décroissant  la  valeur  0,0922;  au 

delà  l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  est  impossible. 

Terminons  en  observant  que  sur  Tellipsoïde  à  trois  axes 
inégaux,  comme  sur  Tellipsoïde  de  révolution  (p.  461), 
la  pesanteur  est  inversement  proportionnelle  à  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  centre  sur  le  plan  tangent  à  la  sur* 
face  au  point  considéré.  La  démonstration  est  la  même 
pour  les  deux  cas. 

4.  Un  tube  coudé  à  angle  droit  confient  une  colonne 
litjuide  qui  ne  peut  se  diviser.  Une  des  branches  étant 
horizontale  et  l'autre  verticale  y  on  fait  tourner  le  tube 
avec  une  vitesse  constante  autour  d'un  axe  vertical  qui 
passe  à  l^ extrémité  de  la  branche  hotizontala,  et  Véqui^ 
libre  s'établit.  Trouver  la  i^lation  qui  existe  entre  la 
vitesse  angulaire  w,  la  hauteur  h  de  la  colonne  verti^ 
cale,  la  longueur  l  de  la  colonne  horizontale  et  Li  lon^ 
gueura  de  la  branche  horizontale  du  tube. 

On  trouve 

h  = w*. 

Duce  EST,  Essais  sur  les  Machines  hydrauliques^  p.  229;  1777. 

5.  Une  demi-sphère  creuse  et  homogène,  renversée  sur 
un  plan  horizontal,  est  exactement  remplie  d'un  liquide 
homogène^  de  densité  connue  p.  Tout  le  système  tourne 
autour  de  Vaxe  de  la  demi'' sphère  avec  une  vitesse 

3o« 
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angulaire  constante  et  donnée  «>•  Déterminer  le  plus 
petit  poids  que  puisse  a%^oir  le  vase,  sans  que  le  liquide 
Réchappe  en  le  soulex^ant» 

Mommant  a  le  rayon  intérieur  de  la  demî-spbère,  on 
trouve  que  le  poids  doit  être  au  moins  égal  à 


"''"'G*'-^  ?"'")■ 


6.  Un  cylindre  circulaire  et  vertical,  exactement  rem- 
pli d'un  liquide  homogène  de  densité  connue  p,  est  fermé 
par  un  disque  homogène,  égal  à  la  base  de  la  surface 
interne,' et  mobile  autour  d'aune  charnière  fixée  à  la 
paroi.  Le  système^  tourne  autour  de  taxe  du  vase  at^ec 
une  vitesse  angulaire  constante  et  donnée  &).  Détermi- 
ner le  plus  petit  poids  que  puisse  avoir  le  couvercle,  sans 
que  le  liquide  s'échappe  en  le  soulevant. 

Nommant  a  le  rayon  intérieur  du  cylindre,  ou  trouve 
que  le  poids  du  disque  doit  être  au  moins  égal  à 


j  irpw'rt^ 


4 

7.  Un  cylindre  circulaire  et  vertical,  contenant  une 
quantité  de  liquide  dont  le  poids  joint  à  celui  du  vase 
est  égal  à  Q,  est  réuni  à  un  contre-poids  mobile  P  par 
V intermédiaire  d'un  cordon  sans  masse  engagé  sur  une 
poulie  fixe.  Le  système  monte  ou  descend  sous  V  action 
de  la  pesanteur^  pendant  que  le  vase  tourne  autour  de 
son  axe  avec  une  %ntesse  angulaire  constante  a>.  On  sup- 
pose le  liquide  parvenu  à  Vètat  d^ équilibre  dans  lequel 
sa  figure  est  invariable^  et  F  on  demande  de  détermina^ 
la  forme  de  la  surface  libre. 

Cette  surface  est  un  paraboloïde  de  révolution  autour 
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de  Taxe  du  vase-,  le  paramètre  de  la  parabole  génératrice 
est 

P-+-Q  »»' 

8.  Un  vcLse  de  dimensions  connues,  qui  a  la  forme 
d'un  cône  droite  ouyettparsa  base,  tourne  at^ec  une  vi- 
tesse angulaire  constante  o)  autour  de  son  axe,  qui  est 
vertical.  On  demande  quel  est  le  volume  du  liquide 
quil  peut  contenir  dans  cet  état  de  rotation,  et  quelle 
est  la  plus  petite  vitesse  de  rotation  qui  ne  pei  mette  à 
aucune  molécule  du  fluide  de  rester  dans  le  vase. 

Soient  h  la  hauteur  du  cône  et  a  le  rayon  de  la  base. 

Pour  une  vitesse  de  rotation  quelconque  ct),  lu  volume 
du  liquide  contenu  dans  le  vase  est  au  plus  égal  au  vo- 
lume qui  remplirait  le  vase,  diminué  de  —7 — • 

La  plus  petite  vitesse  ci>  qui  chasse  nécessairement  tout 
le  liquide  hors  du  vase  est 

9.  Une  sphère  creuse ^  exactement  remplie  d^un  li- 
quide^ et  percée  d^un  petit  orifice  à  son  extrémité  infé- 
rieure,  tourne  uniformément  autour  de  son  diamètre 
^*ertîcal,  On  demande  quelle  est  la  vitesse  de  rotation 
nécessaire  pour  empêcher  le  liquide  de  s^ écouler  tout  en- 
fier  part  orifice. 

Si  Ton  nomme  a  le  rayon  de  la  sphère,  on  trouve  que 
la  vitesse  angulaire  cherchée  est  égale  au  rapport  ^* 

10.  Un  cylindre  de  révolution,  qui  contient  une  masse 
d'air  connue,  tourne  uniformément  autour  de  son  axe 
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awec  lejluide  qu*il  renferme.  Déterminer  la  densité  de 
Pair  en  un  point  donné,  et  la  pression  totale  exercée 
sur  la  surface  latérale  du  cylindre,  en  négligeant  V ac- 
tion de  la  pesanteur  sur  lejluide. 

Soient  M  la  masse  du  fluide,  k  le  rapport  constant  de 
la  pression  à  la  densité,  a  le  rayon  intérieur  du  cylindre, 
A  la  hauteur  du  cylindre  et  o)  la  vitesse  de  rotation. 

La  densité  du  fluide  à  une  distance  de  Taxe  égale  à  r 
est 


Mo 


par  suite,  la  pression  totale  exercée  sur  la  surface  courbe 
est 
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CHAPITRE  PREMIER. 

MOUVEMENT  PERMANENT  DES  FLUIDES. 


On  dit  que  le  mouvement  d'un  fluide  est  petmanent^ 
lorsque  la  pression  reste  constamment  la  même  en  tout 
point  fixe  de  Tespace  occupé  par  la  masse  fluide,  et  qu'en 
outre  les  molécules  qui  passent  successivement  à  ce  point 
ont  toutes  la  même  vitesse  et  la  même  direction. 

SECTION  I. 

MOUVEMENT    PERMÀKEMT    DES    LIQUIDES    ET    DES    GAZ 
SANS    FROTTEMENT. 

Considérons  un  point  fixe  de  Tcspacc  occupé  par  la 
masse  fluide  en  mouvement. 

Soient  : 

x,  ^,  z  les  coordonnées  de  ce  poînt^ 

p  la  pression  rap|>ortée  à  Tunité  de  surface  au  même 
point; 

p  la  densité  du  fluide  ; 

i^sa  vitesse; 

X,  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  de  la  force 
accélératrice  extérieure  qui  sollicite  les  molécules  du 
fluide  à  rinstant  où  elles  passent  au  point  considéré. 
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On  a  Téquation 

(A)  dp=z^  {lidjc  -+.  Xdf  4-  ZJî  —  -  d.p\  ; 

d'où  Ton  voit  que  le  mouvement  permanent  sérail  impos- 
sible, si  X/Zr-H  Y//^  -H  Zi/s  n'était  pas  la  différentielle 
exacte  d'une  fonction  des  coordonnées  x,  y^  5,  considé- 
rées comme  variables  indépendantes. 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'un  fluide  sollicité  par  la 
seule  force  de  la  pesanteur,  dont  toutes  les  molécules  tra- 
versent successivement  deux  plans  horizontaux,  dans  des 
direciious  normales  et  avec  une  même  vitesse.  Si  Ton 
nomme  ci>  Taire  de  la  section  faite  dans  la  masse  fluide  par 
Tun  dei  deux  plans,  v  la  vitesse  et  p  la  densité  corres' 
pondantes,  ot)o,  (^o  ^^  /^o  les  quantités  analogues  pour  W 
section  faite  par  le  second  plan,  on  aura  Téquation 


\ 


..^ 


qui,  jointe  à  la  formule  (A)  et  à  la  relation  qui  lieeutr^'* 
elles  la  densité  et  la  pression,  suftira  pour  détermioe^^^^ 
toutes  les  circonstances  de  récoulement  à  travers  ub^^ 
section,  lorsque  l'état  du  fluide  sur  l'autre  section  se;t^^ 
connu. 

S'il  s'agit  d'un  liquide^  nommant  p  eip^  les  pressioc::^^^ 
corre.^pondautcs  aux  deux  sections,  et  z  la  distance  de  -  '^ 
section  co  au-dessous  du  plan  de  l'autre  section,  on  aura 


La  quantité  z  -h^ — ^  se  nomme  la  charge  sous  T^' 

quelle  a  lieu  l'écoulement. 

Cette  formule  peut,  sans  erreur  notable,  s'appliqxicr 
au  cas  où  les  sections  cû  et  tùo  ne  sont  pas  horizontale?^? 
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pourvu  que  dans  chacune  libelles  les  différences  de  ni- 
veau enire  les  différents  points  soient  toutes  très-petites^ 
car  alors  il  n*y  a  pas  grande  erreur  à  supposer  que  la  pres- 
sion et  la  vitesse  soient  les  mêmes  en  tout  pointde  chaque 
section. 

Quand  la  section  to^  est  horizontale  et  beaucoup  plus 

••• 

grande  que  la  section  u,  on  peut  négliger  le  rapport  —7; 

alors  la  formule  exprime  le  théorème  de  Torricelli  : 

Lorsquun  liquidr,  maintenu  dans  un  vase  à  un  ni* 
\^au  constant,  s*écoule  par  un  petit  orifice  dans  un  nù- 
tieu  oh  la  pression  est  la  même  quà  la  surface  de  ni'- 
%feau<^  la  vitesse  du  liquide  à  sa  sortie  est  égale  à  celle 
qui  serait  due  à  la  hauteur  du  niv^eau. 

Ce  théorème  se  vériâe  facilement  par  Texpérience.  En 
effet,  supposons  qu'on  ait  placé  sur  un  plan  horizontal  un 
Tase  prismatique,  où  le  liquide  soit  maintenu  a  un  niveau 
constant,  tandis  quil  s'échappe  par  un  petit  orilice  percé 
dans  l'une  des  faces  verticales.  Soient  z  la  hauteur  du 
niveau  au-dessus  de  l'on 6ce,  ^i  la  hauteur  de  Toriâce  au- 
dessus  du  plan  horizontal,  et  3a  la  distance  de  la  verti- 
cale menée  par  Torifice  au  point  où  la  veine  tombe  sur 
le  plan  horizontal,  quand  le  mouvement  permanent  est 
établi. 

Si  le  théorème  de  Torricelli  est  applicable,  le  carré 
construit  sur  la  ligne  a  doit  être  ^al  au  rectangle  con- 
struit sur  les  lignes  z  et  Zf  Car  chaque  molécule  de  la 
veine  liquide  peut  être  considérée  comme  un  projectile, 
lancé  de  l'oriBce  dans  une  direction  horizontale  avec  la 
vitesse  ^2 gz.  Par  suite,  en  négligeant  la  résistance  de 
Tair,  qui  a  peu  d'influence  dans  un  petit  parcours,  la  mo- 

lécule  liquide  emploie  le  temps    . pour  parcourir  la 
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distance  horizontale  2  a,  elle  temps  i/  — -  pour  parcourir 

la  distance  verticale  Zi  sous  Tinfluence  de  la  pesanteur. 
Égalant  ces  deux  temps,  il  vient 


«'=z»,. 


On  trouve  que  cette  relation  se  vérifie  quand  rorifice 
est  percé  en  mince  paroi^  c'est-à-dire  quand  Tépaisseur 
de  la  paroi  est  moindre  que  la  moitié  de  la  plus  petite  di- 
mension de  Touverlure.  Si,  pour  des  parois  plus  épaisses, 
on  avait  û*  =  [z  — c)  ^1 ,  la  vitesse  de  sortie  serait  égale 
à  y2g  (z  —  e)\  alors,  la  perte  de  force  vive  initiale  par 
unité  de  poids  Je  liquide  écoulé  serait  égale  à  2e. 

Dans  le  cas  d'un  orifice  percé  en  mince  paroi,  le 
volume  y  du  liquide  écoulé  pendant  le  temps  t  serait 
(ù^2gz  t,  si  l'on  pouvait  supposer,  comme  nous  l'avoDs 
fait,  que  la  vitesse  des  molécules  est  exactement  perpen- 
diculaire au  plan  de  Torifice.  Mais  on  conçoit  que  les 
molécules  liquides,  se  rendant  à  Torifice  de  tous  les  points 
du  vase,  y  arrivent  en  général  avec  une  direction  inclinée, 
en  décrivant  une  ligne  courbe  5  de  là  naissent  des  forces 
centrifuges,  qui  augmentent  la  pression  à  rorifice  de 
dehors  en  dedans  et,  par  cela  même,  diminuent  la  quantité 
de  liquide  qui  s'écoule.  En  effet,  on  reconnaît  que  le  vo- 
lume du  liquide  écoulé  pendant  le  temps  t  n'est  qu'une 
fraction  de  la  quantité  w  ^^gz  f ,  .égale  sensiblement 
à  0,62,  tant  que  le  diamètre  de  louverlure  n'excède  pas 
10  millimètres.  D'un  autre  côté,  on  observe  que  la  veine 
liquide  se  contracte  à  une  petite  dislance  de  l'orifice,  égale 
à  peu  près  au  diamètre  de  l'ouverture,  et  conserve  au  delà 
une  section  constante,  dont  l'aire  est  à  peu  près  les  o,64 
de  l'aire  de  Touverture.  D'après  cela,  on  peut  substituer 
l'aire  de  la  section  contractée  à  celle  de  Torifice  dans  la 
formule  \=(»)^2gz  £5  ou  bien  conserver  l'aire  de  Tori- 
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fice,  el  multiplier  le  Yolume  da  liquide  calculé  dans  cette 
hypothèse  par  le  coefficient  0,62  :  dans  les  deux  cas  on 
arrivera  à  des  résultats  sensiblement  conformes  à  ceux 
de  Texpérience. 

Torricelli  énonça  la  loi  de  l'écoulement  des  liquides  à 
la  fin  de  son  Traité  Ve  motu  gravium  naturaliter  accele^ 
rafo,  publié  en  i643  ]  elle  n'était  pour  lui  qu'un  résultat 
de  l'observation.  Newton,  dans  ses  Principes  (liv.  II, 
pr.  36),  et  Varignon,  dans  les  Mémoires  de  Vjécadémie 
des  Sciences  de  Paris  pour  Tannée  1708  (p.  a38),  s'ef- 
forcèrent de  tirer  cette  loi  des  principes  admis  en  Méca- 
nique; mais  leurs  raisonnements  ne  furent  point  à  Tabri 
d'objections  graves. 

Toutefois,  les  recherches  de  New  ion  ne  furent  point 
infructueuses*,  elles  ramenèrent  à  découvrir  le  phéno- 
mène de  la  contraction  de  la  veine.  Ses  observations  à  ce 
sujet  lui  fournirent  une  valeur  du  cocffidient  de  contrac- 
tion peu  différente  de  celle  qu'on  adopte  aujourd'hui. 

Ce  fut  Daniel  Bemoulli  qui  le  premier  démontra  le 
théorème  de  Torricelli  d'une  manière  lout  à  fait  satisfai- 
sante; et  même  il  établit  la  formule  citée  précédemment, 
oui  est  plus  générale.  Sa  démonstration  n'est  qu'une 
simple  application  du  principe  des  forces  vives.  Elle  parut 
d'abord  dans  les  Commentaires  de  Saint-Pétersbourg^ 
en  1727  (p.  1 1 1),  el  fut  développée  plus  tard  dans  YHy- 
drodynamique  du  même  auteur. 

Considérons  mainlenanl  unjluide  élastique. 

Posant  p  =  A'p,  et  conservant  d'ailleurs  la  même  nota- 
tion, on  arrive  à  la  formule 


/ 2ez  -h  2/  log  — 

V  ^ipi 
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Lorsque  la  distance  z  des  deux  sections  n'est  pas  tris- 
considérable,  on  peut  nëgliger  le  terme  3^7,  i  cause  de 

la  petitesse  du  rapport  j- 

Celte  formule  s'applique  au  cas  où  les  sections  ne  sont 
point  horizontales,  pourvu  que  leurs  dimensions  verti- 
cales ne  soient^as  considérables. 

Si  de  plus  le  rapport  —  est  très-petit,  la  formule  peut 

se  réduire  à  celle-ci  : 


,=  y/:./Ios^'. 


\ .  On  suppose  un  vase  dont  la  surface  intérieufe  est 
un  denû^eWpsoïde  ouyfert  suii^ani  un  plan  principal. 
Couverture  est  horizontale,  et  la  concavité  tournée  vers 
le  haut.  On  demande  de  couper  le  vase  par  un  second 
plan  horizontal^  de  manière  qu*en  maintenant  le  vase 
toujours  rempli  d^un  Uqiddoy  la  vitesse  du  liquide  qui 
s* écoule  par  V ouverture  inférieure  soit  un  minimum.  On 
demande  encore  de  déterminer  le  plan  sécant  par  la 
condition  que  le  volume  du  liquide  qui  s^ écoule  dans  un 
temps  donné  soit  un  maximum. 

Soient  a,  b^  c  les  demi-axes  de  rellîpsoïde,  le  dernier 
de  ces  axes  étant  vertical,  et  soit  z  la  distance  du  plan 
sécant  au  niveau  constant  du  liquide. 

La  vitesse  du  liquide,  à  sa  sortie  par  Touverture  infé- 
rieure, est 


v^ 


H^ 


i-ïï 


~      I—  -: 


Cette    vitesse  sera    un   minimum  quand   le  binôme 
2c'z  —  z'  sera  un  maximum,  c'est-à-dire  quand  on  aura 


•=Vî- 
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Le  volume  du  liquide  qui  sVcoule  dans  l'unité  de 
temps  est 


(-^)\/Ep|y- 


Ce  volume  sera  un  maximum  en  même  temps  que  la 
fraction 

c^est-à-dire  quand  on  aura 

z'  =  r' • 

2 

Moselkt's  Hjrdrostaticsj  p.   i65  et  i66. 

2.  Déterminer  le  volume  du  liquide  qui  s^écoule  dans 
un  temps  donnée  par  une  ouv^erture  circulaire  de  dimen^ 
sions  finies,  pratiquée  dans  la  paroi  verticale  d*un  vase 
où  le  nii^eau  est  maintenu  constamment  à  la  même  hau^ 
teur. 

Soient  r  le  rayon  de  l'ouverture  circulaire,  nr  la  dis- 
tance du  centre  de  ce  cercle  au  niveau  du  liquide,  et  6 
Tangle  d'un  rayon  quelconque  avec  la  verticale  qui  est 
dirigée  de  bas  en  haut. 

Décomposons  Taire  de  Fouverture  en  tranches  hori* 
zontales  infiniment  minces.  L'aire  d'une  tranche  sera 

2rsin0  X  —  r/.rcosô  =  2r*sio'0rfô, 

et  sa  distance  au  niveau, 

nr  —  rcosô. 

Le  volume  du  liquide  qui  s'écoule  pendant  le  temps  t, 
â  travers  Tune  de  ces  trUnches,  est 


/ y'i^^^r-— cosô)  2 r' sin' 0  rfô ; 
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et,  par  «uîte,  le  volume   V   du  liquide   «Juî  s'écoule 
dans  le  même  temps  par  Touyerture  entière  est  ^1  à 

2t\/^Mgï^  l     sîn*9(i  —  - — J   rffl. 

Or,  d'une  f)art5 

1 

/  COS0\*  I  COS0  I.ICOS^Ô  I.  1.3  €08*9 


y- 

^  J 

/    -^ 

i    in          1.2  2' 
i.i.3.5cos«0 

- . . .  j 

1.2.3 

a'/i» 

1.2.3.4  ^*«* 

d'autre 

part, 

X'*'" 

»0cos' 

9d9  = 

'        fcos'Ôr/ô 

z= 

1.3.5... (f-i) 
2.4.6...       1      / 

1 
0, 

si  f  est 
si  f  est 

pair; 
impair. 

Donc, 

f /        iiï  i.3.53i     1 

^     ^    \      2  4  2 '^      2.3.44^^'' 

1 .3.5.7.9  3.5  1     I  \ 

""  2.3.4.5.6  4T6  8  i^^n'"'")' 

Dans  le  cas  particulier  ou  le  niveau  du  liquide  affleure 
le  sommet  de  l'orifice,  Tintégration  peut  s'effectuer  en 
quantités  finies,  et  l'on  trouve 

._64 


BossuTy  Traité  (f  Hydrodynamique,  t.  I,  p.  266. 

3.  Démontrer  que  les  paraboles  décrites  par  les  filets 
liquides  qui  s'échappent  à  travers  de  petits  orifices^  pra- 
tiqués dans  la  paroi  d'un  cylindre  vertical  oà  leliqiiide 
est  maintenu  à  un  niveau  constant,  sont  toutes  tangentes 
à  un  même  cône,  dont  les  génératrices  font  avec  la  ver- 
ticale un  angle  de  4^  degrés. 
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.  Trois  vases  A,  B,  C,  ^  larges  sections j  ouuerts  à 
*  partie  supérieure,  sont  placés  Vun  à  côté  de  Vautre, 
vase  A  communique  auec  le  vase  B  par  un  petit  ori^ 

dont  Vaire  est  co;  le  vase  B  communique  avec  le 
e  C  par  un  petit  orifice  dont  Vaire  est  0/5  enfin  le 
e  C  communique  auec  V  extérieur  par  un  petit  ori^- 

dont  Vaire  est  tù".  Ces  trois  orifices  sont  situés  dans 
liéme  plan  horizontal.  L'arrivée  continuelle  dUine 
%e  liquide  dans  le  vase  A  y  maintient  le  niveau  du 
ide  à  une  hauteur  constante  h  au-dessus  du  plan  des 
s  orifices;  et  Von  suppose  que  le  mouvement  perma^ 
t  soit  établi.  Il  s^agit  de  déterminer  le  volume  du 
ide  qui  traverse  Vun  quelconque  des  trois  orifices 
dant  V unité  de  temps. 

.e  volume  cherché  est 


^i 


^gà 


I 


BossuT,  ibid,^  p.  269. 


».  Trouver  la  quantité  d'eau  qui  s'écoule  dans  F  unité 
temps  à  travers  une  ouverture  rectangulaire ^  dont 
\x  côtés  sont  verticaux,  et  qui  est  pratiquée  dans  la 
vid^un  vase  oit  le  niveau  est  maintenu  constamment 
%  même  hauteur, 

ioîent  a  la  largeur  de  Touverlure,  h  et  h  les  distances 

bord  supërîeur  et  du  bord  inférieur  au  niveau  du  li- 

de. 

^6  volume  cherché  est 


a^ligU''  -h'\ 


2 

3 

BossuT,  ibid.,  p.  261. 
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6.  Un  vase  quin  la  forme  d^un  parabolotde  de  révo- 
lution, ouvert  suivant  deux  sections  horizontales  per» 
pendiculaires  à  l'axe,  laisse  échapper  le  liquide  qu'il 
contient,  tandis  quune  égale  quantité  de  liquide  arrive 
à  V ouverture  supérieure^  et  maintient  le  vase  constam- 
ment rempli.  On  admet  que  le  mouvement  soit  perma- 
nent; et  Von  propose  de  trouver  la  relation  qui  existe 
entre  le  volume  du  liquide  qui  s'écoule  dans  V unité  de 
temps  et  les  distances  du  sommet  du  paraholoïde  aux 
plans  des  deux  ouvertures. 

Si  Ton  nomme  p  le  paramètre  de  la  parabole  méri- 
dienne, X  et  x'  les  dislances  du  sommet  du  paraboloide  à 
Touverlure  supérieure  et  à  Touverture  inférieure,  et  V 
le  volume  du  liquide  qui  s'écoule  dans  Tunilé  de  temps, 
on  trouve  la  relation 

MosELET^s  Hydrostatics,  p.  i65. 

SECTION  II. 

MOUVEMENT  PERMANENT    DES    LfQUIDES    AVEC  FEOTTEMEM 

1.  Effet  d'un  élargissement  brusque  de  section  dans 
une  conduite  d'eau,  —  Effet  d'un  coude.  —  Considé- 
rons un  liquide  arrivant  par  Torifice  ÂB  dans  une  con- 
duite CDB'A'  d'un  plus  grand  diamètre.  Nous  suppose- 
rons que  les  sections  AB,  A'B'  sont  assez  petites,  ou  du 
moins  que  la  charge  sous  laquelle  le  liquide  s'écoule  est 
assez  grande  relativement  à  Taire  des  sections,  pour 
qu^on  puisse  considérer  comme  égales  les  vitesses  corres- 
pondantes à  tous  les  points  d'une  même  section,  lors 
même  que  son  plan  ne  serait  pas  horizontal.  Nous  ad- 
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mettrons  encore  que  le  liquide  traverse  perpendiculaire- 
ment les  deux  plans  A6,  A'B'  ;  et  nous  ne  tiendrons  point 
compte  ici  du  frottement  qui  s'exerce  contre  les  parois. 

Fig.  83. 


Soient  : 

p  la  densité  du  liquide; 

Cl)  Taire  de  la  section  A6; 

^  la  vitesse  et  p  la  pression  moyenne  (*)  sur  la  même 
section  ; 

Cl)',  v'  et  p'  les  quantités  analogues  pour  la  section 
A'B'-, 

z  la  distance  du  centre  de  gravité  de  Taire  (J  au-des- 
sous du  plan  horizontal  qui  passe  par  le  centre  de  gravité 
de  Taire  co; 

Abba  la  colonne  liquide  qui  traverse  Touverture  AB 
pendant  le  temps  très- court  dt] 

AlWb'a'  la  colonne  liquide  qui  traverse  la  section 
A'B'  dans  le  même  temps. 


(•)  Voir  p.  375. 

II.    2»  ÉOIT. 


3i 
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La  loi  de  récoulement  nous  sera  donnée  par  Féquation 
des  forces  vives,  jointe  à  la  relation 

(l)  wP  =  wV. 

L'accroissement  de  force  vive,  que  reçoit  pendant  Tin- 
stant  dt  la  masse  liquide  qui  au  commencement  de  cet 
instant  occupait  l'espace  CDB' A',  se  compose  de  la  force 
vive  que  possède  le  liquide  A!W  b'a'  à  la  fin  de  Tin- 
stant  dt^  savoir  ptù'i^'dt.u'*,  moins  la  force  vive  que  pos- 
sédait le  liquide  ABba  au  commencement  de  l'instant  dt^ 
savoir  ptù^dl.u*^  plus  la  différence  entre  la  force  vive 
du  liquide  qui  occupe  Tespace  CAa&BDB'Â'  à  la  fin  de 
l'instant  dty  et  la  force  vive  du  liquide  qui  occupait  le 
même  espace  au  commencement  de  Tinstant  dt'^  or  cette 
différence  est  nulle  en  vertu  de  la  permanence  du  mou- 
vement. Ainsi,  r accroissement  total  de  force  vive  pen- 
dant Tinslaut  dt  est 

Les  travaux  des  forces  qui  agissent  sur  la  même  masse 
liquide  pendant  Tinstant  dt  sont  : 

1^  Le  travail  de  la  pression  p,  savoir  (ùp.s^dt\ 

7?  Le  travail  résistant  de  la  pression  p\  savoir 
—  û)'/Jl^  y'dt  ou  —  tùp',  s^dt  \ 

'^^  Le  travail  de  la  pesanteur.  Ce  travail  est  la  diffé- 
rence entre  la  somme  des  produits  que  Ton  obtient  en 
multipliant  le  poids  de  chaque  molécule  de  la  masse  li- 
quide CDB' A'  par  la  hauteur  de  cette  molécule  au-dessus 
d  un  plan  horizontal,  et  la  somme  semblable  relative  à  la 
masse  liquide  CAa&BD  b'a'  et  au  même  plan  horizontal. 
Or  cette  différence  est  évidemment  égale  au  produit  du 
poids  de  la  masse  liquide  K&ba  par  la  hauteur  de  son 
centre  de  gravité  au-dessus  du  plan  horizontal,  moins  le 
produit  du  poids  de  la  masse  liquide  A'B'b^a'  par  la  hau- 


HYD&ODTlfAMlQUE.  4^3 

leur  de  son  centre  de  gravité  au-dessus  du  même  plan 
horizontal.  Ces  deux  niasses  liquides  étant  des  tranches 
infiniment  minces  et  de  même  poids,  le  travail  dont  il 
s'agit  est 

4^  Le  travail  résistant  des  réactions  mutuelles  qui  se 
produisent  entre  les  molécules  liquides.  Dans  T ignorance 
où  nous  sommes  relativement  à  la  loi  des  actions  molé- 
culaires, il  nous  est  nécessaire,  pour  calculer  ce  travail, 
d'introduire  quelque  hypothèse  en  harmonie  avec  les  ré- 
sultats de  Texpérience.  Admettons  d'abord  que  les  molé- 
cules liquides  puissent  être  assimilées  à  de  petites  billes 
dépourvues  d'élasticité,  qui  se  choquent  sans  frottement. 
Alors  la  masse  liquide  qui  occupe  l'espace  CDB^A'  au 
commencement  de  l'instant  dt  éprouvera  pendant  cet 
instant,  par  l'effet  des  chocs  mutuels  de  ces  molécules, 
une  perte  de  force  vive  dont  la  mesure,  donnée  par  le 
théorème  de  Camol  (p.  274),  est  la  force  vive  due  aux 
vitesses  perdues,  savoir  pw  1^^.(1^  —  p»')*.  Le  travail  ré- 
sistant dû  aux  réactions  mutuelles  des  molécules  sera  donc 

— pf^pdt.{f —  ç^y. 

Nous  pouvons  arriver  au  même  résultat  par  d'autres 
considérations.  Pour  cela,  observons  d'abord  que  les  réac- 
tions mutuelles  des  molécules  ne  seraient  point  changées, 
si  tout  le  système  était  animé  d'une  vitesse  uniforme, 
égale  et  contraire  à  la  vitesse  de  la  tranche  A'B',  en  sorte 
que  les  molécules  situées  sur  cette  tranche  soient  dans 
un  état  de  repos  absolu.  Ainsi,  nous  pouvons  admettre 
que  tout  se  passe  dans  la  colonne  liquide  CD6' A'  à  peu 
près  comme  dans  un  vase  en  repos,  à  large  section,  con- 
tenant une  certaine  quantité  de  liquide,  et  qui  reçoit  à 
aa  surface  une  petite  veine  liquide  animée  d'une  vitesse 

Si. 
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égale  à  i^  —  i^'.  Or^  dans  ce  cas,  on  observe  que  le  liquide 
reste  sensiblement  immobile  dans  Pintérieur  du  vase^ 
d*où  il  résulte  que  la  force  vive  détruite  dans  un  temps 
donné  par  les  réactions  moléculaires  est  sensiblement 
égale  à  la  force  vive  du  liquide  qui  arrive  dans  le  même 
temps. 

D'après  cela,  les  actions  moléculaires  qui  s'exercent 
dans  la  masse  liquide  CDB'A'  lui  font  perdre  une  force 
vive  égale  à  pttu^dt,  (^  —  p»')*,  et  le  travail  correspondant 
est 

—  p(avfii,(p  — 1/)% 

comme  nous  Tavons  déjà  trouvé. 

Ajoutant  tous  les  travaux  obtenus,  et  égalant  le  double 
de  cette  somme  à  la  force  vive  perdue,  on  obtient  l'équa- 
tion cherchée. 

Le  terme  (      )  >  qui  provient  seul  des  réactions 

\  ^^'g  ) 
moléculaires,  est  égal  à  la  hauteur  due  à  la  vitesse  \>  — v\ 
Il  en  résulte  ce  théorème  important  :  Le  passage  brusque 
tle  la  vitesse  \f  à  la  vitesse  plus  petite  %^'  produit  une 
perte  de  charge  égale  à  la  hauteur  due  à  la  différence 
de  ces  vitesses. 

L'équation  précédente,  jointe  à  la  relation  (i),  fait 
connaitrela  vitesse  i^'en  fonction  des  pressions  p,  p'  : 


JNous  avons  supposé  que  les  molécules  liquides  traver- 
sent l'ouverture  AB  avec  une  vitesse  perpendiculaire  au 
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plan  de  celte  section.  Si  le  liquide  est  conduit  yers  cette 
ouverture  par  une  paroi  continue,  cet  le  supposition  sera 
vérifiée;  mais,  si  la  forme  de  la  paroi  est  discontinue, 
comme  dans  le  cas  de  la  figure,  alors  la  veine  liquide  se 
contractera  au  delà  de  Touverture,  el  la  supposition  de  la 
perpendicularité  des  vitesses  ne  sera  plus  vérifiée  pour  la 
section  ÂR,  mais  bien  pour  la  section  de  la  veine  con- 
tractée. 

Dans  ce  cas,  on  imaginera  que  la  veine  liquide  soit 
entourée  d'une  paroi  très- mince,  ouverte  suivant  la  sec- 
tion de  la  veine  contractée,  et  Ton  substituera  cette  sec- 
tion à  la  section  ÂB  dans  tous  les  raisonnements  qui 
précèdent.  Les  formules  resteront  les  mêmes,  si  ce  n^est 
que  les  quantités  ^,  z,  i^  se  rapporteront  à  la  section  con- 
tractée, et  que  Taire  tù  de  Touverture  AB  sera  remplacée 
par  celle  de  la  section  contractée  Ào),  X  désignant  le  coeffi- 
cient de  contraction. 

Le  pression  ^'peut  se  mesurer  facilement,  en  ajustant 
un  tube  de  verre  vertical  sur  le  contour  de  la  section  A'B^ 
et  mesurant  la  hauteur  à  laquelle  le  liquide  s'élève  dans 
ce  tube.  Il  n'est  pas  aussi  facile  de  mesurer  la  pression  p 
qui  s'exerce  dans  la  veine  contractée;  mais  il  est  aisé 
d'obtenir  une  formule  où  celte  pression  soit  remplacée 
parcelle  qui  s'exerce  dans  une  section  quelconque  AtB«, 
située  en  amont  de  l'ouverture  AB. 

Soient  : 

(«>«  Taire  de  la  section  AtB«; 

1^0  la  vitesse,  et  p«  la  pression  moyenne  sur  la  même 
section  ; 

Zo  la  hauteur  du  centre  de  gravité  de  cette  section  au- 
dessus  du  plan  horizontal  qui  passe  par  le  centre  de  gra- 
vité de  la  section  de  la  veine  contractée. 

Appliquant  le  théorème  des  forces  vives  à  la  masse  li- 
quide comprise  entre  la  section  AfBf  et  la  section  de  la 
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veine  contractée,  on  trouve  Tëquation 

? 
qui,  ajoutée  à  l'équation  (a),  donne 

(3)         P'»-  P\  =  2^î-^^  4-  2^  (8  4-  Z.)  -  (P  -  P'  )\ 

? 

Si  l'on  élimine  i^  et  i^^  à  l'aide  des  relations 
on  obtient  la  formule 

où  il  ne  figure  plus  que  des  quantités  facilement  mesu- 
rables. 

La  formule  principale  (  a)  a  été  dounée  en  premier  lieu 
par  Borda,  dans  les  Mémoires  de  V  Académie  des  Sciences 
de  Paris^  1766,  p.  690.  Elle  s'applique  à  tous  les  cas  où 
quelque  étranglement  dans  la  colonne  liquide  produit 
des  mouvements  irréguliers  et  tumultueux.  On  voit  par 
là  avec  quel  soin  il  faut  éviter  les  changements  brusques 
de  section  dans  les  tuyaux  de  conduite,  si  Ton  ne  veut  pas 
diminuer  rapidement  la  dépense. 

Plus  généralement,  toute  cause  qui  produit  une  agita- 
tion irrégulière  dans  la  colonne  liquide  diminue  sa  force 
vive  et,  par  suite^  diminue  sa  vitesse.  Les  coudes  brusques 
produisent  cet  effet  à  un  haut  degré  pi  faut  donc  les  évi- 
ter avec  le  même  soin  que  les  étranglements. 

On  n'a  pas  encore  appliqué  le  calcul  avec  succès  à  It 
détermination  de  la  perte  de  charge  occasionnée  par  un 
coude.  Toutefois  l'expérience  montre  que  la  perte  de 
charge  est  négligeable,  lorsque  le  coude  est  bien  arrondi, 
et  que  le  rayon  du  cercle  est  plus  grand  que  dix  fois  le 
diamètre  de  la  conduite. 
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2.  Influence  d'un  ajutage  cylindrique  sur  la  dépense 
d'un  orifice.  —  Expérience  de  Venturi.  —  Quand  le 
liquide  commence  â  couler  dans  un  ajutage  cylindrique, 
Fig.  g^  il  arrive  en  remplissant 

tout  le  cylindre,  parce 
*  ^''Ji  que  les  premières  molé- 

cules qui  se  présentent 
ont  peu  de  vitesse,  et 
par  suite  peu  de  force 
centrifuge  tendant  a 
contracter  la  veine. 
Mais,  à  mesun;  que  la 
vitesse  augmente,  les 
molécules  liquides  arri- 
vant dans  Tajutage  se 
pressent  plus  vivement 
vers  Taxe  du  cylindre, 
et  il  tend  à  se  former  un  vide  autour  de  la  section  con- 
tractée. En  même  temps,  la  pression  atmosphérique,  qui 
s^exerce  à  la  sortie,  refoule  le  liquide  et  le  force  à  rem- 
plir encore  tout  Tajutage.  De  ces  deux  actions  «combi- 
nées il  résulte  que  la  veine,  se  contractant  à  une  petite 
distance  de  rembouchure,  s'y  trouve  entourée  d'un  an- 
neau de  liquide  à  Télat  de  remous  sous  une  pression 
inférieure  à  la  pression  atmosphérique,  et  sort  en  rem- 
plissant tout  le  cylindre.  Comme  d^ailleurs  il  doit  passer 
dans  le  même  temps  une  même  quantité  de  liquide  à 
travers  chaque  section,  il  y  a  nécessairement  change- 
ment rapide  de  vitesse  dans  Fajutage,  accompagné  de 
mouvements  irréguliers,  et  il  en  résulte  une  perte  de 
force  vive,  qui  se  calcule  a  l'aide  du  théorème  démontré 
au  numéro  précédent. 

Admettons,  poursimpliâer,  quele  liquide  arrive  d^un 
vase  à  large  section,  ouvertdans  l'atmosphère  ^  et  soient  : 
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0)  Taire  de  la  seciion  de  Tajutage; 

ci)^  Taire  de  la  section  horizontale  du  vase  faite  au  ni- 
veau du  liquide  ; 

jBo  la  hauteur  du  niveau  dans  le  réservoir  au-dessus  du 
centre  de  gravité  de  Touverture  par  laquelle  le  liquide  dé- 
bouche dans  l'atmosphère  ; 

A  le  coefficient  de  contraction  de  la  veine  dans  Tajutage^ 

%f'  la  vitesse  du  liquide  a  sa  sortie. 

Appliquant  la  formule  (4)  du  numéro  précédent  au  li- 
quide qui  est  contenu  dans  le  réservoir  et  dans  Tajutage, 

et  négligeant  le  rapport  -^  9  il  vient 


(«) 


•"['^G""')']"^^*" 


Si  Ton  pose  ).  =  0,62,  on  obtient  pour  la  vitesse  du  li- 
quide a  sa  sortie  de  Tajuiage 

I^=:0,85V^2^. 

Le  volume  du  liquide  qui  s'écoule  pendant  Tunité  de 
temps,  ou  la  dépense  de  Torifice,  est 

V=  o,85w  ^2gz9. 

Sans  ajutage  on  aurait  eu 

f/  =  V^a^z,,     et    y  z=zOy62<^  s/ngz.; 

la  vitesse  eût  é(é  plus  grande,  mais  la  dépense  eût  été  plus 
petite  dans  le  rapport  de  62  à  85. 

Si  le  frottement  du  liquide  contre  la  paroi  de  l'ajutage 
peut  se  négliger,  ces  résultats  subsistent  quelle  que  soit 
la  longueur  du  tuyau,  pourvu  qu'elle  soit  au  moins  ^ate 
au  double  du  diamètre.  Nous  verrons  plus  loin  comment 
on  peut  tenir  compte  du  frottement  contre  la  paroi  du 
tuyau,  quand  sa  longueur  est  considérable. 
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Les  expériences  donnent  en  moyenne  pour  la  dépense 
des  ajutages  cylindriques 

V  =  o,82w  s^^gz^. 

La  petite  diflërence  qui  existe  entre  cette  formule  et 
celle  que  le  calcul  nous  a  fournie  peut  être  attribuée 
aux  frottements  contre  les  parois  et  aux  petites  inéga- 
lités entre  les  vitesses  des  filets  liquides  qui  composent  la 
veine  (*). 

Les  expériences  les  plus  célèbres  sur  les  ajutages  sont 
celles  de  Yenturi.  Ce  physicien  a  reconnu  que  Taugmen- 
tation  de  dépense  produite  par  les  ajutages  cylindriques 

(  *  )  Il  est  aisé  de  Toir  que  la  supposition  d'une  TÎtesse  commnne  à  tons 
les  points  d'une  même  section,  égale  au  quotient  de  la  dépense  par  l'aire 
de  la  section,  donne  toujours  une  force  tîtc  inférieure  à  celle  qui  existe 
réellement  quand  les  Titesses  sont  inégales. 

En  effet,  soient  v  la  vitesse  fictiTe  commune  à  tous  les  points  de  la  sec- 
tion Al,  u  la  vitesse  réelle  correspondante  à  l'élément  dot,  et  c  la  différence 
u  —  p.  La  force  tîto  réelle  et  la  force  Yiye  calculée  dans  l'hypothèse  d'une 
vitesse  commune  seront  respectivement  proportionnelles  à 

fu^dot    et    v*o». 
Or,  on  a 

d'ailleurs 

3f -+-  e  =  at'H-  u, 

et  l'intégrale  ftdot  est  nulle,  puisque  la  dépense  calculée  d'après  les  vi- 
tesses réelles,  fudot,  est  égale  à  la  dépense  calculée  dans  l'hypothèse  de 
la  vitesse  commune,  fvdoi.  Donc  il  reste 

/«"rfw  =  i^« -h /«*  (a*» -+-  w)  rfft»; 

comme  iv-^u  est  une  quantité  essentiellement  positive,  il  s'ensuit  que  la 
différence  /u'Jw  —  p*»  s'exprime  par  une  intégrale  dont  tous  les  élé- 
ments sont  positifs. 

Il  en  résulte  que  dans  l'équation  (i)  le  coefficient  de  v**  est  un  peu  trop 
faible,  quand  on  se  place  dans  l'hypothèse  d'une  vitesse  commune  à 
toutes  les  molécules  d'une  même  section.  Par  suite,  la  valeur  de  v'  tirée 
de  cette  équation  est  un  peu  trop  considérable. 

Cette  remarque  est  de  M.  Poncelet;  elle  s'applique  à  toutes  les  for- 
mules obtenues  dans  cette  section  de  l'ouvrage. 
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est  due  à  la  différence  des  pressions  qui  s^exercent  sur  la 
section  contractée  de  la  veine  liquide  et  sur  la  section  de 
sortie.  En  effet,  il  a  constaté,  d'une  part,  que  l'augmenta- 
tion de  la  dépense  cesse  quand  on  pratique  une  petite 
ouverture  dans  la  paroi  de  Tajutage  qui  entoure  la  veine 
contractée;  et  d^ autre  part,  que  si  Ton  adapte  sur  l'ajutage 
un  tube  de  verre  recourbé,  débouchant  dans  la  cavité 
annulaire  qui  entoure  la  veine  contractée,  et  plongeant 
son  extrémité  inférieure  dans  une  cuve  d'eau  colorée, 
Peau  de  la  cuve  s'élève  dans  le  tube  et  s'y  maintient  à 
une  certaine  hauteur. 

Dans  Tune  de  ses  expériences,  où  la  hauteur  du  niveau 
au-dessus  de  l'ajutage  était  de  o°^,88,  l'eau  colorée  s'est 
élevée  à  o°*,65. 

Cette  hauteur  est  précisément  celle  qu'indique  le  cal- 
cul. Car,  si  l'on  nomme  : 

po  la  pression  atmosphérique-, 
u'  la  vitesse  à  la  sortie  de  Tajutage; 
p  la  pression  sur  la  section  de  la  veine  contractée; 
u  la  vitesse  sur  cette  même  section  ; 
Zo  la  hauteur  du  niveau  au-dessus  du  centre  de  gravité 
de  la  même  section  ; 

On  a,  d'après  le  principe  des  forces  vives, 

? 
D'un  autre  côté,  on  a 

ou  bien,  posant  X  =  o,6a  et  remplaçant  \f'  par  la  valeur 


*'=r 


observée  0,82  ^2gZQ^ 

~~  0,62 
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Celte    valeur»  reportée  dans    réqualion  précédente, 


donne 


S? 


"'[(êï)'-']'-^^'^^"-' 


FIg.  85. 


d'où  Ton  voît  que  la  hauteur  de  la  colonne  d'eau  soulevée 
dans  le  tube  sera  0,75^0.  Or,  sî  Ton  fait  Zo  =  o'^jSS,  on 
trouve  la  hauteur  o",66,  qui  s*accorde  très-bien  avec 
Fexpérience  de  Venturî . 

3.  Influence  d^un  ajutage  conique  divergent  sur  la 
dépense  d^un  orifice.  —  Nous  supposons  un  ajutage  di- 
vergent ABB'A',  dont  la 
plus  petite  section  ÂB  est 
raccordée  avec  les  parois 
du  vase  par  une  surface 
continue.  L'expérience 
montre  que  le  liquide  ne 
se  sépare  point  de  la  pa- 
roi de  l'ajutage,  quand  il 
mouille  la  substance  dont 
cette  paroi  est  formée,  à  moins  que  l'évasement  ne  soit  trè^ 
considérable.  Ainsi,  nous  admettrons  que  la  veine  liquide 
remplit  exactement  l'ajutage,  et  nous  nous  placerons  dans 
les  mêmes  circonstances  que  quand  il  s'agissait  d'un  aju- 
tage cylindrique.  La  notation  restera  la  mème^  les  quan- 
tités Cl),  p,  u  se  rapporteront  à  la  plus  petite  section,  et 
les  quantités  co',  u'  se  rapporteront  à  l'ouverture  de  sortie. 
Quoiqu'il  y  ait  un  changement  de  vitesse  assez  rapide 
entre  les  sections  AB,  A'B^  néanmoins,  comme  la  veine 
coule  sans  agitation,  il  n'y  a  pas  lieu  de  tenir  compte 
des  actions  moléculaires. 

La  vitesse  à  la  sortie  de  l'ajutage  sera  donc 
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et  le  volume  du  liquide  écoulé  dans  Tunilé  de  temps  sera 

La  dépense  V  de  Tajutage  augmente  quand  on  accroit 
l'ouverture  de  sortie  co';  mais  elle  ne  peut  pas  augmenter 
indéGnimcnt,  si  la  charge  z^  et  la  plus  petite  section  oi 
restent  constantes.  En  effet,  la  pression  ^  devant  rester 
positive,  la  relation 


montre  que  la  vitesse  y  ne  peut  surpasser  i/  ngzo  H — ^i 
par  suite,  la  dépense  coi^  ne  peut  pas  être  supérieure  à  la 

-  /  ^P« 

quantité  co  1/  2gZo  H — ^  • 

La  dépense  atteint  cette   limite,  quand  les  sections 
extrêmes  vérifient  la  relation 


ou  bien 


«'\/2^=«  W  2^2, 


2/^ 


Si  le  rapport  —  était  supérieur  au  second  membre  de 

cette  dernière  équation,  la  veine  liquide  se  briserait  ou 
cesserait  de  remplir  Tajutage. 

L'ajutage  divergent  jouît  de  cette  propriété  remar- 
quable, qu  il  peut  fournir  une  dépense  supérieure  à  celle 
qui  aurait  lieu  par  Touverlure  de  la  plus  petite  section, 
si  la  veine  liquide  traversait  celte  ouverture  sans  contrac- 
tion sous  la  charge  donnée.  Ce  résultat  s^explique  eu  ob- 
servant que  la  pression  moyenne  p,  dans  la  plus  petite 
section  de  Tajutage,  peut  être  inférieure  à  la  pression  at- 
mosphérique po« 
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On  a  peu  d'expériences  sur  les  ajutages  divergents  à 
forme  continue;  de  sorte  qu'on  ne  saurait  dire  avec  quel- 
que certitude  de  combien  la  limite  réelle  de  la  dépense 
est  inférieure  à  celle  que  donne  le  calcul,  en  négligeant  les 
frottements  et  supposant  tous  les  filets  delà  veine  liquide 
animés  d'une  même  vitesse. 

4.  Effet  du  frottement  dans  les  tuyaux  d*une  grande 
longueur.  —  On  peut  se  figurer  la  colonne  liquide  qui 
coule  dans  un  tuyau,  comme  formée  de  couches  concen- 
triques. La  couche  extérieure  est  ralentie  par  son  frotte- 
ment contre  la  paroi  du  tuyau  ;  cette  couche  ralentit  à  son 
tour  la  couche  intérieure  qui  lui  est  contiguë,  et  celle-ci 
la  couche  suivante,  en  sorte  que  chaque  couche  est  ra- 
lentie par  la  couche  extérieure  adjacente^  et  accélérée  par 
la  couche  intérieure.  Ainsi,  la  vitesse  n'est  point  la  même 
sur  tous  les  points  d'une  même  section.  Néanmoins,  dans 
les  calculs  que  nous  avons  en  vue,  nous  pourrons  supposer 
à  toutes  les  molécules  situées  sur  une  même  section  une 
vitesse  commune  i^,  égale  au  quotient  du  volume  d'eau 
qui  traverse  la  section  dans  l'unité  de  temps  par  Taire  de 
cette  section.  Pour  déterminer  cette  vitesse,  dans  le  cas  où 
le  tuyau  a  une  section  constante  et  n'est  point  coudé  brus- 
quement, on  peut  considérer  la  colonne  liquide  comme 
une  tige  flexible,  glissant  dans  l'intérieur  du  tube,  et  re- 
tardée sans  cesse  par  le  frottement  des  parois;  mais  l'in- 
tensité de  cette  force  de  frottement  ne  sera  pas  régie  par 
les  mêmes  lois  que  dans  le  cas  de  deux  corps  solides  glis- 
sant l'un  sur  Tautre. 

Prony  (*)  a  fait  voir  qu'on  arrive  à  des  résultats  satis- 
faisants, si  l'on  suppose  cette  force  égale  au  produit  de  la 

C  )  Cette  loi  du  frottement  des  liquides  STsit  été  signalée  par  Coulomb 
dès  Tannée  1800,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  lU, 
p.  a46;  mais  ce  physicien  n'avait  point  montré  l'application  qu'on  peut  eu 
faire  à  l'écoulement  des  liquides. 
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densité  du  liquide,  de  la  surface  du  tuyau  baignée  par  le 
liquide,  et  d'une  certaine  fonction  de  la  vitesse.  Cette 
fonction  est  de  la  forme  au-h^i^*i  a  et  ^  représentent 
des  coefficients  dépendants  de  la  nature  du  liquide,  mais 
indépendants  de  la  vitesse,  indépendants  de  la  section  da 
tuyau  et  même  de  la  nature  des  parois,  du  moins  pour 
les  substances  communément  employées. 

Lorsque  le  liquide  considéré  est  de  Feau,  si  l'on  prend 
le  mètre  pour  unité  de  longueur,  et  la  seconde  pour  unité 
de  temps,  on  a,  suivant  Prony, 

a  HT  0,000170,     p=o, 003416. 
Soient  : 

p  la  densité  du  liquide  *, 

0)  Taire  de  la  section  constante  du  tuyau,  que  nous 
supposerons  circulaire^ 

D  le  diamètre  de  cette  section  ^ 

/  la  longueur  du  tuyau  ; 

p  la  pression  moyenne  qui  s'exerce  sur  la  section  supé- 


rieure ; 


p'  la  pression  moyenne  qui  s'exerce  sur  la  section  in- 
férieure ; 

z  la  distance  du  centre  de  gravité  de  cette  dernière  sec- 
tion au  plan  horizontal  qui  passe  par  le  centre  de  gravité 
de  la  section  supérieure. 

La  vitesse  étant  la  même  sur  toutes  les  sections,  la 
somme  des  travaux  des  forces  qui  agissent  sur  la  colonne 
liquide  considérée  est  nulle  pendant  un  instant  infiniment 
petit  dt.  Or  cette  somme  se  compose  du  travail  des  pres- 
sions sur  les  sections  extrêmes,  (ùvdt.(p  —  p')\  du 
travail  de  la  pesanteur,  (ùi^dt.gpz;  et  enfin  du  travail 
de  la  force  de  frottement, 
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D'après  cela,  si  l*on  pose 

on  a  Téquation 

La  quantité  J  mesure  la  perte  de  charge  due  au  frotte- 
ment par  unité  de  longueur. 

Comme  application  de  cette  théorie,  nous  résoudrons 
le  problème  suivant  : 

Vn  réservoir  à  large  section^  où  le  liquide  est  main^ 

tenu  à  un  niveau  constant,  se  décharge  par  un  tuyau 

cylindrique  et  sans  coudes  dans  un  réservoir  inférieur^ 

qui  contient  une  certaine  quantité  de  liquide,  également 

maintenu  à  un  niveau  constant.  La  surface  libre  du  li^ 

quide  est  soumise  de  part  et  d'autre  à  la  pression  atmo^ 

sphérique.  On  demande  de  déterminer  le  volume  du 

liquide  qui  arrive  dans  le  réservoir  inférieur  pendant 

V unité  de  temps. 

Fig.86. 


p 


Nous  partagerons  la  masse  liquide  en  trois  parties  :  la 
première  sera  le  liquide  contenu  dans  le  réservoir  supé- 
rieur et  dans  une  petite  longueur  du  tuyau,  égale  à  deux 
fois  le  diamètre;  la  seconde  sera  le  liquide  renfermé  dans 
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le  tuyau,  sauf  la  petite  portioa  déjà  considérée  et  une 
portion  égale  prise  à  l'autre  extrémité;  la  troisième  sera 
le  liquide  contenu  dans  le  réservoir  inférieur  et  dans  la 
petite  longueur  du  tuyau  égale  à  deux  fois  le  diamètre  qui 
lui  est  adjacente. 

La  notation  précédente  sera  conservée  pour  ce  qui  re- 
garde la  colonne  liquide  renfermée  dans  le  tuyau,  c'est- 
à-dire  pour  la  seconde  partie  du  liquide  considéré.  De 
plus»  nous  nommerons  : 

^0  la  dislance  du  centre  de  gravité  de  la  section  supé- 
rieure de  cette  colonne  liquide  au-dessous  du  niveau  da 
réservoir  supérieur  ; 

z^  la  quantité  analogue  pour  la  section  inférieure  et  le 
niveau  du  second  réservoir; 

ci)'^  Taire  de  la  surface  de  niveau  dans  ce  second  réser- 
voir ; 

v\  la  vitesse  verticale  du  liquide  sur  cette  surface; 

v'  la  vitesse  du  liquide  sur  la  section  contractée  de  la 
veine  qui  arrive  du  tuyau  dans  le  réservoir  inférieur; 

X  le  coefficient  de  contraction  ; 

/?P  la  pression  atmosphérique. 

Pour  le  mouvement  de  la  première  partie  du  liquide, 
nous  avons,  d'après  le  n®  2, 

w   4.H-(i-,y]-.s^=-'-.«.=o. 

Pour  la  seconde  partie  du  liquide,  nous  avons,  d'après 
la  tbéorie  actuelle, 

(3)  ;,_^'+.p(j_/j)  =  o. 

Enfin,  pour  la  troisième  partie  du  liquide,  nous  avons, 
diaprés  le  n^  1,  équation  (3), 

(4)  •'V  -^'-^  {y'  -  »'.)*-  ^  -^=^*  -+-  ^gz\  ^  o. 

P 
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En  outre. 

(5)  ^  -  \  p,     s  =  ;7  •'• 

Ajoutant  les  équations  (a)  et  (4)9  retranchant  du  ré- 
sultat  le  produit  de  l'équation  (3)  par  -9  et  ayant  égard 
aux  valeurs  (1)  et  (5),  il  vient  finalement 

••[(}-)'-a-.T)'-^.-^] 

S/a 
-h  P  —  -  1^{Z.  H-  Z  -  ,,)  =  o. 

Telle  est  Téquation  qui  donne  la  vitesse  s^  et,  par  suite, 
la  dépense  ^v. 

Dans  les  cas  ordinaires  de  la  pratique,  la  section  du 
réservoir  inférieur  est  très-grande  par  rapport  à  la  section 

du  tuyau.  Alors  on  peut  négliger  le  rapport  —r  »  et  l'équa* 

tion  se  simplifie. 

Si  le  tuyau  débouche  dans  Tatmosphère,  on  n'a  pas  à 
considérer  l'équation  (4)9  et  Ton  a  p'  =zp^'^  Téquation 
qui  détermine  v"  est  alors 

r     /'     \'    s/B I      Six 

h  désignant  la  distance  Zq  +  z  du  centre  de  gravité  de 

Touverture  de  sortie  au-dessous  du  niveau  du  réseivoir. 

Quand  la  longueur  du  tuyau  est  très-grande  par  rap- 

port  au  diamètre,  la  quantité  H-  (  r  —  '  1  devient  négli- 
geable vis-à-vis  de  -pp»  etlon  a  sensiblement 

II.   3«  É»IT.  32 
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Celte  dernière  formule  est  celle  dont  Prony  s'est  servi 
pour  déterminer  expérimentalement  les  valeurs  des  coef- 
ficients a  et  |3. 

Gaz.  —  Pour  les  gaz,  les  choses  ne  se  passent  pas  tout 
à  fait  comme  pour  les  liquides.  Le  gaz  a  une  densité  plus 
faible,  là  où  il  supporte  une  moindre  pression ,  il  doit 
donc  en  ces  points  avoir  une  plus  grande  vitesse^  si, 
comme  nous  le  supposons,  la  conduite  a  partout  une 
même  section.  Cependant,  dans  les  cas  ordinaires,  la  den- 
sité et  la  vitesse  varient  peu  d'une  extrémité  à  Pautre  du 
tuyau,  et  on  s'écarte  peu  de  la  vérité  si  Ton  admet  que  le 
gaz  a  sur  tout  le  parcours  de  la  conduite  une  même  vitesse, 
moyenne  arithmétique  entre  les  vitesses  extrêmes.  On 
peut,  dans  ces  cas,  appliquer  au  mouvement  permanent 
du  gaz  ce  que  nous  venons  de  dire  du  mouvement  perma- 
nent d'un  liquide,  sauf  que  la  perte  de  charge  par  unité 
de  longueur,  qui  est  due  au  frottement,  sera  donnée  par 
la  formule 

M  est  la  vitesse,  D  le  diamètre  de  la  conduite,  et  P  un 
coefficient  égal  pour  tous  les  gaz  à  o,ooo355. 

5.  Mouifement  de  Veau  dans  les  canaux  découi^erts, 
—  Moyens  pratiques  de  jaugeage.  —  Nous  nous  borne- 
rons à  considérer  un  canal  où,  dans  une  longueur  consi- 
dérable, tout  est  identique  sur  chaque  section.  C'est  ce 
qu'on  exprime  d'un  seul  mot,  en  disant  que  le  régime  est 
établi  dans  l'étendue  que  l'on  considère.  Ceci  suppose 
que  la  section  et  la  pente  du  lit  sont  invariables,  ainsi  que 
la  direction  et  la  vitesse  de  chaque  filet  liquide. 

La  vitesse  varie  d'un  point  à  un  autre  sur  chaque  sec- 
tion, à  cause  du  frottement  des  parois,  qui  retarde  les 
couches  adjacentes  et,  par  elles,  influe  sur  le  mouvement 
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des  couches  plus  éloignées.  >éaDmoins,  daus  les  calculs 
que  nous  avons  en  vue,  îl  sera  permis  de  supposer  à  tous 
les  points  d'une  uiéme  section  une  vitesse  commune, 
^ale  au  quotient  que  Ton  obtient  eu  divisant  le  volume 
d'eau  qui  traverse  la  section  dans  Tunité  de  temps  par 
Taire  de  la  section. 

La  vitesse  fictive  ainsi  définie  se  nomme  la  vitesse 
mojenne  du  canal. 

Considérons,  à  une  époque  quelconque,  la  colonne 
liquide  qui  est  comprise  entre  les  deux  sections  extrêmes 
de  la  portion  du  canal  où  le  régime  est  établi. 

Soient  /  la  longueur  de  celte  colonne; 

h  la  différence  du  niveau  du  liquide  aux  deux  extré- 
mités de  la  colonne; 

oi)  l'aire  de  la  section  ; 

c  la  longueur  développée  du  contour  de  la  section  ((ui 
est  baignée  par  le  liquide; 

V  la  vitesse  moyenne. 

La  somme  des  travaux  des  forces  qui  agissent  sur  cette 
masse  liquide  pendant  Finstant  infiniment  petit  dt  doit 
être  nulle,  puisque  Taccroissement  de  force  vive  est  nul 
pendant  le  même  temps.  Or  celte  somme  contient  le  tra- 
vail de  la  pesanteur,  fs>vdt,gphy  et  en  outre  le  travail 
résistant  de  la  force  de  frottement.  Si  nous  admettons  avec 
Prony  que,  dans  le  cas  actuel,  la  force  de  frottement  soit 
régie  par  les  lois  qui  conviennent  au  frottement  des 
tuyaux  de  conduite,  cette  force  aura  pour  expression 

et  son  travail  sera 

—  9(U,ùlc[0L9  -h  PP*). 

Il  en  résulte  Féquation  suivante,  donnée  par  Prony, 

(l)  p^^H-a^_g.-.  -z=o. 

32. 
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Cet  ingénieur  s'est  servi  de  celle  formule  pour  déter- 
miner les  coefficienis  a  et  p.  Il  a  reconnu  par  plusieurs 
expériences  que,  dans  le  cas  dont  il  s*agit,  si  l'on  prend 
le  mètre  pour  unité  de  longueur  et  la  seconde  pour  unité 
de  temps,  on  a 

a  -—  G ,  0004  36y     p  =  o ,  oo3o34- 

Ces  valeurs  étant  dîQérentcs  de  celles  qui  conviennent 
au  frottement  dans  les  tuyaux,  on  doit  en  conclure  que 
les  coefficients  a  et  (3  ne  sont  point  tout  à  fait  indépen- 
dants de  la  grandeur  de  la  section  et  peut-être  même  de 
sa  forme*,  mais  les  expérirnces  manquent  pour  assigner  la 
loi  de  leurs  variations. 

Pour  jauger  un  canal^  on  mesurera  les  quantités  co,  cet 

le  rapport  rr»  qui  n'est  autre  que  la  pente  par  mètre  cou- 
rant; puis  on  calculera  v  par  la  formule  (i)  :  le  produit  cov 
sera  le  volume  d'eau  qui  traverse  la  section  dans  une  se- 
conde, ou  le  débit  du  canal. 

On  peut  encore  calculer,  suivant  Prony,  la  vitesse 
moyenne  v  et,  par  suite,  le  débit  du  canal  Gt)f^,  à  Taide 
d'une  formule  déduite  d'expériences  faites  par  Dubuat 
sur  de  petite  canaux  en  bois,  tels  que  ceux  qui  alimentent 
les  usines. 

Si  l'on  nomme  1^'  la  vitesse  de  l'eau  mesurée  à  la  sur- 
face au  milieu  du  courant,  on  a  sensiblement 

~     /-f- 3,753    * 

Celte  formule  donne  des  résultats  assez  satisfaisants, 
même  pour  des  canaux  de  grandes  dimensions.  La  vitesse 
v'  se  mesure  sans  peine  à  l'aide  d'un  petit  flotteur  oflrant 
peu  de  prise  à  la  résistance  de  Tair. 

Enfin  un  troisième  moyen  de  jaugeage,  qui  s'applique 
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spécialement  aux  cours  d'eau  peu  considérables,  consiste 
à  faire  déboucher  le  canal  par  un  orifice  régulier,  dont  ou 
puisse  calculer  la  dépense  par  quclqu'nue  des  formules 
les  mieux  vérifiées. 

On  pourra,  par  exemple,  construire  uu  barrage  en 
travers  du  canal,  et  faire  passer  Teau  sous  une  vanne, 
ou  bien  la  forcer  à  couler  par-dessus  la  crête  du  barrage, 
qui  alors  prend  le  nom  de  déversoir. 

Dans  le  cas  d'une  vanne  dont  la  levée  excède  i  déci- 
mètre, ou  obtiendra  assez  exactement  le  débit  du  canal, 
en  multipliant  Taire  de  Touverture  parla  vitesse  due  à  la 
hauteur  du  niveau  au-dessus  du  centre  de  gravité  de  Tou- 
verture,  et  prenant  les  0,60  du  résultat. 

Dans  le  cas  d'un  déversoir,  on  mesurera  la  surface  du 
rectangle  qui  a  pour  base  la  longueur  du  déversoir  et  pour 
hauteur  la  hauteur  du  niveau  du  canal  en  amont  du  dé- 
versoir au-dessus  de  la  crête  du  barrage;  on  multipliera 
cette  surface  par  la  vitesse  duc  à  la  hauteur  du  rectangle, 
et  on  prendra  les  o,4o5  du  résultat.  Le  nombre  ainsi  ob- 
tenu mesurera  approximativement  le  débit  du  canal. 

On  trouvera  dans  le  tome  XIII  du  Recueil  des  Savants 
étrangers  (Académie  des  Sciences,  prix  de  i85o)  le  dé- 
tail de  nombreuses  expériences  faites  par  M.  Lesbros  sur 
la  dépense  des  grands  orifices*,  cVsl  peut-être  le  travail 
le  plus  complet  ei  le  plus  important  qui  ait  été  fait  sur 
cette  question. 
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CHAPITRE  IL 

MOUVEMENTS  QUELCONQUES  DES  FLUIDES. 


Les  équations  générales  du  niouvcmenl  des  fluides, 
telles  qu'elles  sont  données  dans  tous  les  Traités  de  Mé- 
canique, onl  été  trouvées  par  Euler  (*).  On  ne  sait  les 
intégrer  que  dans  un  très-petit  nombre  de  cas  particuliers. 

SECTlOiN  I. 

ÉCOULEMENT    DES    LIQUIDES    DANS    l'hYPOTHÈSE    DU 
PARALLÉLISME  DES    TEANCHES. 

Lorsqu'un  liquide  renfermé  dans  un  vase  s'écoule  par 
un  petit  orifice,  on  admet  souvent  que  les  molécules  qui 
se  trouvent  sur  une  même  tranche  horizontale  y  restent 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  tant  que  la  tran- 
che n'est  pas  très-voisine  de  rorifice;  de  plus^  on  néglige 
les  vitesses  horizontales  des  molécules,  quand  la  section 
horizontale  du  vase  varie  peu  avec  la  hauteur  du  plan  sé- 
cant. 

Ces  suppositions  constituent  V hypothèse  du  pnrallé^ 
Usine  des  tranches.  Elles  conduisent  à  des  formules  qui, 
pour  toute  époque  tant  soit  peu  éloignée  de  celle  où  Técou- 
lement  commence,  se  réduisent  aux  formules  du  mouve- 
ment permanent,  avec  cette  différence,  toutefois,  que  la 


(*)  Mémoires  de  l* Académie  de  Derlin,  lyjj,  p.  274  et  suit. 
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hauteur  du  niveau  au-dessus  de  Torifice  est  variable  avec 
le  temps. 

Ainsi,  nommant  &)  Taire  de  Torifice,  i^  la  vitesse  de 
sortie,  p  la  pression  qui  s'exerce  à  Torifice  du  dehors  au 
dedans  sur  Tunité  de  surface,  cdo,  (^o'  P^  ^^^  quantités 
analogues  pour  la  surface  de  niveau,  z  la  hauteur  du 
niveau  au-dessus  de  l'orifice,  p  la  densité  du  liquide,  et 

supposant  le  rapport  —  assez  petit  pour  qu  on  puisse  né- 

gliger  son  carré  dans  le  calcul  de  la  vitesse  i^,  on  obtient 
les  formules 


(A)  ^^\J^- 


2g'2> 


P 

(B)  wp  z=:  6>9  v^     OU  bien     t/^vdt  z=  —  w,  dz. 

L'hypothèse  du  parallélisme  des  tranches  a  été  intro- 
duite dans  la  théorie  des  fluides  par  Daniel  Bemoulli  (*). 

l .  Un  vase  contenant  un  liquide  est  réuni  à  un  contre- 
poids P  par  un  fil  sans  masse,  qui  passe  sur  une  poulie 
fixe;  tout  le  système  est  en  mous^ement  sous  V action  de 
la  pesanteur^  pendant  que  le  liquide  s'écoule  à  trai^ers 
un  petit  orifice  pratiqué  dans  la  paroi  du  vase.  On  con- 
natt  la  forme  du  vase,  et  la  somme  Q^  de  son  propre 
poids  et  du  poids  du  liquide  qu'il  contient  à  une  époque 
donnée  t^.  Déterminer,  dans  ces  circonstances  y  la  loi  de 
r  écoulement. 

On  peut  considérer  le  vase  comme  immobile,  pourvu 
que  l'on  regarde  chaque  molécule  liquide  comme  solli- 
citée, non-seulement  par  la  pesanteur,  mais  encore  par 
une  force  accélératrice  égale  et  contraire  à  l'accélération 
du  système.  Si  l'on  nomme  Q  la  somme  du  poids  du  vase 

(*)  Hjrdrodjrnamique ;  1738. 
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et  du  poids  du  liquide  qu'il  contient  à  une  époque  quel- 
conque <,  la  force  accélératrice  additionnelle,  pour  cette 
époque,  estimée  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  sera  sensi- 
blement 

^P-f-Q 

On  remplacera  donc,  dans  la  formule  (A),  Taccéléra- 
tion  g  par  la  somme 

P  — Q  P 


p  -f-  Q  '^  P  -4-  Q 

Alors,  si  les  pressions  p  et  ^o^ont  égales,  il  vient 


et,  par  suite  (B), 

(2)  '  ".''»=-2«y/p^Q 


''''  rf,. 


D  ailleurs,  si  Ton  nomme  Zo  la  valeur  de  z  à  Tépoque  f», 
on  a 

(3)  Q==Q.-^^p  f  ^.dz. 

Les  équations  (i),  (2),  (3),  jointes  à  Téquation  de  la 
surface  du  vase,  qui  fait  connaître  co^  en  fcfnction  de  2, 
suffisent  pour  déterminer  toutes  les  circonstances  de  Té- 
coulement. 

Lorsque  Q  ^  P,  on  a 

en  sorte  que  l'écoulement  est  le  même  à  cet  instant  que  si 
le  vase  était  immobile. 

Si  l'on  avait  F  =  o,  la  vitesse  i'  serait  nulle,  le  liquide 
ne  s'écoulerait  point. 
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Sî  Ton  suppose  P  =  oo  ,  il  vient 

c*est-à-dire  que  la  vitesse  d*écoulenient  est  à  celle  qui  au- 
rait Heu  à  Tétat  de  repos  dans  le  rapport  de  \/a  h  Tunité. 
Daniel  fiF.RiiouLLi,  Hydrodynamique  y  sect.  XI,  §  ig. 

2.  Démontrer  quun  vase  cylindrique^  rempli  de  li- 
quide et  percé  à  sa  base  d'un  petit  orifice,  emploie  pour 
se  vider  un  temps  double  de  celui  qui  suffirait  à  l^ècou^ 
Itment  du  liquide  renfermé  primitivement  dans  la  ^*ase^ 
si  le  niifeau  était  maintenu  constamment  à  la  même 
hauteur  par  l'introduction  d'un  liquide  de  même  den~ 
site. 

On  suppose  que  le  liquide  éprouve  une  même  pres- 
sion du  dehors  au  dedans^  au  niveau  supérieur  et  a 
l'orifice, 

3.  Quelle  est  la  surface  {le  révolution  qui  forme  un 
vase  où  le  niveau  s'abaisse  de  quantités  égales  dans  des 
temps  égauXj  lorsque  le  liquide  s'échappe  par  un  petit 
orifice  et  que  Vaxe  de  figure  est  vertical? 

Si  Ton  prend  Taxe  des  z  dirigé  suivant  Taxe  de  révo- 
lution en  sens  contraire  de  la  pesanteur,  Téqualion  de  la 
courbe  méridienne  en  coordonnées  rectangulaires  est  de 

la  forme 

y'=a^z±:b\ 

a  et  h  étant  deux  constantes,  dont  la  dernière  est  nulle 
cjuand  les  pressions  qui  s'exercent  du  dehors  au  dedans, 
au  niveau  supérieur  et  à  Torilice,  sont  égales. 

Jean  Bernoulli,  Opéra,  t.  IV,  p.  4^0. 

4.  Un  vase  formé  d^unc  demi-sphère  et  d'un  plan 
diamétral  est  percé  de  deux  petits  orifices  égaux,  Vun 
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situé  au  sommet  de  la  surface  courbe^  Vautre  situé  sur 
la  base.  Ce  vase^  étant  exactement  rempli  d^ un  liquide 
et  placé  dans  r atmosphère^  peut  se  vider  entièrement, 
soit  par  le  premier  orifice,  soit  par  le  second,  suivant 
la  position  ^xe  qu^on  lui  donne.  On  demande  le  rap- 
port des  temps  nécessaires  à  Vécoulement  complet  dans 
ces  deux  hypothèses. 

Soient  A  le  temps  nécessaire  à  récoulcment  complet 
par  l'orifice  pratiqué  au  sommet,  et  B  le  temps  nécessaire 
à  Técoulement  complet  par  Torifice  pratiqué  dans  la 
base. 

Ou  trouve 

^  =  -2-. 

B  12 

Encycl.  Metrop,  Mix.  5r.,  1. 1,  p.  204. 

SECTION  II. 

OSCILLATIONS    d'uN    LIQUIDE    RENFERMÉ    DANS    UN    TUBE. 

Nous  négligerons  ici  le  frottement  du  fluide  contre  les 
parois  du  tube,  et  nous  supposerons  que  le  mouvement  a 
4eu  par  tranches  perpendiculaires  à  Taxe  du  tube,  à.t 
nanière  que  chaque  tranche  reste  composée  des  mêmes 
molécules  pendant  toute  la  durée  du  mouvement. 

1 .  Trouver  la  loi  des  oscillations  d'une  colonne  liquide 
pesante,  qui  est  renfermée  dans  un  siphon  formé  de 
deux  tubes  verticaux,  réunis  par  un  tube  horizontal  de 
même  diamètre. 

Soient  p  la  densité  du  liquide,  w  l'aire  de  la  section  du 
tube,  /  la  longueur  de  la  colonne  oscillante,  et  z  lakau- 
teur  du  liquide  dans  l'une  des  branches  verticales  au- 
dessus  du  niveau  qui  convient  à  l'équilibre. 
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'de 


La  force  motrice  effeclive  est  oitil  -—y  la  force  motrice 


appliquée  est  —  iptùgz.  Donc 


dH 


z  —  A  cos 


(v'¥-»)' 


A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

Si  Ton  compte  le  temps  à  partir  de  l'instant  où  une 
oscillation  commence,  et  que  Ton  nomme  Zo  la  valeur 
initiale  de  z,  il  vient 


z^z.cos\^^lf.ty 


La  durée  de  Toscillation  esr  tt  i/  — :  elle  est  la  même 

V  -^8 
que  pour  un  pendule  simple  dont  la  longueur  serait  égale 
à  la  demi-longueur  de  la  colonne  liquide. 

Newton  donne  celle  loi  dans  ses  Principes  (lib.  II, 
prop.  44)  4^  6l  46)  ;  puis,  assimilant  les  oscillations  de  la 
mer  à  celles  de  l'eau  renfermée  dans  un  siphon,  il  en 
conclut  qu'une  vague  parcourt  la  dislance  qui  la  sépare 
de  la  vague  suivante,  à  peu  près  dans  le  même  temps 
qu^un  pendule  d'une  longueur  égale  à  celte  distance  ac- 
complit une  oscillation  \  car  Teau  de  la  mer  exécute  deux 
oscillations  dans  Tintervalle  de  temps  qui  sépare  le  pas- 
sage de  deux  vagues  successives  au  même  point.  11  en  ré- 
sulte que,  si  l'on  nomme  /  la  distance  de  deux  vagues 

consécutives,  la  vitesse  des  vagues  est  sensiblement  -  sigt. 

TT 

2.  Trouver  la  loi  des  oscillations  d'un  liquide  pesant^ 
renfermé  dans  un  tube  de  section  variable. 
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Soient  : 

p  la  densité  du  liquide; 

p  la  pression  rapportée  à  Tunité  de  surface  sur  une 
section  de  la  colonne  liquide-, 

(ù  Taire  de  cette  section-, 

j^  la  vitesse  du  liquide  suivant  la  normale  à  cette  sec- 
tion; 

s  Tare  de  la  courbe  que  forme  Taxe  du  tube,  compté 
depuis  un  point  fixe  jusqu\ila  section  considérée; 

z  la  hauteur  de  Fextrémité  de  Tare  s  au-dessus  d'uQ 
plan  horizontal  fixe. 

Considérons  la  petite  portion  du  liquide  qui  est  com- 
prise entre  les  sections  faites  aux  extrémités  des  arcs  i 
et  s  H-  fis. 

Les  forces  appliquées  doivent  faire  équilibre  aux  forces 
effectives  prises  en  sens  contraire.  Or  la  somme  des  forces 
appliquées,  projetées  sur  la  tangente  à  Taxe,  est 

eip   ,  dz    . 

w  -r-  «j  -f-  /If  pw  -r  "S  ; 
ds  ^^    as 

la  force  etreclive,  estimée  suivant  la  même  direction,  est 
le  produit  de  la  masse  ptùds  par  la  dérivée  totale  de  la 
vitesse  prise  relativement  au  temps,  savoir 

f/i'  ds       d*f  dv       dv 

ds  dt        tlt  ds        dt 

iVous  avons  donc  Téquatiou 


dp  dz  dv         dv 


Si  nous  intégrons  dans  Tétendue  de  toute  la  colonne 
liquide,  en  nommant  p',  z',  i',  .v',  a>'  et  //,  z",  i/^,  /,  w'' 
les  valeurs  des  ([nantîtes  py  2,^^,5,0)  aux  deux  extrémités 
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de  la  colonne,  il  vient 

p'  -  p" + g?{^'  -  *")  -  ^p{'-"-'n-p  £  %d^-^o, 

ou  bien,  d'après  les  relations 

WP --»'«/  =  »" i>"      et      P'nr-i, 


:0 


ion 


Les  pressions  extrêmes  p\  p"^  la  forme  du  tube  et  le 
volume  du  liquide  étant  connus,  les  quantités  z\  2^\  <a\ 

X*'  (is 
—  pourront  s'exprimer  en  fonct 

de  la  seule  variable  5';  alors  Téquation  difTérentielle  ne 
contiendra  plus  que  les  variables  s^  et  t]  il  suftira  de 
rintégrer  pour  connaître  le  mouvement. 

Supposons,  comme  exemple,  qu'il  s'agisse  des  oscilla^ 
tions  du  mercure  dans  un  baromètre  à  siphon.  Prenons 
l'origine  des  distances  z  et  des  arcs  5,  à  la  hauteur  où 
s'élève  le  mercure  dans  le  tube  scellé  quand  l'équilibre  a 
lieu,  ces  distances  et  ces  arcs  étant  comptés  positifs  lors- 
qu'on s'élève  sur  ce  tube.  Nommons  /'  la  longueur  de  la 
colonne  à  petit  diamètre  et  l"  celle  de  la  colonne  à  grand 
diamètre  dans  l'état  d'équilibre,  et  supposons  en  général 
que  les  lettres  simplement  accentuées  se  rapportent  au 
niveau  supérieur  et  les  lettres  doublement  accentuées  au 
niveau  inférieur. 

Il  vient 


dx        r  4-  z'  0/' 

-, f-  - 


^f     ~' 
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J'où  résulte  l'ëquatioii 


de 


Si>les  oscillations  sont  très-petites,  nous  pouvons  né- 
gliger les  termes  du  second  degré  par  rapport  à  z'  et  a  ses 
dérivées;  Tiiitégrale  est  alors 

A,  B  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Si,  de  plus,  la  section  ot)'  est  beaucoup  plus  petite  que 
la  section  o)'',  la  valeur  de  z'  se  réduit  approximative- 
ment à 

z'  =  Acos^Y/^,/-hB^. 

Dans  ce  cas,  la  durée  des  oscillations  est  sensiblement  la 
même  que  pour  un  pendule  simple  de  même  longueur 
que  la  colonne  au  petit  diamètre. 

Cette  dernière  formule  convient  encore  au  cas  où  le 
tube  aurait  partout  même  section,  quelle  que  soit  d'ail- 
leur  Famplilude  des  oscillations. 

EuLRR,  Novi  Comment,  Acad,  Petrop.,  1770,  p.  219. 

3.  Trousser  la  loi  des  petites  oscillations  de  la  colonne 
liquide,  dans  le  thermomètre  différentiel  de  Leslie  et 
dans  le  thermoscope  de  Rumford, 

Soient  : 

tù  Taire  de  la  section  du  tube; 

/  la  longueur  de  la  colonne  oscillante; 

V  le  volume  d'air  renfermé  dans  Tappareil  de  chaque 
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côté  de  la  colonne  liquide,  quand  cette  colonne  est  en 
équilibre  ;. 

h  la  hauteur  de  la  colonne  liquide  qui  produirait  une 
pression  égale  à  celle  qu'exerce  Tair  intérieur  dans  Tétat 
d'équilibre  \ 

s  le  chemin  parcouru  par  la  colonne  liquide  à  partir  de 
sa  position  d'équilibre. 

Pour  le  thermomètre  de  Leslie,  on  a  Téquation 

rf^f  _    /    hw hw_  _    \ 

Si  Ton  suppose  les  oscillations  très-petites,  leur  durée 
est  celle  des  oscillations  du  pendule  simple  dont  la  lon- 
gueur serait 

/V 


Pour  le  thermoscope  de  Rumford,  on  a  Téquatiou 

.^^    .l_^ V     \ 

dO       ^    \\-^fùS       y  —  fùs) 

Si  Ton  suppose  les  oscillations  très-petites,  on  trouve 
que  la  longueur  du  pendule  synchrone  est 

/y 
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CHAPITRE   III. 

ACTION   DES   FLUIDES  EN   MOUVEMENT. 

SECTION   I. 

•  PRESSION. 

On  admet  ordinairement  que  la  pression  normale,  qai 
s'exerce  entre  un  fluide  et  un  corps  dans  leur  mouvement 
relatif,  est  égale,  sur  chaque  élément  de  la  surface  cho- 
quée directement  par  le  fluide,  au  produit  de  cet  élémenl, 
par  une  constante  X',  par  la  densité  du  fluide,  et  par  le 
carré  de  la  vitesse  relative  estimée  suivant  la  normale  à 
l'élément  considéré. 

Si  Ton  prend  respectivement  pour  unités  de  temps,  de 

longueur  et  de  force,  la  seconde,  le  mètre  et  le  kilogramme, 

les   expériences    failcs   sur  les   projectiles    donnent  en 

moyenne 

/•  z=  0,72. 

Nous  appliquerons  cette  loi;  et  de  plus  nous  cherche- 
rons à  déterminer  direclement  la  pression  dans  quelques 
cas  simples,  à  Taide  de  principes  incontestables. 

La  théorie  de  la  résistance  des  fluides  a  vivement  pré- 
occupé les  géomètres  du  dernier  siècle.  Newton  le  pre- 
mier, puis  les  Bernoulli,  d'Âlembert  et  d'autres  ont 
beaucoup  travaillé  sur  celte  question;  mais  leurs  efforts 
ont  eu  peu  de  succès.  La  théorie  reste  encore  presque 
tout  entière  à  trouver. 

1 .  Déterminer  /a  sommet  du  cône  droit  auquel  doit 
appartenir  un  tronc  y  dont  on  connaît  la  hauteur  et  la 
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grande  base,  pour  que  la  pression  exercée  sur  la  pelito 
base  et  sur  la  surface  coni^exe,  dans  le  sens  de  taxe, 
par  un  fluide  qui  se  meut  dans  la  même  direction,  soit 
un  minimum. 

Soient  (^  la  vitesse  du  fluide,  p  sa  densité,  h  la  hau- 
teur du  tronc  de  cône,  a  le  rayon  de  la  grande  base, 
b  celui  de  la  petite  base  et  a  Tangle  des  génératrices  avec 
l'axe. 

La  pression  exercée  sur  la  petite  base  est 

La  pression  normale  exercée  sur  la  surface  convexe  étant 
le  produit  de  Ap*^'  sin'a  par  Taire  de  la  surface,  la  com- 
posante parallèle  à  Taxe  est  le  produit  de  k  ci^*  sin'a  par 
la  projection  de  la  surface  courbe  sur  le  plan  de  la  base, 
cVst-à-dire 

Xpi»*sin*a.ir  [n* —  A»), 

La  somme  de  ces  deux  pressions  est  le  produit  d'une 
({uantilé  donnée  et  du  binôme 

n^  sîn'  X  -♦-  ^'  cof »  a. 

Il  s'agit  de  déterminer  a  par  la  condition  que  ce  bitÈéme 
soit  un  minimum. 

Remplaçant  t  cosx  par  sa  valeur  acoêx  — h  sin«,  (;t 
égalant  à  zéro  la  dérivée  relative  a  «,  on  trouve 


a  eut  2 


lA-^y/a^rp, 


Cette  écprition  exprime  que  le  sommet  du  cône  H  le 
contour  de  la  grande  baw  sont  â  <^ale  distance  du  point 
milieu  de  la  droite  qui  joint  le^  centres  des  deux  bases. 
Xehtïiîi,  Prineipia^  lib.  If,  prop.  34,  frhoL 
II.  •«  I.HT.  33 
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2.  TTroui^er  toutes  les  surfaces  de  réi^lution  qui 
jouissent  de  cette  propriété,  qu^un  fluide^  animé  d^une 
vitesse  parallèle  à  l'axe  de  figure^  exerce  dans  la  di- 
rection de  Vaxe,  sur  la  portion  de  surface  comprise 
entre  deux  parallèles  quelconques,  une  pression  qui  est 
un  minimum. 

L'axe  de  révolution  étant  pris  pour  axe  des  x^  la  pres- 
sion exercée  dans  le  sens  de  Taxe  est  proportionnelle  à 
Tintégrale 


/: 


[dx) 


dx     ou       '  " 


/' 


dy'  J  •'  dx^-^dy 

prise  entre  des  limites  constantes. 

Il  s'agit  de  déterminer  la  relation  qui  doit  exister  entre 
y  e\.  X  pour  que  cette  intégrale  soit  un  minimum. 

Ce  problème  se  résout  par  le  calcul  des  variations. 
Mous  considérerons  x  el  j  comme  des  fonctions  d'une 
variable  indépendante,  choisie  à  volonté.  Nous  n'aurons 
rien  à  changer  dans  la  fonction  comprise  sous  le  signe 

1 9  puisqu'elle  ne  contient  que  des  différentielles  pre- 
mières. Soient  L,  U,  M  et  M' les  dérivées  partielles  de 
cette  fonction  prises  par  rapport  à  x,  y^  dx  et  dy. 
Les  équations  de  la  courbe  génératrice  seront 

(l)  L— £/M=:0, 

(a)  L'  — ^/M'— o. 

Or,  si  Ton  pose  ^  =  p,  on  trouve 

(14-/^)''      "       ^(i +/»♦)* 
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D'aprè5  ces  valears,  la  formule  (i)  donne  immédialemeal 

(3)  axp^  =  a(i^p^)\ 

a  désignant  une  constante  arbitraire. 

Cette  nouvelle  équation  permet  d'éliminer  ^  de  la  va- 
leur de  M^  en  sorte  que  Ton  a 


P 

Substituant  cette  valeur  et  celle  de  V  dans  la   for» 
mule  (2),  iJ  vient 

Cette  équation  est  vérifiée,  soit  par  p  =  o,  ce  qui  re- 
présente un  cylindre,  soit  par 

(4)  *=*  +  5('°8^-^^-^47)' 

b  désignant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Occupons-nous  de  cette  dernière  solution,  seule  inté- 
ressante. 

Si  Ton  éliminait  p  entre  les  équations  (3)  et  (4)t  on 

aurait  Téquation  finie  de   la  courbe  génératrice;  mais 

Fi^,  g^.  cette  élimination  n*est  point 

nécessaire  pour  trouver  la 

forme  de  la  courbe. 

Remarquons  d'abord  que 
l'on  peut  supposer  la  con- 
stante a  positive,  sans  nuire 
à  la  généralité  de  lasolution^ 
car  le  signe  de  cette  constante 
*       ne  dépend  que  du  sens  sui- 
vant lequel  <m  compte  les  coordonnées  positives.  La  con- 
stante b  dépend  du  point  de  l'axe  de  révolution  qui  est 
pris  pour  origine  des  coordonnées;  on  peutdonner  à  cette 

33. 
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constante  telle  valeur  que  Ton  voudra,  sans  que  la  forme 
de  la  courbe  soit  changée. 

Ceci  posé,  Tcquation  (3)  peut  s'écrire 

(5)  p'—  2^p''^lp^-hl  =o. 

Pour  une  valeur  positive  de  -y  cette  équation  ne  peut 

pas  être  satisfaite  par  des  valeurs  uégatives  de  p.  Lorsque 

-  est  supérieur  h  2,  la  valeur;;  =  i,  substituée  dans  le 

premier  membre,  donne  un  résultat  négatif;  donc  il 
est  alors  deux  valeurs  positives  dep  qui  vériâent  Téqua- 
tion.  La  règle  de  Descartes  montre  qu*il  n*y  en  a  jamais 
un  plus  grand  nombre.  Les  valeurs  de  x  qui  correspon- 
dent à  ces  deux  valeurs  de  p  sont  réelles,  d'après  Téqua- 
tion  (4)9  quelque  grande  que  soit  la  valeur  attribuée  à 

-•  Donc  la  courbe  se  compose  de  deux  branches  infinies. 

Lorsque  -  est  très-grrfnd,  les  valeurs  p=.->p=  i/- 

rendent  négatif  le  premier  membre  de  Téquation  (5);  on 
en  conclut  que  les  deux  valeurs  correspondantes  de  p  sont 
l'une  très-grande,  l'autre  très-petite,  c'est-à-dire  que  les 
deux  branches,  à  mesure  qu'elles  s'éloignent,  tendent  à 
devenir  parallèles,  l'une  à  Taxe  des  ^,  l'autre  à  Taxe 
des  X.  Elles  n'admettent  point  d'asymptotes,  car  x  con- 
verge vers  l'infini  lorsque  ;;  augmente  ou  diminue  indé- 
finiment. 

Chacune  des  dérivées  -j-^  ~  n'est  annulée  que  par 

une  seule  valeur  positive  de  pj  et  cette  valeur  est  la  même 

pour  les  deux  dérivées,  savoir  p  ===  ^i,  La  valeur  corres- 

Y  8 

pondante  de  -  est  — =•  Cette  valeur  rend  égales  les  deux 
«        3v3  ^ 


■mm:  a  ,  4  a  yim;  w«r  <»r»imiiiiWii 

étct] 

car,  m  Ttm  iaî:  a  ^=  «u  U  saràct  st  nkittil  4  «»  |^«i  |Vtv 

saiimct  àt  moÊMÊfàtT  pressNHi  ne  peml  j««Mb  nNtm^Tir 
enûèraMBt  leccxrle^'osi  obttcnl  m  U  <VHi|vaiil  |Mir  mi 
plan  perpradicslaîre  à  Taj^e.  Ma»  on  p(%l  faire  «n  9<irl« 
qneroB^oinre  centrale  mhI  aussi  |ietîie  <jne  Ton  ^^enl^ 
Il  softt  pour  cela  de  donner  à  la  conslanie  #  «me  vàl^iir 
irès-peiite.  Celle  faible  \aIeor  de  la  constanto  ll'om|HS^Kl^ 
pas  la  surface  de  sVteadre  indêfinioiont  en  K>iig\u'\ir  ol  en 
largeur^  car  quelijae  pclite  que  $oil  cclli»  i^msUntf^i 
pourrn  qu'elle  ne  soii  point  nulle,  on  |^ni  lonjoiiiia»sU 
gner  une  valeur  de  p  suffisanimonl  grando  |H>nr  qno  .r  p\  y 
dépassent  toute  quantité  donnt^* 

Ce  problème  est  Tun  dt's  pn^miors  i^xoniploR  du  oalrtl) 
des  variations  que  I  on  renronti't»  dann  !«»•  iW  riu  ilon  giW»- 
mèires  du  dernier  siècle.  C'osl  à  Mcwton  (*)  quo  Ion  imi 
doit  la  première  soluiion*,  il  rnitnvn«  R^n^  In  ili^inniitri»i'| 


(*)  Prittcipia,  lib.  II,  prop.  H,  «rhol. 


t 
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la  propriété  des  tangentes  représentée  par  Téquation  (3). 
Plus  tard  Fatio  Duiller  (*),  donna  une  démonstration 
analytique,  mais  elle  est  fort  compliquée.  L'Hôpital  (**) 
la  sîmpliâa  beaucoup.  Jean  Bemoolli  {***)  se  consola 
de  n'avoir  pas  été  le  premier  à  résoudre  cette  intéressante 
question,  en  se  récriant  sur  la  facilité  du  problème,  qn^l 
dit  avoir  trouvé  sans  plume  ni  papier  pendant  qu'il  repo- 
sait sur  son  lit. 

On  trouve  dans  le  Traité  du  Navire^  de  Bouguer,  et 
aussi  dans  les  Mémoires  de  V  Académie  des  Sciences  de 
Paris  ^onr  Tannée  i733,  la  solution  d'un  problème  da 
même  genre  que  celui  qui  nous  occupe  :  Une  base  qui 
est  exposée  au  choc  d^un/liude  étant  donnée,  trouver  le 
conoïde  dont  il  faut  la  couvrir  pour  que  Vimpulsion  soit 
la  moindre  qu'il  est  possible.  Bouguer  entend  ici  par 
conoïde  une  surface  telle,  que  les  sections  parallèles  à  la 
base  soient  semblables,  et  soient  percées  en  des  points 
homologues  par  une  même  perpendiculaire  à  la  base;  cette 
droite  est  celle  qu'il  nomme  Vaxe  du  conoïde.  Il  arrive  à 
ce  résultat  digne  de  remarque,  que  le  conoïde  de  moindre 
résistance  au  mouvement  suivant  Taxe  est  aussi  celai 
pour  lequel  la  résîsta/nce  suivant. l'axe  est  un  minimum 
quand  le  mouvement/ est  oblique*,  et  spécialement,  si  la 
base  est  tm  demi-eercle  et  que  l'axe  passe  au  centre,  la 
résistance  totale  est  un  minimum  quel  que  soit  le  mouve- 
ment. 

3.  Déterminer  la  figure  d'équilibre  que  prend  une 
masse  liquide  placée  entre  un  plan  horizontal  H,  un  plan 


(*)  De  murorum  inclinatione  f rue l\fer as  ad  arbores  sustinendas ;  Londres, 

«699- 

(**)  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris,  1699,  p.  107. 

(•♦*)  Acta  eruditorum,  1699,  p.  5i3,  et  1700,  p.  ao8.  —  Opéra,  t  1, 
p.  307  et  SUIT. 
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vertical  V  et  deux  plans  M,  iVV  perpendiculaires  aux 
premiers,  lorsquelle  est  soumise  à  V action  d'un  courant 
d'air  dirigé  perpendiculairement  an  plan  V. 

Il  nous  suffit  de  déterminer  la  section  AP  faite  dans  la 

surface  libre  de  la  masse  liquide  par  un  plan  parallèle 

Pig  gg  aux  deux  plans  M,  M^ 

Prenons    l'origine    des 

^    coordonnées  au  sommet 

_jr      A,   l'axe   des   x    dirigé 
—      dans  le  sens  de  la  pe- 
santeur  et  Taxe  des  y 
dirigé  en  sens  contraire 
du  courant. 

Soient  s  l'arc  de  la 
courbe  AP  compté  à  partir  du  point  A,  a  la  densité  du 
liquide,  v  la  ritesse  du  courant,  p  la  densité  de  Tair  et  k 
la  constante  définie  dans  les  préliminaires. 

Le  liquide  supérieur  exerce  en  vertu  de  son  poids,  en 
un  p<nnt  <{uelcon<{ue  P  de  la  courbe,  une  pression  égale  k 

gflX. 

Au  même  point,  la  pression  exercée  par  le  courant  d*air 
est 

Égalant  ces  deux  pressions,  et  posant,  poor  abréger. 


il  vient 


ou  bien 


'^y  =  \J 


—  dx. 
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Cette  équation  a  pour  îutëgrale,  comme  on  sait, 

rt  —  X 

r  =  V  2  <ij?  —  x^  -{-  a  arc  ces 

a 

On  n*ajoute  pas  de  constante,  parce  que  la  courbe  passe 
k  Torigine. 

La  surface  libre  du  liquide  est  donc  une  surface  cylin- 
drique qui  a  pour  base  une  cycloïde;  le  rayon  du  cercle 

générateur  de  la  cycloïde  est  -^  • 

Euler,  à  qui  nous  empruntons  ce  problème,  a  consi- 
déré le  cas  où  le  courant  d'air  est  incliné  à  l'horizon. 
EuLEft,  jécta  Jcad.  Petrop.y  1777,  part.  I,  p.   190. 

4.  Déterminer  la  forme  et  le  mouv^cmcnt  d'une  bulle 
qui  s* élève  à  trai^ers  un  liquide. 

Soient  QQ'  le  niveau  du  liquide,  ARA'  un  demi-méri- 
Fig.  89.  dien  de  la  bulle.  Prenons  pour  axe 

des  X  r  horizontale  OX  qui  passe 
au  point  B  où  la  tangente  au  mé- 
ridien est  verlicale.  Nommons  : 

y  la  hauteur  au-dessus  de  t-ei 
axe  d'un  point  P  appartenant  à  la 
branche  supérieure  de  la  courbe 
méridienne; 
y  la  distance  an  même  axe  d'un 
point  P'  de  la  branche  inférieure  ; 
b  la  distance  OA  ; 
b'  la  distance  O A' 5 
5  l'arc  AP'j 
z  la  distance  du  point  O  au-dessous  du  niveau  QQ'; 

\^  la  vitesse  du  point  O  ou  —  —  ; 

p  la  densité  du  liquide  ambiant; 
(j  celle  de  la  bulle. 
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Nous  admetirons  que  la  pression  exercée  par  le  liquide 
ambiant  sur  cbacun  des  éléments  de  la  surface  de  la  bulle 
est  égale  à  la  pression  qui  aurait  lieu  si  la  bulle  éuit  en 
repos,  plus  la  pression  due  a  la  vitesse  relative.  Nous 
supposerons,  comme  à  Tordinaire,  cette  seconde  partie 
de  la  pression  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse.  De 
plus,  comme  la  bulle  se  déforme  lentement,  nous  pour- 
rons admettre,  sans  grande  erreur,  que  chaque  point  de 
la  surface  est  animé  de  la  même  vitesse  que  le  point  O. 

Ceci  posé,  la  constante  définie  dans  les  préliminaires 
étant  toujours  représentée  par  /',  les  pressions  normales 
exercées  aux  points  B,  A,  P,  rapportées  à  Tunitéde  sur- 
face, seront  respectivement 

Or  la  pression  au  point  P  est  égale  à  la  pression  au 
point  Â,  plus  la  pression  due  à  une  colonne  fluide  de 
même  nature  que  la  bulle  et  d'une  hauteur  égale  a  la  dif- 
férence de  niveau  h  —  y.  On  a  donc 

gci^  -  ^)  -»-  ^r'  âs^  =  ^p(*  -  *)  ■*■  ^'P'^  -^g^i^—x)' 

De  même,  en  comparant  les  pressions  exercées  aux  points 
P  et  B,  on  trouve 

djt^ 

(0  é'p(«~^)-^*P'''^=é'P^-5'^r- 

Ces  équations  donnent  les  suivantes  : 
b  = 


_    h^ 


g{p-^) 

.La  dernière  montre  que  la  branche  supérieure  APB  est 
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une  detni-cycloïde,  engendrée  par  un  cercle  de  diamètre  b 
ronlant  sur  Thorizontale  OB. 

Considérons  dans  la  bnlle  un  filet  yertical  PP'  de  très- 
petite  section  w.  Le  poids  de  ce  filet  est  ^g^iy'hy)^ 
la  pression  qu^îl  supporte  au  point  P  dans  le  sens  de  la 
pesanteur  est  (i),  ^g(pz  —  ay),  et  la  presrion  yerticale 
qu'il  supporte  au  point  P'  de  bas  en  haut  est  «ff /?  («  4-/0  5 
donc  la  force  accélératrice  qui  tend  à  le  soulever  a  pour 
valeur 

On  trouverait  de  même,  pour  l'expression  de  la  force 
accélératrice  qui  tend  à  soulever  le  filet  central  AÂ', 

P  — g-        b' 

Les  accélérations  verticales  des  diverses  molécules  de 
la  bulle  étant  peu  diflérentes  les  unes  des  autres,  on  peut 
égaler  les  forces  accélératrices  des  deux  filets.  Il  en  résulte 
Téquation  du  mouvement, 


dv       ^  p  —  (T      b' 

dt'^^     (T      b-{'b'' 

et  aussi 

y    b' 

r^  b' 

On  voit,  par  cette  dernière  relation,  que  la  branche 
inférieure  A'P'B  est  une  demi-cycloïde  dont  les  or- 
données verticales  ont  élé  diminuées  dans  un  même  rap- 
port. 

Il  reste  à  déterminer  la  quantité  b\  On  y  parviendra 
en  égalant  la  masse  connue  de  la  bulle,  M,  au  produit  de 
la  densité  a  et  du  volume  calculé  en  fonction  de  b'  à  Vaide 
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des  équations  de  la  courbe  mëridienne.  L^ëquadon  est 

nh 

Remplaçant  j^  par  j-y^  y  par  -  (i -Hcoso)),  x  par 

-  (o)  -f-  sînco),  et  intégrant  par  rapport  à  o)  entre  les  li- 
mites G  etTT,  on  trouve 

M=.a*.(*-.*')(^-l). 
Il  s'ensuit 

*'  =  —/,-; r-*. 


•"•(^■-j) 


D'après  cette  valeur  et  celle  de  &,  Féquation  du  mou- 
vement devient 


V*'         /Sir»        ,\ 
dt      "      9  Wg'(p-<r)'\iG       3/    ' 

Si  la  bulle  est  liquide,  réquation  est  de  la  forme 


•     dv 

-  =  A-B^. 

A  et  B  désignant  des  constantes.  On  sait  l'intégrer  une 
première  fois  en  quantités  finies. 

Si  la  bulle  est  gazeuse,  on  devra  poser  a  =  hzj  h  étant 

une  constante,  puis  remplacer  ^^  par  —  — -,  alors  on  aura 

une  équation  du  second  ordre,  où  ne  figureront  que  les 
variables  z  et  t. 

Pacahi,  Journal  de  M.  Oeiie,  t.  XI,  p.  384;  i834- 
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CHAPITRE   m. 

ACTION   DES  FLUIDES  EN  MOUVEMENT. 

SECTION   I. 

*  PRESSION. 

On  admet  ordinairement  que  la  pression  normale,  qoi 
s'eicerce  entre  un  fluide  et  un  corps  dans  leur  mouvement 
relatif,  est  égale,  sur  chaque  élément  de  la  surface  cho- 
quée directement  par  le  fluide,  au  produit  de  cet  élémenl, 
par  une  constante  A,  par  la  densité  du  fluide,  et  parle 
carré  de  la  vitesse  relative  estimée  suivant  la  normale  à 
l'élément  considéré. 

Si  Ton  prend  respectivement  pour  unités  de  temps,  de 

longueur  et  de  force,  la  seconde,  le  mètre  et  le  kilogramme, 

les   expériences   faites   sur  les  projectiles   donnent  en 

moyenne 

/•  =  0,72. 

Nous  appliquerons  cette  loi;  et  de  plus  nous  cherche- 
rons à  déterminer  directement  la  pression  dans  quelques 
cas  simples,  à  Taide  de  principes  incontestables. 

La  théorie  de  la  résistance  des  fluides  a  vivement  pré- 
occupé les  géomètres  du  dernier  siècle.  Newton  le  pre- 
mier, puis  les  Bernoulli,  d'Alembert  et  d'autres  ont 
beaucoup  travaillé  sur  celte  question;  mais  leurs  eflbrts 
ont  eu  peu  de  succès.  La  théorie  reste  encore  presque 
tout  entière  à  trouver. 

1 .  Déterminer  /«  sommet  du  cône  flroit  auquel  doit 
appartenir  un  tronc,  dont  on  connaît  la  hauteur  et  la 
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grande  base,  pour  que  la  pression  exercée  sur  la  petite 
base  et  sur  la  surface  connexe,  dans  le  sens  de  Vaxe, 
par  un  fluide  qui  se  meut  dans  la  même  direction,  soit 
un  minimum. 

Soient  %f  la  vitesse  du  iluide,  p  sa  densité,  h  la  hau- 
teur du  tronc  de  cône,  a  le  rayon  de  la  grande  base, 
b  celui  de  la  petite  base  et  a  Tangle  des  génératrices  avec 
Taxe. 

La  pression  exercée  sur  la  petite  base  est 

La  pression  normale  exercée  sur  la  surface  convexe  étant 
le  produit  de  Api^*  sin*a  par  Taire  de  la  surface,  la  coin* 
posante  parallèle  à  Taxe  est  le  produit  de  hpvi*  sin'a  par 
la  projection  de  la  surface  courbe  sur  le  plan  de  la  base, 
c'est-à-dire 

/pM^sin'a.TT  [a}  —  A*). 

La  somme  de  ces  deux  pressions  est  le  produit  d'une 
quantité  donnée  et  du  binôme 

à^  sin*  X  -h  6'  cos'  a, 

II  s'agit  de  déterminer  ol  par  la  condition  que  ce  binéine 
soit  un  minimum. 

Remplaçant  &cosa  par  sa  valeur  acosa  — h  sina,  et 
égalant  à  zéro  la  dérivée  relative  à  a,  on  trouve 


f  , 

a  cot  a  -::  -//-+- 
2 


y/«'  +  iA.. 


Celte  éiiuation  exprime  que  le  sommet  du  cône  et  le 
contour  de  la  grande  base  sont  à  égale  distance  du  point 
milieu  de  la  droite  qui  joint  les  centres  des  deux  bases. 
Nevvtox,  Principia^  lib.  Il,  prop.  34t  sdiol. 

U.     «•  KDIT.  33 
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2.  TVou^er  fouies  les  surfaces  de  révolution  qui 
jouissent  de  cette  propriété,  qu'un  fluide^  animé  d^une 
vitesse  parallèle  à  Vaxe  de  figure^  exerce  dans  la  di- 
rection de  Vaxe,  sur  la  portion  de  surface  comprise 
entre  deux  parallèles  quelconques,  une  pression  qui  est 
un  minimum. 

L'axe  de  révolution  étant  pris  pour  axe  des  x,  la  pres- 
sion exercée  dans  le  sens  de  Taxe  est  proportionnelle  à 
rintégrale 

/^\di)     ,  r  dy^ 

prise  entre  des  limites  constantes. 

Il  s'agit  de  déterminer  la  relation  qui  doit  exister  entre 
jr  et  X  pour  que  cette  intégrale  soit  un  minimum. 

Ce  problème  se  résout  par  le  calcul  des  variations. 
Mous  considérerons  x  gI  j  comme  des  fonctions  d'une 
variable  indépendante,  choisie  à  volonté*  Nous  n'aurons 
rien  à  changer  dans  la  fonction  comprise  sous  le  signe 

1 9  puisqu'elle  ne  contient  que  des  différentielles  pre- 
mières. Soient  L,  U,  M  et  M' les  dérivées  partielles  de 
cette  fonction  prises  par  rapport  à  x,  y^  dx  et  dy. 
Les  équations  de  la  courbe  génératrice  seront 

(l)  L— €/M=:0, 

(a)  L'-</M'  — o. 

Or,  si  l'on  pose  —■  =  p,  on  trouve 
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D'après  ces  valears,  la  formule  (i)  donne  immédiatement 

(3)  :typi^  =  a{i^p^)\ 

a  désignant  une  constante  arbitraire. 

Cette  nouvelle  équation  permet  d'éliminer  y  de  la  va- 
leur de  M^  en  sorte  que  Ton  a 

1     P 

Substituant  cette  valeur  et  celle  de  \J  dans  la   for- 
mule (2),  il  vient 

Cette  équation  est  vérifiée,  soit  par  p  =  o,  ce  qui  re- 
présente un  cylindre,  soit  par 

(4)  '=*  +  5('«6^-^^  +  4^)' 

b  désignant  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

Occupons-nous  de  cette  dernière  solution,  seule  inté- 
ressante. 

Si  Ton  éliminait  p  entre  les  équations  (3)  et  (4)t  on 
aurait  Téquation  finie  de    la  courbe  génératrice^  mais 
Fig.  g^.  cette  élimination  n'est  point 

y  nécessaire  pour  trouver  la 

I  forme  de  la  courbe. 

/        ^,.^'  Remarquons  d'abord  que 

/   y^  l'on  peut  supposer  la  con- 

stante a  positive,  sans  nuire 
^^  à  la  général!  té  de  la  solution; 

. car  le  signe  de  cette  constante 

ne  dépend  que  du  sens  sui- 
vant lequel  on  compte  les  coordonnées  positives.  La  con- 
stante b  dépend  du  point  de  l'axe  de  révolution  qui  est 
pris  pour  origine  des  coordonnées  \  on  peut  donner  à  cette 

33. 


/•' 
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constante  telle  valear  que  Ton  youdra,  sans  que  la  forme 
de  la  courbe  soit  changée. 

Ceci  posé,  Tcquation  (3)  peut  s'écrire 

(5)  p'—  2  -/?^-h2^»-f-I  =0. 

m  Y 

Pour  une  valeur  positive  de  -»  cette  équation  ne  peut 

pas  être  satisfaite  par  des  valeurs  négatives  de  p.  Lorsque 

~  est  supérieur  à  3,  la  valeur  p  z=  i^  substituée  dans  le 

premier  membre,  donne  un  résultat  négatif;  donc  il 
est  alors  deux  valeurs  positives  de  p  qui  vérifient  Téqua- 
tion.  La  règle  de  Descartes  montre  qu'il  n*y  en  a  jamais 
un  plus  grand  nombre.  Les  valeurs  de  x  qui  correspon- 
dent à  ces  deux  valeurs  de  p  sont  réelles,  d'après  Téqua- 
tion  (4)9  quelque  grande  que  soit  la  valeur  attribuée  à 

~*  Donc  la  courbe  se  compose  de  deux  branches  infinies. 

Lorsque  -  est  très-grind,  les  valeurs  p  =  -»  p  =  i/- 

rendent  négatif  le  premier  membre  de  l'équation  (5)  5  on 
en  conclut  que  les  deux  valeurs  correspondantes  de  p  sont 
Tune  très-grande,  l'autre  très*petite,  c'est-à-dire  que  les 
deux  branches,  à  mesure  quelles  s'éloignent,  tendent  à 
devenir  parallèles,  Tune  à  l'axe  des  j^  l'autre  à  l'axe 
des  X,  Elles  n'admettent  point  d'asymptotes,  car  x  con- 
verge vers  l'infini  lorsque  p  augmente  ou  diminue  indé- 
finiment. 

Chacune  des  dérivées  ^j  —-  n'est  annulée  que  par 

une  seule  valeur  positive  de  p^  et  cette  valeur  est  la  mémo 

pour  les  deux  dérivées,  savoir  ;;  =::=  v^i.  La  valeur  corres- 

r  8 

pondante  de  -  est  — =•  Cette  valeur  lend  égales  les  deux 
■  ^        3v'3 
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racines  réelles  de  Téquatiou  (5).  Comme  alors  il  ne  ré«' 
pond  aux  deux  racines  qu'une  seule  valeur  dex,  il  s'en- 
suit que  les  deux  branches  de  la  courbe  viennent  se  loucher. 
Tune  Faulre  en  un  point  Â  ;  à  ce  point  leur  inclinaison' 
sur  Taxe  des  x  est  de  6u  degrés.  En  outre,  la  courbe  n*tf 
pas  de  points  d'inflexion.  Le  point  A  est  un  point  de  re- 
broussement,  carTéquaiion  (5)  n^est  vériûéepar  aucune 

r  8 

valeur  réelle  de  p  lorsque  —  est  inférieur  à  — =  •  Ce  point 

de  rebroussement  est  du  premier  genre,  puisque,  à  partir 
de  ce  point,  p  croit  sur  Tune  des  branches  et  décroit  sur 
Tautre. 

La  plus  petite  valeur  de  y,  — -=ri  ne  peut  être  nulle^ 

car,  si  Ton  fait  a  =  o,  la  surface  se  réduit  à  un  plan  per- 
pendiculaire à  Taxe,  et  alors  la  pression  est  évidemment 
un  maximum  et  non  un  minimum.  Il  suit  de  là  que  la 
surface  de  moindre  pression  ne  peut  jamais  recouvrir 
entièrement  le  cercle  qu  on  obtient  en  la  coupant  par  un 
plan  perpendiculaire  a  Taxe.  Mais  on  peut  faire  en  sorte 
que  Touverture  centrale  soit  aussi  petite  que  Ton  veut. 
U  suffit  pour  cela  de  donner  à  la  constante  a  une  valeur 
très-petite.  Cette  faible  valeur  de  la  constante  u*enipèche 
pas  la  surface  de  s^étendre  indéfiniment  en  longueur  et  en 
largeur^  car  quelque  petite  que  soit  celte  constante, 
pourvu  qu'elle  ne  soit  point  nulle,  on  peut  toujours  assi- 
gner une  valeur  de  p  suffisamment  grande  jiour  que  x  eiy 
dépassent  toute  quantité  donnée. 

Ce  problème  est  Tun  des  premiers  exemples  du  calcul 
des  variations  que  Ton  rencontre  dans  les  écrits  des  géo- 
mètres du  dernier  siècle.  C'est  à  Newton  (*)  que  Ton  en 
doit  la  première  solution^  il  énonça,  sans  la  déuiouti^er, 


(•)  Principia,  Ub.  II,  prop.  34,  schol. 
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la  propriëté  des  tangentes  représentée  par  l'équation  (3). 
Pins  tard  Fatio  Duiller  (*),  donna  une  démonstration 
analytique,  mais  elle  est  fort  compliquée.  L'Hôpital  (**) 
la  sîmpliâa  beaucoup.  Jean  Bemoulli  ^***)  se  consola 
de  n'avoir  pas  été  le  premier  à  résoudre  cette  intéressante 
question,  en  se  récriant  sur  la  facilité  du  problème,  qnll 
dit  avoir  trouvé  sans  plume  ni  papier  pendant  qu'il  repo- 
sait sur  son  lit. 

On  trouve  dans  le  Traité  du  Navire^  de  Bouguer,  et 
aussi  dans  les  Mémoires  de  V  Académie  des  Sciences  de 
Paris  pour  Tannée  1733,  la  solution  d'un  problème  du 
même  genre  que  celui  qui  nous  occupe  :  Une  base  qui 
est  exposée  au  choc  d'un  fluide  étant  donnée,  trouver  le 
conoïde  dont  il  faut  la  couvrir  pour  que  l'impulsion  soit 
la  moindre  qu'il  est  possible.  Bouguer  entend  ici  par 
conoïde  une  surface  telle,  que  les  sections  parallèles  à  la 
base  soient  semblables,  et  soient  percées  en  des  points 
homologues  par  une  même  perpendiculaire  à  la  base;  cette 
droite  est  celle  qu'il  nomme  Vaxe  du  conoïde.  Il  arrive! 
ce  résultat  digne  de  remarque,  que  le  conoïde  de  moindre 
résistance  au  mouvement  suivant  Taxe  est  aussi  celai 
pour  lequel  la  résista/nce  suivant  .l'axe  est  un  minimum 
quand  le  mouvement/ est  oblique;  et  spécialement,  si  la 
base  est  un  demi-eercle  et  que  l'axe  passe  au  centre,  la 
résistance  totale  est  un  minimum  quel  que  soit  le  mouve- 
ment. 

3.  Déterminer  la  figure  d'équilibre  que  prend  une  , 
masse  liquide  placée  entre  un  plan  horizontal  H,  un  plan 


(*)Demurorum  inclinatione  frucl{feras  ad  arbores  sustinendas;  Londres, 
1699. 

(**)  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences  de  Paris,  169g,  p.  107. 

(»♦*)  Acta  eruditorum,  1699,  p.  5i3,  et  1700,  p.  ao8.  —  Opéra,  1 1, 
p.  3o7  et  SUIT. 
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vertical  V  et  deux  plans  M,  M'  perpendiculaires  aux 
premiers^  lorsquelle  est  soumise  à  V action  d*un  courant 
d'air  dirigé  perpendiculairement  an  plan  Y. 

Il  nous  suffit  de  déterminer  la  section  AP  (kite  dans  la 
surface  libre  de  la  niasse  liquide  par  un  plan  parallèle 
fi^  gg  aux  deux  plans  M,  M'. 

Prenons  l'origine  des 
coordonnées  au  sonunet 
A,  l'axe  des  x  dirigé 
dans  le  sens  de  la  pe- 
santeur et  Taxe  des  jr 
dirigé  en  sens  contraire 
du  courant. 

Soient  s  l'arc  de  la 
courbe  AP  compté  à  partir  du  point  A,  a  la  densité  du 
liquide,  v  la  ritesse  du  courant,  p  la  densité  de  Tatr  et  k 
la  constante  définie  dans  les  préliminaires. 

Le  liquide  supérieur  exerce  en  vertu  de  son  poids,  en 
un  p<nnt  «{uelconque  P  de  la  courbe,  une  pression  égale  à 

gax. 

Au  même  point,  la  pression  exercée  par  le  courant  d*air 
est 

i   l    ^^' 


■m 


Égalant  ces  deux  pressions,  et  posant,  pour  abr^er, 


il  vient 
ou  bien 


Hy^^J^a.. 
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Celte  équation  a  pour  intégrale,  comme  on  sait, 

rt  —  X 

rz=z  U^ax  —  x^  -k-  a  arc  ces 

*^  a 

On  n'ajoute  pas  de  constante,  parce  que  la  courbe  passe 
à  Torigine. 

La  surface  libre  du  liquide  est  donc  une  surface  cylin- 
drique qui  a  pour  base  une  cycloïde  ;  le  rayon  du  cercle 

générateur  de  la  cycloïde  est  -^  • 

Euler,  à  qui  nous  empruntons  ce  problème,  a  consi- 
déré le  cas  où  le  courant  d'air  est  incliné  à  l'horizon. 
Euleu,  Jeta  Jead.  Petrop,^  *777>  P^""^-  ï>  P«  '90. 

4.  Déterminer  la  forme  et  le  mouvement  d'une  bulle 
qui  s* élève  à  travers  un  liquide. 

Soient  QQ'  le  niveau  du  liquide,  ARA'  un  demi-méri- 
Fig.  89.  dien  de  la  bulle.  Prenons  pour  axe 

des  X  Thorizontalc  OX  qui  passe 
au  point  B  où  la  tangente  au  mé- 
ridien  est  verlicale.  Nommons  : 

y  la  hauteur  au-dessus  de  («t 
axe  d'un  point  P  appartenant  k  la 
branche  supérieure  de  la  courbe 
méridienne; 
y  la  distance  au  même  axe  d'un 
point  P'  de  la  branche  inférieure; 
b  la  distance  OA  ; 
b'  la  distance  O A' 5 
5  l'arc  AP 5 
z  la  distance  du  point  O  au-dessous  du  niveau  QQ'; 

V  la  vitesse  du  point  O  ou r-; 

p  la  densité  du  liquide  ambiant; 
(J  celle  de  la  bulle. 
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Nous  admetirons  que  la  pression  exercée  par  le  liquide 
ambiant  sur  cbacun  des  éléments  de  la  surface  de  la  bulle 
est  égale  à  la  pression  qui  aurait  lieu  si  la  bulle  était  en 
repos,  plus  la  pression  due  à  la  vitesse  relative.  Nous 
supposerons,  comme  à  Tordinaire,  cette  seconde  partie 
de  la  pression  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse.  De 
plus,  comme  la  bulle  se  déforme  lentement,  nous  pour- 
rons admettre,  sans  grande  erreur,  que  cbaque  point  de 
la  surface  est  animé  de  la  même  vitesse  que  le  point  O. 

Ceci  posé,  la  constante  définie  dans  les  préliminaires 
étant  toujours  représentée  par  /r,  les  pressions  normales 
exercées  aux  points  B,  A,  P,  rapportées  à  Tunité  de  sur- 
face, seront  respectivement 

Or  la  pression  au  point  P  est  égale  à  la  pression  au 
point  A,  plus  la  pression  due  à  une  colonne  fluide  de 
même  nature  que  la  bulle  et  d'une  hauteur  égale  à  la  dif- 
férence de  niveau  h  — y.  On  a  donc 

dx'^ 

De  même,  en  comparant  les  pressions  exercées  aux  points 
P  et  B,  on  trouve 

Ces  équations  donnent  les  suivantes  : 

,  dx^ 
^  =  ^d?' 

La  dernière  montre  que  la  branche  supérieure  APB  est 
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une  demi-cycloïde,  engendrée  par  un  cercle  de  diamètre  b 
roulant  sur  Thorizontale  OB. 

Considérons  dans  la  bulle  un  filet  vertical  PP'  de  très- 
petite  section  o).  Le  poids  de  ce  filet  est  <*fif^(j"-f- J^')i 
la  pression  qu'il  supporte  au  point  P  dans  le  sens  de  la 
pesanteur  est  (i),  tùg(pz  —  (7/),  et  la  pression  yerticale 
qu'il  supporte  au  poin t  P'  de  bas  en  haut  est  ^gp(*  "♦"J'O  5 
donc  la  force  accélératrice  qui  tend  &  le  soulever  a  pour 
valeur 

On  trouverait  de  même,  pour  l'expression  de  la  force 
accélératrice  qui  tend  à  soulever  le  filet  central  AA', 

p-q-        b' 
^     fj      à-hb'' 

Les  accélérations  verticales  des  diverses  molécules  de 
la  bulle  étant  peu  différentes  les  unes  des  autres,  on  peut 
égaler  les  forces  accélératrices  des  deux  filets.  Il  en  résulte 
Téquation  du  mouvement, 


et  aussi 


dt"^      (T       b-hb'' 


y-  b' 

On  voit,  par  cette  dernière  relation,  que  la  branche 
inférieure  A'P'B  est  une  demi-cycloïde  dont  les  or- 
données verticales  ont  été  diminuées  dans  un  même  rap- 
port. 

Il  reste  à  déterminer  la  quantité  i^  On  y  parviendra 
en  égalant  la  masse  connue  de  la  bulle,  M,  au  produit  de 
la  densité  a  et  du  volume  calculé  en  fonction  de  b'  à  Taide 
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des  équations  de  la  conrbe  mëridienne.  L'équation  est 

M  =  lirai        (x-hy)xdx. 

Remplaçant  j'  par  j-jr^  y  par  -(n-coso)),  x  par 

-  (&)  +  sinb)),  et  intégrant  par  rapport  à  a>  entre  les  li- 
mites o  et  TT,  on  trouve 


M  =  -*'(*-^*')(^-s) 


Il  s'ensuit 

h'- 


t'  = r~ r-6. 


'(.6       3) 


D'après  cette  valeur  et  celle  de  b,  l'équation  du  mou- 
vement devient 


dv  û  —  9 


irp3^  (Zn^        ,\ 

di      ""      fj         yig^[^-^^y  \  ,6       3/    " 
Si  la  bulle  est  liquide,  l'équation  est  de  la  forme 

•     dv 

-  =  A-B^, 

A  et  B  désignant  des  constantes.  On  sait  Tint^er  une 
première  fois  en  quantités  finies. 

Si  la  bulle  est  gazeuse,  on  devra  poser  a  =  hz^  h  étant 

une  constante,  puis  remplacer  v  par  —  — -  *,  alors  on  aura 

une  équation  du  second  ordre,  où  ne  figureront  que  les 
variables  z  elt. 

Pagani,  Journal  de  3f.  Creile,  t.  XI,  p.  384;  i834- 
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Maupertuis  (^)  a  déterminé  le  mouvement  d'une  bulle 
d'air  en  la  supposant  spliérique.  Cette  hypothèse  étant 
certainement  bien  éloignée  de  la  vérité,  rAcadémie  de 
Bruxelles  considéra  le  problème  comme  non  résolu,  et  le 
mit  au  concours  pour  Tannée  1828. 

6.  On  suppose  un  liquide  oscillant  sons  V action  de  la 
pesanteur^  dans  un  siphon  qui  est  formé  de  deux  tubes 
verticaux  réunis  par  un  tube  horizontal  de  même  dia- 
mètre. Il  s^agit  de  démontrer  que  la  pression  moyenne 
exercée,  pendant  chaque  oscillation^  sur  un  élément  de 
la  paroi  du  tube  constamment  en  contact  a^ec  le  liquide, 
est  inférieure  à  celle  qui  s'exercerait  sur  le  même  e'/f- 
ment  si  la  colonne  liquide  était  en  repos. 

On  entend  par  pression  moyenne  exercée  pendant 
une  oscillation  le  rapport 

V 

prit 


£ 


OÙ  p  représente  la  pression  à  l'époque  f,  et  T  la  durée 
d'une  oscillation. 

Soient  p  la  densité  du  liquide  ; 

/  la  longueur  de  la  colonne  \ 

z  la  hauteur  du  liquide  dans  lune  des  branches  verti- 
cales au-dessus  du  niveau  qui  convient  à  l'équilibre; 

A  la  distance  de  Télément  considéré  au  même  niveau 
d'équilibre,  cette  distance  étant  comptée  positive  au- 
dessous  du  niveau  *, 

2o  la  valeur  de  z  au  commencement  de  chaque  oscilla- 
tion. 

D'après  le  principe  de  d'Alembert,  et  en  supposant  que 

(")  Uémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris^  1733,  p.  a55. 
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le  moavemeDt  ail  lieu  par  tranches  perpendiculaires  à 
Taxe  du  tube,  la  portion  de  la  colonne  liquide  qui  se  ter* 
raine  vers  Télément  considère  doit  être  en  équilibre  souft 
les  actions  réunies  de  la  pression  p  qui  s'exerce  sur  la 
base,  du  poids  de  la  colonne  verticale  située  au-dessus  de 
l'élément  eisj  et  d'une  force  égale  et  contraire  k  la  force 
accélératrice  de  la  même  colonne  verticale. 
On  a  donc  Féquation 

pz=gp(h-\-z)-hp[h  -H»)  ^• 
Eu  outre,  on  a  trouvé  précédemment  (p.  5oy) 

IVaprès  ces  valeurs,  il  vient 
/      pt/t  i      Je  I      cos-—£// 

— Y— -s^pA-^-^-^p^l^-VJ T 


/       cos'  ^  «// 


/  T 

8i  le  liquide  était  en  repos,  la  pression  moyenne  serait 
gph  ;  donc,  par  le  fait  même  des  oscillations,  la  pression 
moyenne  est  diminuée  de 

/ 
Combes,  Journal  de  M.  Lioutille,  t.  YIII,  p.  4^^;  i843. 
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M.  Anatole  de  Caligny  (^)  a  construit  sur  ce  principe 
un  appareil  très-simple,  composé  de  deux  tubes  seale- 
ment,  qui  est  capable  d'élever  Teau  à  une  petite  bauteor, 
par  Teffet  d'une  agitation  irrégulière  produite  dans  le  li- 
quide du  réservoir  supérieur.  C'est  encore  dans  cette  di- 
minution de  pression  occasionnée  par  le  mouvement  du 
liquide,  que  M.  de  Caligny  trouve  l'explication  de  ce  fait 
singulier,  que  certains  cours  d'eau  du  littoral  se  jettent 
dans  la  mer,  selon  toutes  les  apparences,  bien  que  Tenr 
niveau  soit  moins  élevé  qu^elle. 

6.  Calculer  directement  la  pression  totale  exercée 
contre  les  parois  d^un  tube^  dans  lequel  se  meut  un  li- 
quide sous  Vaction  de  forces  quelconques,  en  supposant 
que  le  mouvement  ait  lieu  par  tranches  perpendiculaires 
à  Vaxe  du  tube. 

Rapportons  le  système  à  trois  axes  rectangulaires. 
Soient  : 

X,  y^  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  qui 
forme  l'axe  du  tube  -, 

s  Tare  de  cette  courbe  qui  se  termine  au  point  (x,  /,  z); 

OL  l'angle  que  la  tangente  à  la  courbe  au  même  point 
fait  avec  l'axe  des  x  ; 

b)  l'aire  delà  section  du  tube  au  même  point; 

V  la  vitesse  du  liquide  qui  traverse  cette  section  \ 

X,  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  de  la  force 
accélératrice  qui  est  appliquée  aux  molécules  situées  sur 
cette  même  section  \ 

p^  dsj  pj  ds^  p.  ds  les  composantes  parallèles  aux  axes 
de  la  pression  que  la  trancbe  liquide  comprise  entre  les 


{*)Jounud  de  M.  liounUe,  t  VIII,  p.  a3. 
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sections  faites  aux  extrémités  des  arcs  s  et  s  +  (ls  exerce 
contre  la  paroi  du  tube-, 

PjT  la  pression  totale  que  le  liquide  exerce  sur  le  tube 
dans  la  direction  de  l'axe  des  x  ; 

p  la  densité  du  liquide  ; 

OToj  ^oj  «0»  Wo,  v'oj  et  jTi,  5,,  ai,  0)1, 1^1  les  valeurs  de  x, 
5,  a,  co,  t^  correspondantes  aux  extrémités  du  tube. 

Si  Ton  exprime  que  les  forces  perdues  se  font  équilibre 
sur  la  tranche  considérée,  il  vient 

Il  en  résulte,  en  particulier,  que  la  pression  totale 
exercée  dans  la  direction  de  Taxe  des  x  s^xprime  par  la 
formule 

L  accélération  -^  peut  se  représenter  par  — — \ 

mais  il  faut  observer  que  v  est  une  fonction  de  t  et  de  s^ 
CL  une  fonction  de  s  seulement,  et  que  la  dérivée  est  ici 
une  dérivée  totale.  On  a  donc 


d^x 

dv 

d. 

pcosa 

ds 

~— 

cosa 

_. 

-\- 

— 

-     > 

dt^ 

dt 

ds 

dt^ 

les  dérivées  qui  figurent  au  second  membre  étant  des 
dérivées  partielles. 

De  pins,  on  a  les  relations 


ds 

— -  =  p,     ds  cosa  =  dx^ 

dt 

dv  dv^ 
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Sabstituant  ces  valeurs  dans  Texpression  de  P„  on 
obtient 

—  pwtf  p^  («',  cosa,  —  p.  cosx«}. 

Des  formules  semblables  donueraieni  la  valeur  de  la 
pression  qui  s'exerce  suivant  Taxe  des  j^  et  suivant  Taxe 
des  z. 

Le  terme  qui  contient  la  dérivée  -^  disparait  quand  le 

mouvement  est  permanent. 

Si  les  forces  appliquées  au  liquide  se  réduisent  à  la  pe- 
santeur, alors,  nommant  II  le  poids  du  liquide  conlenu 
dans  le  tube  et  a  Tangle  que  fait  Taxe  des  x  avec  la  ver- 
ticale, on.  aura 


p  I       Xvids  zsz  n  cosa  ; 


et,  si  Ton  se  borne  à  considérer  le  mouvement  lorsqu'il 
est  devenu  permanent,  la  pression  totale  ne  sera  point 
changée,  de  quelque  manière  que  Ton  courbe  le  tube, 
pourvu  que  les  extrémités  conservent  la  même  différence 
de  niveau  et  des  directions  parallèles  à  leurs  directions 
premières;  il  faut  néanmoins  exclure  les  coudes  brusques 
qui  changeraient  la  nature  du  mouvement. 

Ces  formules  ont  été  données  pour  la  première  fois  par 
Euler.  La  démonstration  qui  précède  est  de  Coriolis 
(Journal de  M.  Liouville^  t.  IT,  p.  i3o;  1837). 

7.  Démonti*er  directement,  parle  pn'ncîpe  des  forces 
vii^eSy  qaune  veine  Vqidde^  tombant  sur  un  plan  quelle 
ne  quitte  qu  après  avoir  perdu  toute  sa  vitesse  perpen- 
dicuUnre  au  plan,  exerce  sur  cette  surface  une  pression 
normale,  proportionnelle  au  can^  de  la  vitesse  ivlaWe 
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de  la  veine  et  du  plan  estimée  suivant  la  normale  an 
plan . 

Jean  Bebnoulli,  Comment,  Petrop,^  '7^7» 
p.  S-j.    —  Opéra ^  t.  IV,  p.  422, 

8.  Revenons  à  Thypothèse  diaprés  laquelle  la  pression 
qui  s'exerce  entre  un  fluide  et  une  surface  solide,  dans 
leur  mouvement  relatif,  est  proportionnelle  au  carré  de 
la  vitesse  relative  estimée  suivant  la  normale,  et  propo- 
sons-nous les  problèmes  suivants. 

Trouver  le  centre  de  pression  d^un  demi-cercle  qui 
tourne  autour  de  sa  base  dans  unjluidc  homogène. 

Le  centre  de  pression  est  situé  sur  le  rayon  qui  partage 
la  surface  en  deux  parties  symétriques,  à  une  distance  de 

la  base  égale  à  la  fraction  —^  du  rayou. 

9.  Un  cylindre  de  révolution^  homogène,  placé  debout 
sur  un  plan  horizontal,  est  exposé  au  choc  d'un  vent  gui 
souffle  dans  une  direction  parallèle  au  plan.  On  de- 
mande quelle  est  la  vitesse  du  vent  nécessaire  pour  ren» 
verser  le  cylindre,  en  supposant  la  surface  du  plan  de 
telle  nature^  que  le  cylindre  ne  puisse  pas  glisser. 

Si  l'on  nomme  P  le  poids  du  cylindre,  /  sa  hauteur, 
p  la  densité  de  Tair,  h  la  constante  définie  dans  les  pré- 
liminaires et  V  la  vitesse  cherchée,  on  trouve 

,  3P 

10.  Déterminer  la  forme  d^  équilibre  d'une  voile  rec- 
tangulaire,  dont  deux  côtés  opposés  sont  maintenus  dans 
des  directions  parallèles  entre  elles  et  perpendiculaires 
à  la  direction  du  vent. 

La  surface  cherchée  est  évidemment  une  i^urfac  e  cylin- 
drique. 

II.    3«  ÉOIT.  34 
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On  trouve  que  la  section  droite  est  une  chaînette. 

Si  Ton  nomme  a  le  rapport  de  la  tension  de  la  voile 
dans  le  sons  perpendiculaire  aux  génératrices,  avec  la 
pression  que  le  vent  exercerait  sur  une  surface  plane  égale 
à  Tunité  et  qui  lui  serait  directement  opposée,  la  courbe 
peut  se  représenter  par  Téquation 


•==(••*"'=)• 


Ce  problème  fut  le  sujet  d'une  lutte  intéressante  entre 
les  deux  frères  Jacques  et  Jean  Bcrnoulli  (*).  Le  premier 
trouva  la  solution  du  problème  dès  Tannée  1691,  et  le 
second  peu  de  temps  après. 

1 1 .  On  suppose  une  lame  rectangulaire^  rigide,  extrê- 
mement mince,  tout  entière  exposée  au  courant  d^wi 
fluide  homogène  gui  la  frappe  perpendiculairement. 
Cette  lame  est  d^ abord  maintenue  immobile^  puis  tout  à 
coup  on  la  laisse  libre  de  tourner  autour  de  Vune  de  ses 
arêtes  qui  reste  fixe.  Il  s'agit  de  trou\^er  à  quelle  dis- 
tance de  l'axe  de  rotation  sont  situés  les  points  qui,  au 
premier  instant,  ont  une  vitesse  égale  à  celle  du  fluide. 
Le  poids  et  le  moment  d^ inertie  de  la  lame  sont  négli- 
geables. 

Si  Ton  nomme  x  le  rapport  de  la  distance  cherchée  à  la 
longueur  de  la  lame  dans  le  sens  perpendiculaire  à  Taxe 
de  rotation,  on  arrive  à  Téquation 

3 

X*  —  3x^  -4-  /iar =0; 

2 

d'où  l'on  tire 

X  =  o,65. . . . 

DucREST,  Essais  sur  tes  machines  hydrauliques^  p.  267;  1777* 


(*)  Voir  rhistoire  de  ce   problème  dans  les   Acta  erudilorum,  1696, 
p.  540»  ou  bien  dans  les  Œuvres  de  Jacques  Bernoulli^  t.  I,  p.  653. 
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SECTION   II. 

MACHINES    MISES    EN    MOUVEMEKT    PAR    LES    FLUIDES. 

1 .  Équation  de  la  transmission  du  travail  appliquée 
aux  roues  hydrauliques  en  général,  —  Nous  nous  pro- 
posons ici  de  calculer  le  travail  moteur  que  l'eau  transmet 
aux  principales  roues  hydrauliques,  lorsque  le  mouve- 
ment de  la  machine  peut  être  considéré  comme  uniforme, 
et  celui  du  liquide  comme  permanent.  Ce  calcul  nous 
donnera  des  indications  précieuses  sur  la  valeur  dyna- 
mique et  la  disposition  la  plus  convenable  de  ces  récep- 
teurs. Commençons  par  établir  Téquation  générale. 

Imaginons  dans  la  colonne  d^eau  deux  sections  perpen- 
diculaires au  courant  et  très-voisines  de  la  roue,  Tune  en 
amont,  l'autre  en  aval.  C'est  à  la  masse  liquide  comprise 
entre  ces  denx  sections,  à  une  époque  donnée,  que  nous 
allons  appliquer  le  principe  de  la  transmission  du  travail . 

Soient  : 

y  la  vitesse  moyenne  du  liquide  dans  la  section  en 
amont-, 

%>'  la  vitesse  moyenne  dans  la  section  en  aval; 

h  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  deuxième  section 
au  plan  horizontal  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  de 
la  première  section  ; 

Q  le  volume  du  liquide  qui  traverse  chacune  des  sec- 
tions pendant  Tunité  de  temps; 

p  la  densité  du  liquide,  ou  le  poids  de  l'unité  de  vo- 
lume divisé  par  le  nombre  g  ; 

Tf  le  travail  produit  pendant  Funité  de  temps  par  les 
frottements  et  actions  mutuelles  du  liquide  agité-, 

T,„  le  travail  du  à  la  pression  de  la  roue  sur  le  liquide 
pendant  Tuni  té  de  temps,  lequel  est  égal  au  travail  mo- 
teur transmis  par  le  liquide  à  la  roue. 

34. 
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L'accroîssemenl  de  force  vîvc  de  la  masse  liquide^  pen- 
dant Tinslant  infiniment  pelit  dt  qui  suit  IVpoque  cou- 
sidérée,  est  pQ  (^'*  —  ^^)  dt-.  Le  travail  des  forces  qui 
agissent  pendaift  ]e  même  instant  sur  cette  même  masse 
liquide  comprend  le  travail  de  la  pesanteur  gpQhdt, 
le  travail  — Tfdt  et  le  travail  — Tmdt.  On  a  donc 

et,  paç  suite, 

(A)  T«.  =  ^pQA-h^pQ(p^-p'^)-T/. 

Quand  il  s'agit  d^établir  une  roue  hydraulique,  les 
quantités  données  sont  ordinairement  la  dépense  Q  et  la 
hauteur  de  la  chute,  c'est-à-dire  la  difTérence  de  niveau 
entre  deux  réservoirs  situés  Tun  en  amont  de  la  roue, 
l'autre  en  aval,  dans  lesquels  la  vitesse  de  l'eau  est  nulle 
ou  très-petite. 

Nous  désignerons  cette  hauteur  de  chute  par  H. 

On  devra  employer  une  partie  A^  de  la  hauteur  H  à 
faire  acquérir  à  la  colonne  liquide  la  vitesse  ^  avec  laquelle 
Teau  doit  arriver  sur  la  roue  ;  l'autre  partie  de  la  hauteur 
de  chute  sera  employée  tout  entière  h  faire  agir  l'eau  sur 
le  récepteur,  autrement  on  n'utiliserait  point  toute  la 
chute.  De  plus,  on  évitera  autant  que  possible  les  pertes 
de  force  vive  dans  le  canal  d'amenée,  afin  de  procurer  la 
vitesse  v' avec  la  plus  petite  hauteur  possible  h^.  Admet- 
tons qu'on  soit  parvenu  à  éviter  ces  pertes  de  force  vive. 
Alors  on  aura 

et  (A) 

Cette  formule  nous  montre  que  le  travail  utile  T^  i><? 
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peut  jamais  surpasser  la  quantité  g^pQH,  et  s'en  approche 
d'autant  plus  que  u'  et  T^-sont  plus  petits.  De  là  résulte 
cette  double  condition  du  bon  rendement  des  roues  hydrau- 
liques, que  Veau  arrive  sur  la  roue  sans  choc,  et  la  quitte 
sans  "vitesse, 

La  quantité  gpQH,  qui  mesure  le  travail  de  la  pesan- 
teur dans  le  passage  de  Teau  du  bief  supérieur  au  bief 
inférieur,  est  ce  qu'on  nomme  la  puissance  absolue  de  la 
chute. 

2.  Jioue  à  augets,  —  On  peut  admettre,  avec  une 
approximation  suflfisante,  que  Teau  reçue  dans  les  augets 
prend  la  vitesse  de  la  roue,  et  en  sort  avec  la  même  vitesse. 

Fig.  f)0. 


L*eaa,  arrivant  sur  la  roue  avec  la  vitesse  i^,  change 
donc  rapidement  cette  vitesse  contre  la  vitesse  i^'  de  la  cir« 
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conférence  extërîeare  de  la  roue.  Ce  changement  de  vi- 
tesse accuse  un  travai]  résistant  Ty,  égal  à  la  demi-somme 
des  forces  vives  due^aux  vitesses  perdues  (voyez  p.  484). 
Si  l'on  nomme  w  la  vitesse  perdue,  qui  n'est  autre  que  la 
vitesse  de  Teau  affluente,  estimée  relativement  à  la  cir- 
conférence extérieure  de  la  roue,  on  aura 

«»^  =  f'  -h  p''  —  2  w'  COS  ( •»,  p' ), 

et,  par  conséquent, 

T/  =  -  pQ[p^  -h  p'>  —  2Pp'  cos  (p,  p')]. 

Si  l'on  pouvait  admettre  que  les  augets  se  vident  in- 
stantanément, lorsqu'ils  arrivent  à  l'extrémité  de  la  roue 
qui  touche  la  surface  du  bief  inférieur,  le  travail  de  la 
pesanteur  serait g'joQA,  etTon  aurait  (A) 

(i)  T^  =  ^pQ/i  -h  pQi>'  [f  cos(P,  /)  —  p']. 

Cette  formule  n'est  applicable  qu'aux  roues  lentes,  dont 
les  augets  ne  sont  point  remplis  entièrement  ^  encore,  pour 
la  faire  concorder  avec  les  résultats  de  l'expérience,  faut- 
il  multiplier  le  terme  gpQh  par  un  coefficient  de  correc- 
tion, égal  à  0,78  si  les  augets  sont  remplis  à  moitié,  égal 
à  o,65  si  les  augets  sont  remplis  aux  deux  tiers. 

Pour  construire  une  formule  plus  exacte,  il  est  néces- 
saire de  connaître  la  quantité  d'eau  que  renferme  chaque 
auget  dans  une  position  donnée. 

Considérons  une  molécule  M,  située  à  la  surface  du  li- 
quide qui  est  renfermé  dans  l'auget.  La  pesanteur  g  et  les 
'forces  égales  et  contraires  aux  forces  accélératrices  qui 
produiraient  le  mouvement  de  la  molécule,  si  elle  était 
libre,  doivent  se  faire  équilibre  sur  cette  molécule  en 
vertu  des  liaisons  et,  par  conséquent,  doivent  avoir  une 
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résultante  normale  à  la  surface  du  liquide.  Il  nous  est 
facile  de  déterminer  celle  surface ,  car  le  mouvement  réel 
de  la  molécule  diflere  jpeu  d'un  mouvement  circulaire  uni- 
forme, égal  à  celui  de  la  roue,  en  sorte  que  les  secondes 
forces  se  réduisent  à  peu  près  à  la  force  centrifuge. 

Soient  o)  la  vitesse  angulaire  de  la  roue,  r  la  distance 
de  l'axe  à  la  molécule  considérée,  R  la  résultante  de  la 
pesanteur  g  et  de  la  force  centrifuge  od'r,  ci  I  le  point  où 
la  direction  de  cette  résultante  rencontre  le  rayon  verti- 
cal OI  qui  est  situé  avec  la  molécule  M  dans  un  même 
plan  perpendiculaire  à  Taxe  de  la  roue. 

II  est  aisé  de  voir,  par  la  considération  de  deux  trian- 
gles semblables,  que  Ton  a  l'égalité 

La  position  du  point  I  déterminée  par  celte  dernière  re- 
lation étant  indépendante  de  la  distance  r,  il  s'ensuit 
que  les  normales  aux  diflerents  points  de  la  surface  du 
liquide  s'appuient  toutes  sensiblement  sur  une  même 
droite  horizontale  I,  située  avec  l'axe  de  la  roue  dans 
un  même  plan  vertical.  La  surface  de  Veau  dans  chaque 
auget  est  donc  à  peu  près  celle  d^un  cylindre  circulaire, 
dont  Vaxc  est  parallèle  à  Vaxe  de  la  roue  et  situé  dans 
le  même  plan  vertical,  à  une  hauteur  au-dessus  de  cette 

droite  éeale  à  —^  • 

D'après  cela,  on  peut  aisément  déterminer  la  position 
de  l'auget  où  le  déversement  commence.  A  cet  effet,  on 
tracera  le  proGl  de  la  roue  et  les  profils  circulaires  des  sur- 
faces de  niveau  qui  passent  au  bord  de  chaque  auget;  on 
aura,  par  cette  construction,  le  profil  du  plus  grand  vo- 
lume d'eau  que  chaque  auget  puisse  contenir;  ce  volume 
pourra  se  calculer  approximativement  par  la  méthode  des 
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quadratures.  Après  quelques  tàtonDemeiits,  on  trouvera 
la  position  deTauget  où  ce  volume  est  sensiblement  égal 
au  volume  d'eau  reçu,  lequel  est  égal  au  quoiieiit  du  vo- 
lume Q  par  le  nombre  des  augets  qui  passent  dans 
l'unité  de  temps.  Cette  position  sera  la  position  cher- 
chée. 

Soient  A'  la  hauteur  du  bord  de  Tauget  où  le  déverse- 
ment commence  au-dessus  du  niveau  du  bief  inférieur, 
q  le  volume  variable  de  Teau  qui  reste  dans  Tauget  lors- 
qu'il descend  au  bas  de  la  roue,  et  w  le  nombre  des  augets 
qui  passent  dans  Puni  té  de  temps. 

Pendant  que  la  roue  tourne  de  l'intervalle  compris 
entre  deux  augets  consécutifs,  Tcau  contenue  dans  les  au- 
gets qui  ont  commencé  à  se  vider  produit  par  son  poids 
un  travail  égal  à  celui  que  produit  Teau  contenue  dans  un 
seul  auget,  pendant  tout  le  temps  que  cet  auget  met  à  sr 
vider.  Le  travail  de  la  pesanteur  pendant  Tunité  de  temps 
est  donc 

gpq{/i-/i')-^gpn  j      qdh. 

L'intégrale  /  qdh  se  calculera  par  la  formule  de  Tho- 
mas Simpson.  On  mesurera  sur  le  proGl  le  volume  d'eau 
qui  reste  dans  i'auget  pour  cinq  positions,  correspon- 
dantes aux  hauteurs  du  bord  o,  y  h\  -  A',  7  h'^  h' .  Nom- 

mant  q^^  ^,,  9,,  ^3,  q,,  ces  volumes,  on  aura,  avec  une 
approximation  suffisante, 


X 


qdh  :=z  —  [r/,  -f-  2^,-4-4(^1  -+-  73)  -^  Ç*]' 


'2 


Ainsi,  quand  on  tient  compte  du  temps  que  les  augets 
mettent  à  se  vider,  la  formule  qui  exprime  le  travail  mo- 
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leur  est 

T«  =  g'p Q(//  —  ^') -h  g'p /l  —  [r/o -4- 2  ^, -f- 4  (y. -h  ^,) -f- y,  ] 
I  '^^^^ 

Si  l'ou  suppose  Q,  ^Q,  ^1,...,  exprimés  en  mètres 
cubes,  h  et  A'  en  mètres,  i*  et  i^'  en  mètres  par  seconde 
et  T„  en  kilogrammètres,  la  formule  devient 

T«=:  ioooQ{A  -h') -h- ^/<' [7.^-27^-^4  (71-^^3)-»- 74] 

-h  I02Qp'  [»'cos(p, /)  —  c']. 

Le  quotient  de  ce  nombre  par  y5  est  le  nombre  de  che- 
vaux qui  mesure  la  force  de  la  roue. 

Cette  dernière  formule  est  entièrement  d'accord  avec 
les  résultats  d*expériences  faites  dans  des  circonstances 
très-variées.  Elle  est  due  à  M.  Poncelct. 

On  voit  que,  toutes  choses  égales,  le  travail  utile  aug- 
mente a  mesure  que  Tangle  (^,  ^')  diminue^  mais  cet 
angle  ne  sera  jamais  nul,  sinon  Feau  n'entrerait  pas  dans 
les  augets.  Il  faudra  toujours  donner  aux  augets  une  dis- 
position convenable  pour  que  Icau  s'introduise  facile- 
ment, sans  qu'aucune  partie  soit  rejetéc  au  dehors. 

Si  IW  admet  la  relation  i/=  ^igh^^  la  formule  (2) 
peut  s'écrire 

T.  =  ^pQ  iH  —  h')  -h  gon  —  [y.  -+-  27,  -f-  4(^,  -h  7,)  -h  74] 

—  -pQ[p*-f-2^*—  2«v'cosfp,  •)]. 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  le  travail  résistant  repré- 
senté par  le  dernier  terme  décroit  à  mesure  que  les  vi- 
tesses ^  et  v'  diminuent;  de  plus,  â  mesure  que  la  vitesse 
de  la  roue  diminue,  le  déversement  anticipé  est  moins 
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considérable,  et  par  conséquent  la  somme  des  deux  pre- 
miers termes  s'approche  d'être  égale  à  la  puissance  abso- 
lue de  la  chute.  Donc  il  y  a  de  l'avantage  à  amener  Teau 
avec  une  petite  vitesse  et  à  faire  tourner  la  roue  lente- 
ment. La  vitesse  dun  mètre  à  la  circonférence  donne  eu 
général  les  meilleurs  résultats. 

3.  Roue  en  dessous  à  aubes  planes  emboîtées  dans  un 
coursier.  —  Nous  suivrons  ici  une  marche  un  peu  diffé- 
rente. Considérons  la  colonne  liquide  qui  se  trouve  com- 
prise, à  une  époque  donnée,  entre  deux  sections  AB,  A'B' 

Fig.  91. 


perpendiculaires  au  courant,  Tune  en  amont  de  la  roue, 
Tautre  en  aval. 

Soient  : 

^  la  vitesse  moyenne  sur  la  section  AB; 

u'  la  vitesse  moyenne  sur  la  section  A'B'; 

/  la  hauteur  du  niveau  au-dessus  du  fond  du  coursier 
sur  la  section  d'amont; 

/'  la  hauteur  analogue  sur  la  section  d'aval  ; 

Q  le  volume  de  l'eau  qui  traverse  chaque  section  dans 
l'unité  de  temps; 
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F  la  composante  des  actions  de  la  roue  sur  la  colonne 
liquide  en  sens  contraire  du  courant; 

P  la  somme  de  toutes  les  autres  pressions  que  supporte 
la  colonne  liquide,  estimées  dans  la  direction  du  courant; 

p  la  densité  du  liquide  ; 

m  la  masse  de  Tune  de  ses  molécules; 

X  la  distance  de  cette  molécule  à  un  plan  Cxe  parallèle 
à  l'une  des  sections  extrêmes,  cette  distance  étant  comptée 
positive  dans  le  sens  du  courant. 

Exprimant  que  les  composantes  horizontales  des  forces 
perdues  se  font  équilibre  sur  la  colonne  considérée,  il 
vient 

La  somme  "V  m  -—  est'  la  dérivée  de  la  quantité  de 

mouvement  de  la  colonne  liquide^  prise  par  rapport  au 
temps.  Puisque  le  mouvement  est  permanent,  Taccroia- 
sement  de  la  quantité  de  mouvement,  pendant  Tinstant 
infiniment  petit  dt  qui  suit  l'époque  considérée,  se 
réduit  à  la  dilTérence  entre  les  quantités-  de  mouve- 
ment des  deux  petites  parties  du  liquide  qui  traversent 
les  plans  fixes  A'B',  AB  pendant  le  môme  instant,  savoir 
pQdlXu^ — pQdtXi^.  La  dérivée  est  donc  pQ(v^' — *'). 
Par  suite, 

La  somme  P  comprend  la  pression  atmosphérique,  la 
résistance  due  au  frottement  contre  les  parois  du  cour- 
sier, et  enfin  les  pressions  exercées  par  le  liquide  adja- 
cent aux  extrémités  de  la  colonne.  Les  composantes  hori- 
zontales des  pressions  qui  proviennent  de  l'atmosphère 
font  évidemment  une  somme  nulle.  La  résistance  qui 
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naît  da  frottement  est  peu  considérable,  vu  la  petite 
longueur  de  la  colonne;  on  peut  la  négliger.  Ainsi  P  se 
réduit  à  la  somme  algébrique  des  pressions  exercées  aux 
extrémités  de  la  colonne.  Si  Ton  observe  que  les  aires  des 

sections  AB,  A'B'  sont  respectivement  —>  -^»  il  vient 

ou  bien,  puisque  ZV=  /i/, 

La  pression  F  mesure  Teffort  horizontal  que  supporte 
la  roue.  On  peut,  sans  erreur  considérable,  supposer 
cette  force  appliquée  sur  la  circonférence  extérieure, 
dont  la  vitesse  est  sensiblement  égale  à  (^,  et  négliger  le 
travail  utile  provenant  des  actions  verticales;  alors  on 
aura 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  il  vient 

Lorsque  les  quantités  v»,  Q,  /  sont  données,  la  vitesse 
u'  qui  rend  un  maximum  l'expression  précédente  du  tra- 
vail moteur,  vérifie  l'équation  dérivée, 

ce  qui  donne  une  valeur  du  rapport  -  un  peu  supérieure 
Quand  on  exprime  Q  en  mètres  cubes,  /  en  mètres, 
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^'  et  i^'  en  mèires  par  seconde  et  T„  en  kilogranimètres,  la 
formule  devient 

T,=  io2Qp'(c'  — i^')  — 5ooQ/(-,  —  -V 

Cette  formule  est  due  h  M.  Bélanger.  Avant  cet  auteur 
on  négligeait  ladiiïérence  du  niveau  en  amont  et  en  aval 
de  la  roue;  en  sorte  que  le  second  terme  de  la  formule 
disparaissait,  bien  qu^il  ne  soit  nullement  négligeable 
vis-â-vis  du  premier. 

Les  roues  en  dessous  à  aubes  planes  n'utilisent  qu'une 
faible  fraction  de  la  puissance  absolue  de  la  chute;  sous 
ce  rapport  elles  sont  bien  inférieures  aux  roues  à  augcts. 
Ce  défaut  vient  en  grande  partie  de  ce  que  l'eau  est  for- 
cée de  changer  brusquement  sa  vitesse  pour  prendre  celle 
des  aubes. 

4.  Roue  en  dessous  à  aubes  courbes  emboîtées  dans 
un  coursier.  —  M.  Poncelet  (*)  évite  l'inconvénient  que 

Fig.  93. 


nous  venons  de  signaler,  en  remplaçant  les  aubes  planes 


(*  )  Mémoire  sur  les  rouet  à  aubes  courbes;  1827. 
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par  des  aubes  cylindriques  présentant  leur  concavité  au 
courant.  La  courbure  de  ces  aubes  est  à  volonlé,  pourvu 
qu'elle  soit  continue*,  on  fait  ordinairement  la  section 
circulaire. 

Admettons  que  les  molécules  liquides  arrivent  sur 
Taubc  avec  une  vitesse  ^,  dirigée  dans  le  plan  tangent  au 
premier  élément  de  la  surface,  et  que,  pendant  le  temps 
peu  considérable  que  chaque  molécule  reste  en  contact 
avec  Taube,  cette  surface  puisse  être  considérée  comme 
se  mouvant  parallèlement  à  elle-même  dans  la  direction 
de  la  vitesse  v^y  avec  une  vitesse  constante  v*\  égale  à  celle 
de  la  circonférence  extérieure  de  la  roue.  Calculons  dans 
cette  hypothèse  le  travail  qu'une  molécule  liquide,  de 
masse  m,  transmettrait  à  la  roue,  si  le  mouvement  de 
cette  molécule  n'élait  nullement  gêné  par  le  liquide 
aiQuent,  et  que  le  frottement  contre  la  surface  de  Taube 
fût  négligeable. 

Le  mouvement  de  translation  commun  à  Taube  et  à  la 
molécule  liquide,  pendant  qu'elles  sont  en  contact,  n'aura 
pas  d'influence  sur  leur  mouvement  relatif;  de  sorte  que 
la  molécule  liquide,  après  s'être  élevée  sur  l'aube,  ac- 
querra, en  descendant  au  bas  de  la  surface,  une  vitesse 
relative  égale  et  contraire  à  la  vitesse  relative  i^  —  ^'' 
qu'elle  possédait  à  son  arrivée.  La  vitesse  absolue  de  la 
molécule  liquide  à  sa  sortie  de  l'aube  sera  donc 

La  force  vive  perdue  pendant  son  action  sur  l'aube  sera 

/w  [p»  —  (2P'  —  vy]  z=  /^nti/  (P  —  /), 
et  le  travail  communiqué  à  la  roue. 

Il  en  résulte  que,  en  représentant  par  Q  le  volume 
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d'eau  admis  dans  la  roue  pendant  Tunité  de  temps,  le 
travail  moteur  serait  donné  par  la  formule 

si  nos  hypothèses  étaient  réalisées.  Le  maicimum  du  tra- 
vail moteur  répondrait  à  -  =  -,  et  serait  égal  à  la  puis- 
sance absolue  de  la  chute. 

Mais  les  suppositions  sur^  lesquelles  se  fonde  cette 
théorie  sont  trop  éloignées  de  la  réalité,  pour  qu'on  doive 
regarder  la  formule  obtenue  comme  représentant  avec 
quelque  exactitude  le  travail  de  la  roue  à  aubes  courbes. 
Il  parait  fort  difficile  de  donner  à  ce  sujet  une  théorie 
complètement  satisfaisante. 

Les  expériences  ont  appris  que  le  maximum  de  l'effet 

utile  répond  à  -=  o,55,  et  ne  dépasse  pas  les  0,70  de  la 

puissance  absolue  de  la  chute. 

Quand  on  exprime  Q  en  mètres  cubes,  ^'  et  y'  en 
mètres  par  seconde,  et  T^  en  kilogra  m  mètres,  on  a  sensi- 
blement : 

Pour  des  chutes  de  2"  et  au-dessus^ 

Pour  des  chutes  de  i",5o  à  2", 

T.  =:::l32Qp'(p  — (»'); 

Pour  des  chutes  au-dessous  de  i",5o, 

0.  ^iles  des  moulins  à  vent,  —  Nous  supposerons 
Tarbre  qui  porte  les  ailes  parallèle  à  la  direction  du  vent, 
et  la  surface  des  ailes  engendrée  par  une  ligne  droite  de 
longueur  constante,  qui  glisse  sur  un  bras  perpendicu- 
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laire  à  Tarbre,  en  restant  elle-même  perpendiculaire  à 
ce  bras.  Cette  disposition  est  la  plus  ordinaire,  et  aussi 
celle  qui  parait  susceptible  de  donner  les  meilleurs  ré- 
sultats. 

Nous  partagerons  la  surface  de  Taile  en  éléments  com- 
pris entre  deux  génératrices  consécutives,  et  nous  consi- 
dérerons chacun  de  ces  éléments  comme  situé  dans  le  plan 
déterminé  par  le  bras  et  par  Tune  des  deux  génératrices; 
Taire  de  cet  élément  aura  pour  mesure  le  produit  de  la 
largeur  de  Faile  par  la  plus  courte  distance  des  deux  gé- 
nératrices. 

Soient  : 

/  la  largeur  constante  de  l'aile; 

ria  dîslance  de  Taxe  h  Y  un  des  éléments  de  la  surface; 

''o  ^^  ''i  '^*  valeurs  ex  Ironies  de  r; 

(j)  l'angle  que  le  plan  de  Télémeut  considéré  fait  avec 
la  direction  du  vent; 

i'  la  vitesse  du  vent  ; 

0)  la  vitesse  angulaire  de  Tarbre  qui  porte  les  ailes; 

p  la  densité  de  l'air,  ou  le  poids  d'un  volume  d'air 
égal  à  Tunilé  divisé  par  le  nombre  g\ 

k  un  coefficient  constant  que  l'observation  détermi- 
nera. 

D'après  l'hypothèse  admise  dans  la  Section  précédente, 
la  pression  exercée  par  le  vent  sur  l'élément  de  l'aile  sera 
le  produit  des  constantes  k  ei  p  par  la  surface  /rir  et  par  le 
carré  de  la  vitesse  relative,  estimée  suivant  la  normale  à 
l'élément.  Or  la  projection  de  la  vitesse  du  vent  sur  la  di- 
rection de  la  normale  est  ^sin^,  et  la  projection  de  la 
vitesse  de  l'élément  lui-même  est  w r  cos cp ;  donc  la  pres- 
sion sera 

/•6/(f  sin^  —  (ùrcoSffYdr. 

Il  en  résuite  que  le  travail  moteur  élémentaire  aura 
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pour  valeur 

/•p/(f  sin<p  —  (ar cos 9)' dr. ta rcosff  dt\ 

et,  si  le  mouvement  est  uniforme,  le  travail  moteur  déve- 
loppé pendant  Tuoité  de  temps  sur  Taile  entière  sera 

(1)  kol   j        (wsinf  —  wr  cosw^'wrcosç  </r. 

Supposant  données  la  largeur  des  ailes  et  les  distances 
de  leurs  extrémités  à  l'axe,  on  peut  déterminer  la  cour- 
bure de  la  surface  des  ailes,  de  manière  que  le  travail 
moteur  ait  la  plus  grande  valeur  possible,  quelle  que  soit 
la  vitesse  angulaire.  Ceci  revient  à  trouver  la  fonction  de  r 
qui,  substituée  à  op,  rend  un  maximum  l'intégrale  (i). 

Puisque  chaque  élément  de  l'intégrale  ne  dépend  que 
d'un  seul  élément  de  la  surface,  et  en  aucune  façon  des 
éléments  voisins,  la  somme  sera  un  maximum,  si  le  tra- 
vail exercé  sur  chaque  élément  de  la  surface  est  séparé- 
ment un  maximum.  Or,  pour  qu  il  en  soit  ainsi,  il  faut 

que  la  fonction  comprise  sous  le  signe   I  ait  une  dérivée 

nulle  relativement  à  la  variable  f.  Egalant  la  dérivée  à 
zéro,  après  avoir  supprimé  le  facteur  (^sinf)  —  corcostp), 
qui  ne  saurait  être  nul  sans  que  le  travail  soit  nul  lui- 
même,  il  vient 

(2)  2  (pcosf  H-»rsiaç)  cosy  —  siny  (psio^  —  «rcos^)::^o; 
d'où  Ion  tire 


(3)  ung,=  — +y/(— ) 


H- 2. 


Cette  dernière  équation  détermine  la  forme  la  plus 
avantageuse  des  ailes,  pour  une  vitesse  angulaire  qui  est 
II.  a«  ÉoiT.  35 
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dans  un  rapport  donné  avec  la  vitesse  du  vent.  Le  radical 
y  est  pris  avec  le  signe  4-^  car  autrement  tangcp  serait  né- 
gatif, et,  le  vent  frappant  les  ailes  par  derrière,  le  travail 
ne  serait  plus  moteur. 

Pour  épuiser  complètement  la  question  du  maximum 
d'effet,  il  faut  encore  trouver  quel  est  le  rapport  de  la 
vitesse  angulaire  des  ailes  à  la  vitesse  du  vent  qui  assure 
le  plus  grand  travail,  quand  la  surface  des  ailes  vérifie 
Téquation  (3). 

Cette  valeur  du  rapport  -  annule  la  dérivée  de  l'inté- 
grale (  t),  prise  par  rapport  à  co  en  y  considérant  cp  comme 
une  fonction  de  &>  donnée  par  Téquation  (3).  Ainsi,  nom- 
mant Y  la  fonction  comprise  sous  le  signe  I  9  on  a  Inéqua- 
tion 

dans  laquelle  on  doit  substituer  sous  le  signe  1  1 
leur  (3)  de  l'angle  (p,  après  avoir  formé  les  dérivées. 
Dans  cette  substitution,  la  dérivée  -j-  disparaîtra  com- 
plètement (2),  en  sorte  qu'on  n'aura  pas  à  tenir  compte 
du  terme  -r—  --^  •  Profitant  des  autres  simplifications  que 


a  va- 


Téquation  (2)  peut  apporter  dans  la  valeur  de  ^— >  on 


arrive  à  la  formule 


x; 


rcos'ip 

9  —  &>rcos(p)  — ; -dr^=  o. 

^  '    sm  ç 


L'intégration  devient  facile  quand  on  prend  pour  va- 
riable l'angle  f .  En  effet,  les  valeurs  à  substituer  sous  le 
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signe    f  sont  (a) 

V     I  —  Scos^'cp          .           V     I-l-COS^cp     . 
r-— : i,      dr  =  ^-^- ^£/(p; 

elles  changent  l'équaiion  prëcédente  en  celle-cî, 

'  ?'(i  —  3cos2^)  (i-hcos*®) 


i 


9.  ^'""'l 


OÙ  C(ç^  et  9>i  représentent  les  valeurs  de  9  correspondantes 
aux  distances  i\  et  /*],  exprimées  en  fonction  de  ces  di- 
stances par  la  formule  (3).  Sous  cette  forme,  on  trouve 
aisément  l'intégrale  indéfinie 

^,    .        5cos>  — 3cos(p       1  ,      /,        I    \ 


L'équation  qui  détermine  le  rapport  -  est  donc 

Malheureusement  cette  équation  est  trop  compliquée 
pour  qu'on  puisse  s'en  servir  commodément  dans  la  pra- 
tique. Il  suffira  de  savoir  que  Coriolis  (*),  auquel  est  dû 
ce  calcul,  a  comparé  les  résultats  de  l'analyse  avec  ceux 
de  l'observation,  et  a  trouvé  un  accord  satisfaisant  en  pre- 
nant le  coefBcient  A:  égal  à  -• 

7. 

D'autre  part,  les  expériences  de  Coulomb  (**)  et  de 
Smeaton  (***)  ont  montré  que  la  valeur  la  plus  avanta- 

geuse  du  rapport  -  est  comprise  entre  — ^  et  — ^  • 


(•)  Du  calcul  de  l'effet  des  machines,  p.  2io;  1829. 
(**)  Théorie  des  machines  simples. 

("*'  ]  Recherches  expérimentales  sur  l'eau  et  le  vent  (ouYrage  traduit  de 
Tanglais  par  Girard). 
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Dans  ces  conditions,  s\  Ton  nomme  A  la  surface  de 
Tune  des  quatre  ailes  exprimée  en  mètres  carrés,  et  i'  la 
vitesse  du  vent  exprimée  en  mètres  par  seconde,  le  travail 
moteur  T,„  transmis  par  les  ailes  peut  se  calculer  par  la 
formule  empirique 

T^  — OjiSAp*^*". 

6.  Calcul  élu  travail  déi^eloppé  par  la  vapeur  dans 
les  machines.  —  Nous  considérerons  une  machine  à  dé- 
tente, et  nous  supposerons  que  la  vapeur  agissant  sur  le 
piston  conserve  une  même  température  pendant  loute  la 
durée  de  son  action^  en  sorte  qu'il  faudra  concevoir  que 
les  parois  du  cylindre  restituent  à  la  vapeur  la  tempéra- 
ture qu'elle  perd  nécessairement,  lorsqu'elle  change  de 
volume  en  agissant  par  détente.  Cette  température  con- 
stante de  la  vapeur  sera  celle  de  la  chaudière. 

Soient  : 

Î2  la  surface  du  piston,  exprimée  en  mètres  carrés-, 

H  la  hauteur  du  cylindre  diminuée  de  l'épaisseur  du 
piston,  exprimée  en  mètres^ 

h  la  portion  de  la  hauteur  H  que  parcourt  le  piston 
pendant  que  la  vspeur  agit  à  pleine  pression; 

p  la  pression  de  la  vapeur  dans  la  chaudière  sur  un  cen- 
timètre carré,  exprimée  en  kilogrammes; 

p'  la  pression  de  la  vapeur  dans  le  condenseur,  ou  la 
pression  atmosphérique  s'il  n'y  a  pas  de  condenseur. 

Le  travail  moteur  que  produit  la  vapeur,  pendant 
qu'elle  agit  à  pleine  pression,  est  évidemment  le  produit 
de  la  pression  par  ie  volume  que  décrit  le  piston,  c'est-à- 
dire  lo  ooo pilh  kilogrammètres. 

Si  l'on  nomme  x  la  hauteur  variable  de  la  partie  du 
cylindre  que  remplit  la  vapeur  lorsqu'elle  agit  par  dé- 
tente, la  pression  pendant  la  détente  sur  un  centimètre 
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carré  de  la  surface  du  cylindre  est— >  d'après  la  loi  de 

Mariotte;  par  suite,  le  travail  produit  par  la  délente  a 
pour  expression 

\QOOOp£lh    I         =r  (  lOOOO/^aAlog^  J       • 

Le  travail  résistant  de  la  vapeur  qui  se  trouve  dans  le 
condenseur,  pendant  toute  la  course  du  piston,  est  égal  k 

—  ioooo/î'nH^°». 

Réunissant  toutes  ces  parties,  on  obtient  le  travail  de 
la  vapeur  pendant  la  course  entière  du  piston. 


Tm=  lOOOO 


Le  quotient  de  cette  quantité  par  le  nombre  de  courses 
simples  du  piston  en  une  minute  et  par  le  produit 
60  X  7 5  sera  le  nombre  de  chevaux  qui  mesure  la  force 
théorique  de  la  machine. 

Le  travail  théorique  T,„  peut  encore  s'écrire 

T„  =:  10000 pp(  1-+-  log  —  —  —  I     5 


'^{'^'''7-pS 


en  nommant  ^  le  volume  engendré  par  le  piston  dans 
sa  course  pendant  l'admission  de  la  vapeur,  exprimé 
en  mèlTCS  cubes,  et  pi  la  pression  que  la  vapeur  exerce 
après  la  détente  sur  un  centimètre  carré  de  la  surface  du 
cylindre. 
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*  VlBILIaB  (  J«))  Inspecteur  général  de  Tlnstruction  publique.  —  éléments  de 

Mécanique,  rédigés  conformément  uu  Programme  du  nouveau  plan  dVtude» 
des  Lycées.  1  volume  in-8,  avec  figures  dans  le  texte;  1866 4  ^*  ^  ^' 

*  VIBEULB  (  J.).  —  Cours  complémentaire  d'Analyse  et  de  Mécanique  ratiou* 

neUe,  professé  à  PEcole  Mormale.  in-8.  avec  planches  ;  i85i 7  fr* 


IMPRIMERIE  DE  GAUTHIER -VILLARS,    scccessedr  db  MALLET-BACHEUEB, 

Paris,  rue  de  Seine-Saint-Germain,  10,  prés  Tlnititut. 
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